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از خودتوان عنصر یک x+ y اگر کنید ثابت .x٢ = y٢ = ٠ که طوري به باشند R حلقه از عضو دو y و x کنید فرض (1
.x+ y = ٠ آنگاه باشد R

پاسخ:
. xy = x(x+ y) = x(xy + yx) = xyx نتیجه در . x+ y = (x+ y)٢ = x٢ + xy + yx+ y٢ = xy + yx فرض طبق

x+ y = xy + ux = ٠ بنابراین . yx = ٠ مشابهاً . xy = xyx = xyxx = ٠ پس
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رد یا اثبات را زیر گزارة .f ′′(x) ≥ ٠ ، x ∈ R هر براي اگر گوییم محدب را f : R → R پذیر مشتق بار دو تابع (2
کنید:

است. محدب نیز f ◦ f آنگاه باشد محدب و پذیر مشتق بار دو f اگر

می�کنیم. رد را گزاره پاسخ:
نتیجه که f ◦ f(x) = x۴ − ٢x٢ همچنین f ′′(x) = ٢ ≥ ٠ داریم x هر براي صورت این در .f(x) = x٢ − ١ دهید قرار

است. غلط گزاره پس (f ◦ f)′′(٠) = −۴ می�دهد
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متناهی گروه یک G کنید ثابت ندارند. قرار G مرکز در آن از عنصر 1396 دقیقاً که باشد گروه یک G کنید فرض (3
دهید. ارائه گروهی چنین از مثال یک است. عضوي 1400

همدسته�هاي از اجتماعی G − Z(G) چون است. اول عدد یک 349 و ١٣٩۶ = ۴ × ٣۴٩ که کنید توجه پاسخ:
|Z(G)| که آنجا از حال است. متناهی G نتیجه در و Z(G) می�دهد نشان که |Z(G)| ≤ |G − Z(G)| پس است Z(G)

.|Z(G)| | |G−Z(G)| = ١٣٩۶ = ۴× ٣۴٩ که می�گیریم نتیجه |G−Z(G)| = |G| − |Z(G)| و است |G| از مقسوم�علیهی
بیفتد: اتفاق است ممکن زیر حالت�هاي حال

G/Z(G) پس ١١ ̸ |١٢٧ − ١ چون .|G/Z(G)| = ١٣٩٧ = ١١ × ١٢٧ صورت این در |G| = ١٣٩٧ و |Z(G)| = ١ (a)

است. تناقض که است آبلی G نتیجه در و دوري
دوري G/Z(G) پس ٣ ̸ |٢٣٣− ١ چون .|G/Z(G)| = ۶٩٩ = ٣× ٢٣٣ صورت این در |G| = ١٣٩٨ و |Z(G)| = ٢ (b)

است. تناقض که است آبلی G نتیجه در و
است. گروهی چنین از مثالی Z۴ ×D٣۵٠ گروه .|G| = ١۴٠٠ و |Z(G)| = ۴ (c)

که است آبلی G نتیجه در و دوري G/Z(G) پس .|G/Z(G)| = ۵ صورت این در |G| = ۵× ٣۴٩ و |Z(G)| = ٣۴٩ (d)

است. تناقض
آبلی G نتیجه در و دوري G/Z(G) پس .|G/Z(G)| = ٣ صورت این در . |G| = ۶ × ٣۴٩ و |Z(G)| = ٢ × ٣۴٩ (e)

. است تناقض که است
آبلی G نتیجه در و دوري G/Z(G) پس .|G/Z(G)| = ٢ صورت این در .|G| = ٨ × ٣۴٩ و |Z(G)| = ۴ × ٣۴٩ (f)

است. تناقض که است
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دارد وجود r حقیقی عدد یک حداکثر کنید ثابت باشد. حقیقی ضرایب با غیرثابت چندجمله�اي یک f کنید فرض (4
باشند. داشته یک از بیشتر تکرر و باشند حقیقی f(x)− r چندجمله�اي ریشه�هاي تمام که طوري به

دو ریشه�هاي تمام r٢ و r١ متمایز اعداد براي کنید فرض همچنین باشد. n درجه�ي از f(x) کنید فرض پاسخ:
مجزا عوامل به چندجمله�اي دو این تجریه�ي با باشند. یک از بیش تکرري با و حقیقی f(x)− r٢ و f(x)− r١ چندجمله�اي

بنویسیم، می�توانیم
f(x)− r١ = a(x− x١)

d١ . . . (x− xk)
dk , f(x)− r٢ = a(x− x′١)

d′١ . . . (x− x′k′)
d′
k′ .

داریم لذا هستند 2 حداقل توان�ها چون همچنین ندارند. مشترکی ریشه�ي چندجمله�اي دو این r١ ̸= r٢ اینکه به توجه با
داریم، دیگر طرف از .k, k′ ≤ n

٢

(x− x١)
d١−١ . . . (x− xk)

dk−١ | (f(x)− r١)
′ = f ′(x) , (x− x′١)

d′١−١ . . . (x− x′k′)
d′
k′−١ | (f(x)− r٢)

′ = f ′(x).

مشترکی عامل چندجمله�اي دو این همچنین هستند n− k′ و n− k درجه�هاي از قبل روابط چپ سمت چندجمله�اي دو
برابر حاصلضرب چندجمله�اي درجه�ي ولی است بخش�پذیر نیز چندجمله�اي دو این حاصلضرب بر f ′(x) نتیجه در ندارند.

است. تناقض در است n− ١ درجه�ي از f ′(x) اینکه با و دارد n مقدار حداقل که است ٢n− (k + k′) با
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،x > ٠ هر براي که دارد وجود f : C → C تحلیلی تابع ، φ : (٠,∞) → (٠,∞) صعودي تابع هر براي کنید ثابت (5
.f(x) ≥ φ(x)

و kn ≥ n که می�کنیم انتخاب طوري را kn طبیعی اعداد ،n ≥ ٢ براي )پاسخ: n

n− ١
)kn > ϕ(n+ ١)

می�دهیم قرار اکنون
f(z) = ϕ(٢) +

∞∑
n=٢

( z

n− ١
)kn

است. تحلیلی تابعی f نتیجه در و است ∞ سري این همگرایی شعاع پس kn ≥ n چون
آنگاه ،[x] = n٠ دهیم قرار اگر x > ٢ براي و f(x) > ϕ(٢) ≥ ϕ(x) داریم ،x ≤ ٢ براي که کنید توجه حال

f(x) ≥
( n٠
n٠ − ١

)kn٠ > ϕ(n٠ + ١) ≥ ϕ(x)
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که طوري به A ⊆ R٢ و باشد حقیقی ضرایب با متغیره دو چندجمله�اي یک P (x, y) =

n∑
i,j=٠

ai,jx
iyj کنید فرض (6

.P (x١ − x٢, y١ − y٢) = ٠ داریم A در (x٢, y٢) و (x١, y١) متمایز نقطۀ دو هر براي کنید فرض همچنین .|A| > (n+ ٢(١

.P (٠, ٠) = ٠ دهید نشان

داریم، آنگاه .q = (x٢, y٢) و p = (x١, y١) می�دهیم قرار .P (٠, ٠) ̸= ٠ کنید فرض پاسخ:
P (x١ − x٢, y١ − y٢) =

n∑
i,j=٠

ai,j(x١ − x٢)
i(y١ − y٢)

j

=
n∑

i,j=٠
ai,j

i∑
k=٠

(
i

k

)
xk١(−x٢)

i−k
j∑

l=٠

(
j

l

)
yl١(−y٢)

j−l

=

n∑
k,l=٠

xk١y
l
١

n∑
i=k

n∑
j=l

ai,j

(
i

k

)(
j

l

)
(−x٢)

i−k(−y٢)
j−l.

p = (x١, y١) نقطه�ي از تنها تابعی یکی که گرفت نظر در R(n+١)٢ فضاي در بردار دو داخلی ضرب می�توان را قبل عبارت
بردار و uk,l(p) = xk١y

l
١ درایه�هاي با را u(p) ∈ R(n+١)٢ بردار کافیست است. q = (x٢, y٢) نقطه�ي از تنها تابعی دیگري و

داریه�هاي با را v(q) ∈ R(n+١)٢

vk,l(q) =

n∑
i=k

n∑
j=l

ai,j

(
i

k

)(
j

l

)
(−x٢)

i−k(−y٢)
j−l

١, ٢, . . . , (n+١)٢ مکان�هاي از یکی به را ,kام l درایه�ي ،v و uدوي هر براي یکسان ولی دلخواه ترتیب یک (با بگیریم نظر در
.P (x١ − x٢, y١ − y٢) = ⟨u(p), v(q)⟩ که دید می�توان سادگی به دهید.) نسبت

یکدیگر بر v(q) و u(p) بردار دو A در q و p متمایز نقطه�ي دو هر براي که می�شود نتیجه سوال فرض به توجه با حال
زیرا می�شوند. خطی مستقل یکدیگر از {u(p) : p ∈ A} بردارهاي که گرفت نتیجه می�توان مطلب این کمک به عمودند.

بودن ناصفر به توجه با و طرفین در v(p) بردار داخلی ضرب با p ∈ A هر براي آنگاه ∑p∈A cpu(p) = ٠ اگر
P (٠, ٠) = ⟨u(p), v(p)⟩

در فرض با که |A| ≤ (n+ ٢(١ که می�شود نتیجه R(n+١)٢ فضاي بعد به توجه با بنابراین است. صفر cp که می�شود نتیجه
می�شود. اثبات حکم و است تناقض
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