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ریاضی» اندیشۀ و «فرهنگ برای مقاله ارسال به علاقه مندان راهنمای
کردنِ آشنا آن، انتشار از هدف و است ایران ریاضی انجمن علمی-ترویجی نشریۀ ریاضی»، اندیشۀ و «فرهنگ
دانشجویان، برای که گونه ای به است ریاضی فلسفۀ و تاریخ فرهنگ، ریاضی، علوم گوناگون شاخه های با خوانندگان
باشد. استفاده قابل ریاضی به علاقه مندان سایر و دانشگاه ها ریاضی گروه های علمی هیأت اعضای ریاضی، دبیران
و تاریخ ریاضی، آموزش و یادگیری تدریس، ریاضی، علوم زمینه های در مقالات از ریاضی»، اندیشه و «فرهنگ

می کند: استقبال باشند، شده نوشته زیر چارچوب در که دیگر علوم در ریاضی کاربردهای و ریاضی فلسفۀ
سازد؛ آماده موضوع آن پیگیری برای را پژوهشی زمینه های به علاقه مندان چنان که ریاضیات در مطرح و به روز موضوعی ارائۀ •

ترجمه؛ اصول رعایت با ریاضی کلاسیک مقاله های ترجمۀ یا بالا در شده یاد نوع از مقاله هایی ترجمۀ •
در آنچه از زیباتر یا کوتاه تر یا ساده تر برهان هایی و درس کلاس برای سودمند درسی نکته های حاوی آموزشی موضوعات ارائۀ •

است؛ موجود کلاسیک متون
ترجمه؛ یا تألیف از اعم ریاضی علوم زمینۀ در فارسی زبان به شده منتشر کتاب های نقد •

شود. ارسال نشریه اینترنتی سامانۀ طریق از آن پی دی اف نسخۀ و شده تهیه «زی پرشین» نرم افزار از استفاده با بایستی مقالات •
«زی پرشین» فایل باید مترجم یا نویسنده شود، پذیرفته چاپ برای داوری، مراحل طی از پس فرستاده شده، مقالۀ که صورتی در

کند؛ ارسال نشریه سامانۀ طریق از را مقاله
است؛ الزامی آن ترجمۀ با همراه ترجمه شده مقالۀ اصل فرستادن •

شود؛ ذکر مقاله ترجمۀ اول صفحه در پاورقی به صورت باید ترجمه شده مقالۀ اصل نشانی و نام •
و باشد دانشگاهی نشر مرکز چاپ ایران، ریاضی انجمن آمار و ریاضی واژه نامۀ طبق بر باید رفته به کار ریاضی اصطلاحات •

شود؛ ذکر پاورقی در آن انگلیسی معادل نیست، واژه نامه این در لغتی اگر
باشد؛ شده فرستاده دیگر مجله های به چاپ و بررسی برای نباید ریاضی» اندیشۀ و «فرهنگ به ارسالی مقالۀ •

باشد؛ مترجم(ان) یا نویسنده(گان) رایانامۀ و پستی کامل آدرس علمی، مرتبۀ نام خانوادگی، و نام دربرگیرندۀ باید ارسالی مقالۀ •
شود؛ آورده مقاله، در بیان شده اصلی نکات شامل کلمه ٢٠٠ حداکثر در چکیده ای مقاله، ابتدای در •

شود؛ مشخص تا) ۵ (حداکثر کلیدی اصطلاحات و واژه ها چکیده، از پس •
شود؛ ذکر msc٢٠١٠ موضوعی رده بندی مبنای بر مقاله، ثانویه و اولیه موضوعی رده بندی •

شود؛ نوشته اصلی زبان به پاورقی در و فارسی به صورت باید مقاله متن در خارجی افراد اسامی •
شیوه نامۀ مبنای بر را مقالات نوشتن در ویرایش و نگارش سجاوندی، اصول لطفاً مقالات، چاپ و ویرایش در تسریع به منظور •

کنید؛ رعایت دانشگاهی، نشر مرکز نگارش
ارجاع مقاله در که ترتیبی به نه کنید؛ تنظیم افراد نام خانوادگی الفبای حروف به ترتیب مقاله، انتهای در را مراجع فهرست •

کنید: رعایت را زیر سبک مراجع، نوشتن در ضمناً می دهید.
به صورت آن مجلد شمارۀ ایتالیک، به صورت مجله نام رومن، به صورت مقاله عنوان است، لاتین مقالۀ شده، ذکر مرجع اگر .١

شود؛ تایپ است، شده چاپ آنها در مرجع مقالۀ که مجله از صفحه هایی پایان، در و پرانتز داخل چاپ سال سیاه،
شود؛ تایپ ایتالیک به صورت کتاب نام است، لاتین کتاب شده، ذکر مرجع اگر .٢

نشود؛ بیشتر صفحه ٢۵ از ترجیحاً مجله، صفحه بندی قالب در ارسالی مقالۀ صفحه های تعداد •
است. آزاد مقالات ویرایش و قبول رد، در تحریریه هیأت •

مشترکین و حقوقی حقیقی، اعضای برای و منتشر پاییز) و (بهار شماره دو در امسال ریاضی» اندیشه و «فرهنگ
خریداری ایران ریاضی انجمن دبیرخانۀ از می توانید را مجله قبلی شماره های می شود. ارسال ایران ریاضی انجمن

است. موجود سامانه روی بر مجله، برای شده تهیه قالب با مقاله فایل نمونۀ فرمایید.
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ریاضی اندیشۀ و فرهنگ
۵ تا ١ صص. (١٣٩۵ زمستان و (پاییز ۵٩ شماره

ریاضی»∗ اندیشۀ و «فرهنگ مقاله های نوع
جهانی پور روح اله

سال ها، این در می گذرد. ریاضی» اندیشۀ و «فرهنگ مجلۀ شمارۀ نخستین انتشار از سال چهار و سی
چنین اما است، داده رخ کشور ریاضیات در اندیشه حوزۀ در هم و فرهنگ بخش در هم گوناگونی پیشامدهای
هدف است. شده کاسته آن اهمیت از یا شده سپرده فراموشی به ریاضیات، در اندیشیدن فرهنگِ که می نماید
شاخه های در شبه پژوهشی یا پژوهشی مقاله های چاپ نه ریاضی»، اندیشۀ و «فرهنگ بنیانگذاران کلی
می نامیم، فنی مقاله های دانشجو»، ریاضی «جنگ مجلۀ گردانندگان از پیروی به را آنها که ریاضی خاص
معنای به ریاضیات در اندیشیدن و ریاضی نویسی ریاضی خوانی، فرهنگِ گسترش و رشد برای کوشش بلکه
از خوانندگان از گسترده ای طیف که است بوده کلی نگرانه شیوۀ به توصیفی مقاله های انتشار مسیر از عام،
شوند آشنا ریاضیات گوناگون بخش های با آنها، مطالعۀ با دانشگاه ها ریاضی استادان تا گرفته دانشجویان
و «فرهنگ در چارچوب این در خوبی مقاله های تاکنون گرچه ببخشند. بیشتری ژرفای خود دانش به یا و
فضای این از را خود می خواهند که دلسوزی دوستان از برخی برای گویا است، شده چاپ ریاضی» اندیشۀ
مقاله های ترجمۀ یا نوشتن با و کنند دور آنها! امتیاز گرفتن و پژوهشی مقاله های چاپ و نوشتن پرهیاهوی
که نیست روشن هنوز رسانند، یاری هدفش به رسیدن در را ریاضی» اندیشۀ و «فرهنگ مروری، و ترویجی
چیست. توصیفی مقالۀ از منظور به ویژه و می شود چاپ ریاضی» اندیشۀ و «فرهنگ در مقاله هایی نوع چه
دربارۀ فنی مقالۀ است. دو آن هدف و نگارش سبکِ محتوا، در فنی مقالۀ با توصیفی مقالۀ تفاوت
نویسندۀ که حالی در می شود، نگاشته ریاضی خاص شاخۀ یک از ویژه بسیار موضوع یک از) (گوشه ای
از جدید) یا (کلاسیک بزرگ بخشی یا کلی موضوع یک در اندیشه تحول و رشد سیر توصیفی، مقالۀ
بیانِ یک از پس فنی، مقالۀ در می دهد. شرح شخصیت شناسی و فلسفی تاریخی، به لحاظ را ریاضیات
«تعریف-قضیه-برهان» شیوۀ به محتوا داده اند، انجام پیشین پژوهشگران که کارهایی دربارۀ کوتاه تاریخی
است خودکفا و هیجان انگیز زنده، سبکی به مطلب ارائۀ بر بنا توصیفی مقالۀ در که حالی در می شود، ارائه

سردبیر. سخن ∗

ایران) ریاضی (انجمن ١٣٩۵ ©
١



٢ ریاضی» اندیشۀ و «فرهنگ مقاله های ٢نوع ریاضی» اندیشۀ و «فرهنگ مقاله های ٢نوع ریاضی» اندیشۀ و «فرهنگ مقاله های نوع

مطالعۀ مقاله) موضوع به مربوط دانش از سطح کمترین با (حتی خوانندگان از بسیاری شمار که به طوری
گذشته است. شده افزوده موضوع آن دربارۀ دانش شان بر کنند احساس و دنبال علاقه با پایان تا را مقاله
مقاله درونمایۀ که است ریاضیات از ویژه ای بخش در متخصص معمولا فنی، مقالۀ یک خوانندۀ این ها، از
است ممکن مطلب، آسانی یا دشواری سطح برحسب توصیفی، مقالۀ خوانندۀ اما دارد. پیوند بخش آن با
بنابراین باشد. هم دبیرستان دانش آموز حتی یا ریاضی معلم یا ریاضی رشتۀ در دانشگاه اول سال دانشجوی
دکتری پایان نامۀ از گوشه ای یا ارشد کارشناسی پایان نامه های خلاصۀ را آنها می توان که مقاله هایی از بسیاری
قضیه چند اثبات و بیان با که هم مقاله هایی آن نیستند. توصیفی دستۀ از دانست، ریاضی رشتۀ دانشجویان
بر می کنند، زیست متخصصان ذهن خلوتگاه در تنها که را خاص موجوداتی ویژگی های از برخی می خواهند

نمی گیرند. جای توصیفی مقاله های چارچوب در به روشنی سازند، آشکار خواننده
ارائه توصیفی مقالۀ از فراگیر تعریفی بکوشیم اندازه هر بخوانیم! باید نخست بنویسیم، اینکه برای
بر افزون می آید. به دست واقعی توصیفی مقالۀ یک خواندنِ از که نیست گونه آن خواننده در تأثیرش کنیم،
دانشگاه دانشجو»ی ریاضی «جنگ و دانشگاهی نشر مرکز «ریاضی «نشر ریاضی»، اندیشۀ و «فرهنگ
در ماندنی یاد به نقشی آنها انتشار و می شدند منتشر دور نه چندان گذشته های در که بودند مجله هایی تهران،
ریاضی رشتۀ دانشجویان آگاهی های رشد و ریاضی توصیفی مقاله های نوشتن و خواندن فرهنگِ گسترش
داشته ریاضی گوناگون موضوع های پیدایش انگیزۀ و می خواندند که درس هایی محتوای مورد در دوران آن
به صورت ریاضی» اندیشۀ و «فرهنگ پیشین شماره های از بسیاری چاپی فایل های خوشبختانه است.
مقالۀ با آشنایی به علاقه مند خوانندۀ و دارد قرار مجله این اینترنتی سامانۀ اصلی صفحۀ روی رایگان
ریاضی» اندیشۀ و «فرهنگ در و نگاشته دسته این در تاکنون که مقاله هایی خواندن از می تواند توصیفی،
کند پیدا دسترسی نیز بردیم نام که دیگری مجلۀ دو شماره های به شود موفق اگر و ببرد بهره شده اند، چاپ
چاپ آنجا در کشور ریاضی جامعۀ باتجربۀ پیشکسوتان و بزرگان از که را زیبایی ترجمه ای و تألیفی آثار و
مقاله ها گونه این از یکی نمونه، برای است. پیموده درست را آشنایی این مسیر بی تردید بخواند، است، شده
اندیشۀ و «فرهنگ اول شمارۀ در که شهشهانی سیاوش دکتر نوشتۀ ریاضیات فلسفۀ تاریخی سیر نام با را
گذشته خاطرۀ هم تا می کنیم بازنشر شماره این در جدید ویرایش با است، شده چاپ ١٣۶١ سال در ریاضی»
آشنا توصیفی مقالۀ نگارش شیوۀ با هم و بگیریم درس آن دوبارۀ خواندن از هم کند، زنده ذهنمان در را

شویم.
از کوچک بخشی در حتی خوب، توصیفی مقالۀ یک نوشتن برای توصیفی، مقاله های خواندن سوایِ
دوره های کیفیتِ بدون گسترش با اخیر سالهای در متأسفانه بخوانیم! ریاضیات بیشتر هرچه باید ریاضیات،
آموزشی بخش در واحدها تعداد شدنِ کم و دکتری دورۀ طول از شدن کاسته دانشگاه ها، در ریاضی دکتری
دانش آموختگان و دانشجویان از بسیاری مقاله، چاپ و نوشتن زمانی آهنگ افزایش به گرایش و دوره این
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ریاضی فرهنگ گسترش دهندۀ و آموزشگر دانشگاه، علمی هیأت عضو جایگاه در آینده در باید که دکتری
موجودات پیدایش فلسفۀ و انگیزه ها تاریخ، با نه تنها و می یابند پرورش جزئی نگر و تک بعدی باشند،
ریاضی گوناگون شاخه های میان پیوندهای به ندارند، آشنایی خودشان) تخصصی حوزۀ در (حتی ریاضی
اخیر سال های در که ریاضیدانانی نام های فهرست به نگاهی با که است حالی در این نیستند. آگاه هم
مدال این اعطای شایستۀ پژوهشی کارهای آن که درمی یابیم به روشنی شده اند، فیلدز مدال گرفتن به موفق
بیان از مقصود رانده اند. پیش به را ریاضیات از شاخه چند یا دو میانۀ در پژوهشی موضوعی که بوده اند
مدال دریافت سوی به یک باره مقاله چاپ از را پژوهشی مان کارهای جهت گیریِ که نیست این مطلب این
بیستم قرن اول نیمۀ ریاضیات وایل، هرمان مانند بتوانیم که باشیم بلد ریاضیات آنقدر یا بگردانیم! فیلدز
انجام قرن آن دوم نیمۀ برای مشابه کاری که نشد پیدا کسی هم بیستم قرن پایان در چراکه کنیم توصیف را
میان پیوندهای و ریاضیات پهناورِ گسترۀ از ژرف دریافتی آوردنِ به دست برای که بگوییم می خواهیم دهد.
علوم و ریاضیات جای همه از است لازم آن، دربارۀ توصیفی مقالۀ نوشتن سپس و آن گوناگون شاخه های

بخوانیم. مطلب اندیشمندانه فیزیک، به ویژه هستند، ریاضی مسئله های انگیزه بخش که دیگری
را مناسبی توصیفی مقاله های می تواند است، ترجمه به علاقه مند ولی نیست نوشتن توان را کسی اگر
«فرهنگ تحریریۀ هیأت به معرفی از پس و انتخاب می شوند، چاپ خارجی١ معتبر نشریه های برخی در که
موضوع بر اینکه فرض با کنیم، ترجمه خوب اینکه برای کند. ترجمه تأییدیه، گرفتن و ریاضی» اندیشۀ و
است شده نوشته آن با مقاله که زبانی نگارش اصول و دستور بر هم باید نخست گام در داریم، آگاهی مقاله
مشکل کار ظرافت های و روش ها با دوم، گام در و فارسی زبان نگارش و دستور بر هم و باشیم مسلط
می آید، به شمار ترجمه فرآیند اصلی مؤلفه های از که ترجمه در امانت حفظ به ویژه باشیم. آشنا نیز ترجمه
هماهنگی و نویسنده نگارش سبک به پایبندی ضمن باید مترجم بلکه نیست، کلمه به کلمه ترجمۀ معنای به
وظیفۀ نویسنده، مقصود و مقاله محتوای از را خواننده درستِ فهم برای تلاش اصلی، متن با ترجمه شده متن
خوب ترجمه های باید نیست. کافی به تنهایی ابزارها داشتن دست در کردن، ترجمه خوب برای بداند. خود

گفتیم. پیش بند در که است همان نیز مورد این در علاقه مندان راهنمای و خواند هم را
و خواندن فرهنگِ با ریاضی»، اندیشۀ و «فرهنگ در چاپ برای مناسب مقاله های از دیگر دسته ای
اثر ضعف نقاط یادآوریِ و قوت نقاط بیان و جانبه همه بررسی نقد، از مقصود البته دارد. پیوند کتاب نقد
کنیم نقد نمی خواهیم اگر حتی ترجمه، چه باشد تألیف چه را، یکدیگر کتاب های آن. به حمله و نفی نه است
یا نویسنده به را آنها کاستی های و اشکالات و بخوانیم که است خوب نمی دانیم، مناسب تدریس برای یا
نگارشی، به لحاظ و علمی دیدگاه از هم کتاب بعدی، ویرایش های در آنها اصلاح با تا شویم یادآور مترجم
مقاله قالب در نه دینی علوم حوزه های در پژوهش ها نتایج است قرن ها شود. ماندگار رفته رفته و یابد بهبود

هستند. MAA انتشارات مجموعۀ از که Mathematics Magazine یا American Mathematical Monthly ١مثلا
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دست به و می شود منتشر کتاب قالب در بلکه دست)، این از دیگری غیرعلمی رده بندی های یا ISI (های
و می نویسند حاشیه و نقد آن بر می دهند، درس می خوانند، را کتاب دیگر پژوهشگرانِ می رسد. دیگران
چه می شود. شناخته کتابش نام با بلکه خودش، نام با نه اثر صاحب که می رسد جایی به کار مدتی، از پس
علمی، نگاه از که را دیرینه سنّت این پژوهشی، کارهای نتایج نشر کنونی روش های کنار در است خوب
دهیم. گسترش را آن فرهنگ و بریم به کار نیز دانشگاهی علوم مجموعۀ در و بگیریم یاد است، آزمون شده

رشد چگونگی و تاریخ با آشنایی که است شده آشکار علم، در آموزش پژوهشگران بر است سال ها
و زندگی نامه از آگاهی به ویژه دارد. آن درست شناخت و آموزش در ژرف تأثیری علم، از شاخه یک نمو و
کسب برای که می آموزد ما به نه تنها علمی، شاخۀ آن برجستۀ چهره های اندیشیدنِ شیوۀ و علمی کوشش های
در پژوهش دوستداران برای رهنمودی بلکه کنیم، برنامه ریزی چگونه را خویش زندگی علمی، پیروزی های
بی گمان دارند، ریاضیات در پژوهش و تدریس مطالعه، در طولانی سابقه ای که آنهایی هست. نیز حوزه آن
آشنایی خود، تخصص محدودۀ در دست کم بزرگ، ریاضیدانان پژوهشی فعالیت های و زندگی نامه نام، با
که است روشن البته بپیمایند. را مسیر این نیز ریاضی دانش آموختگان و دانشجویان است لازم اما دارند.
از و نیست ایرانی دستاوردی نگارشی، و فلسفی محتوایی، جنبه های از کنونی، ریاضیات از بزرگی بخش
می آید. به شمار غرب علم تاریخ از بخشی سو، این به میلادی هفدهم قرن از به ویژه علم، این تاریخ این رو
دوران ایرانی ریاضیدانان علمی کارهای و زندگی از است کنجکاو ریاضی دوستدارِ ایرانی هر این، وجود با
ابوالقاسم مرحوم همچون افرادی گرچه شود. آگاه است، بوم و مرز این فرهنگ از بخشی که کنونی و گذشته
که آنان پژوهشی کارهای در کاوش و ایرانی-اسلامی ریاضیدانان شناساندنِ راه در را خود عمر قربانی،
گذاشتند، جای بر خود از ماندنی به یاد آثاری و کردند صرف می خواهد، بسیار حوصلۀ و دقت وقت، واقعاً
که است آن بر ریاضی» اندیشۀ و «فرهنگ بنابراین شود. انجام زمینه این در بسیاری کارهای باید هنوز
شاخه های در تأثیرگذار و برجسته ریاضیدانان برگزیدۀ پژوهش های شرح و زندگی نامه موضوع با مقاله هایی

کند. چاپ ایرانی، غیر یا باشند ایرانی نیز، را ریاضی گوناگون
داده آموزش دیگر گونه ای به کلاسیک درسی مطلب یک آن، در که دارد وجود هم کوتاه مقالۀ نوعی
طرح زیبا مسئله ای یا می شود؛ ارائه ساده تر یا زیباتر کوتاه تر، اثباتی شده، شناخته قضیه ای برای یا می شود؛
در ریاضی استادان هم و ببرند لذت و بخوانند را مقاله آن می توانند دانشجویان هم چنان که می شود حل و
ریاضی موضوع یک نوآورانۀ تدریس در را خود تجربۀ نویسنده یا گیرند؛ بهره آن از درسشان کلاس های
بیازمایند. خود درس کلاس در را روش آن هم آنها تا می دهد شرح خوانندگان برای دانشجویان، به دانشگاهی

می شود. استقبال ترجمه، چه باشند تألیف چه نیز، مقاله ها دست این از ریاضی» اندیشۀ و «فرهنگ در
آغاز ١٣٩۵ سال پاییز از را خود کار که ریاضی» اندیشۀ و «فرهنگ جدید دورۀ تحریریۀ هیأت
از صفاپور احمد دکتر آقایان به ویژه قبل دورۀ تحریریۀ هیأت زحمات از می داند لازم خود بر است، کرده
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دانشگاه از نهندی زارع رشید دکتر یاسوج، دانشگاه از ممتحن احسان دکتر رفسنجان، ولی عصر دانشگاه
از پاشا عین اله دکتر شیراز، دانشگاه از عبداللهی عبدالعزیز دکتر زنجان، پایۀ علوم تکمیلی تحصیلات
و تشکر کردند، ترک را ما جمع که شریف صنعتی دانشگاه از زمانی شیوا دکتر خانم و خوارزمی دانشگاه
سختِ کار فراوان حوصلۀ و صبر با که را صمدیان فریده خانم بی دریغ زحمات همچنین نماید. قدردانی
دورۀ تحریریۀ هیأت که اهدافی از یکی ضمناً می نهیم. ارج دارند، و داشته عهده بر را مجله فنی آماده سازی
آن پیامد که بود ریاضیات در زنده و به روز موضوع های با ویژه نامه هایی انتشار قرارداد، خود روی پیش قبل
با کشور، ریاضی بزرگ معلم شهریاری، پرویز زنده یاد درگذشت به مناسبت ریاضی آموزش ویژه نامۀ انتشار
١٣٩۵ سال نخست نیمۀ در بهشتی، شهید دانشگاه از گویا زهرا دکتر خانم تحسین برانگیز تلاش و همکاری
بتوانیم کشور ریاضی جامعۀ همکاری با امیدواریم و شد خواهد دنبال هدف این نیز کنونی دورۀ در بود.

کنیم. منتشر بالا کیفیت با دیگری ویژه نامه های

ریاضی علوم دانشکدۀ - کاشان دانشگاه جهانی پور: روح اله
jahanipu@kashanu.ac.ir رایانامه:





ریاضی اندیشۀ و فرهنگ
٢٧ تا ٧ صص. (١٣٩۵ زمستان و (پاییز ۵٩ شماره

ریاضیات∗ فلسفۀ تاریخی سیر
شهشهانی سیاوش

چکیده
از اول، دورۀ می دهیم. قرار مطالعه مورد دوره سه در را ریاضی فلسفۀ تاریخ مقاله، این در
انتگرال و دیفرانسیل حساب ابداع با که دوم دورۀ میلادی؛ هفدهم قرن اواخر تا باستانی ادوار
از سوم، دورۀ و می کشد؛ درازا به قرن دو حدوداً و می شود آغاز لایب نیتس و نیوتن توسط
سه همچنین امروز. به تا دیگران و وایرشتراس توسط ریاضی آنالیز مبانی دقیق سازیِ زمان
و ضعف  نقاط و نقد را ریاضیات در شهودگرایی و صورتگرایی منطق گرایی، فلسفی مکتب
ریاضی، فلسفۀ در غالب مکتبِ سه این که داد خواهیم نشان می کنیم. بررسی را آنها قوت
تبدیل ریاضیات از مستقل مقوله ای به ریاضی کاران، عینی تجربۀ از گردانیدن روی با یک هر

نیست. حرفه ای ریاضیدانان فلسفی کنجکاوی های جوابگوی که است شده

سرآغاز .١
آن محدودیت های که است وحشت زده سخنرانان محبوب روش ... تاریخی توصیف روش ...»
به کمکی تاریخی، بررسی اگر بی شک اما می یابند.»١ خود حرص آلود لفّاظی کردنِ مهار برای حربه ای را
برای نیز مثبت تری دلایل ریاضیات، فلسفۀ مطالعۀ در ولی جست. بهره آن از باید باشد، لفّاظی کاهش
بپرورانم، سخنرانی این در کرد خواهم سعی که مضمون هایی از یکی دارد. وجود تاریخی بررسی گرفتن به کار

ریاضیات. در استدلال شهودگرایی، گرایی، منطق صورتگرایی، ریاضی، فلسفۀ کلیدی. کلمات و عبارات
شده، ایراد ١٣۵٩ سال اردیبهشت ماه در که ریاضی» روش شناسی و منطق فلسفه، «سمینار در سخنرانی یک اساس بر مقاله ∗این
حال این با دارم. متفاوت نظری آن مطالب برخی به نسبت اکنون و نوشته ام پیش سال ٣۵ از بیش را مقاله این است. شده تهیه

(نگارنده). کنم اکتفا چاپی، اکثراً کوچک، تصحیح چند به فقط دیدم بهتر
نهم. بخش دوازدهم، کتاب کارامازوف، برادران رمان در ١داستایوفسکی

ایران) ریاضی (انجمن ١٣٩۵ ©
٧
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دوره آن ریاضیات واقعیت و چهره با ریاضیات تاریخ از دوره هر در فلسفی تمایل های مستقیم ارتباط
نظر به بدیهی و طبیعی معاصران دید از که هرچند دوره، یک متداول گرایش های که دید خواهیم است.
نوعی ما نظر در امروز که آنچه به عکس، باشد. نبوده بیش طغیانی یا عکس العمل است ممکن برسد،
در مهم نقشی خود، زمان در است ممکن می رسد، نظر به ریاضیات تاریخ دوره های بعضی در جزمی گرایی

باشد. بوده دارا علم این بقای و یکپارچگی حفظ
(شناخت شناسی) معرفت٢ (هستی شناسی)، وجود١ مقوله های بر مشتمل ریاضیات فلسفۀ کلی، به طور
وجود نحوۀ و ریاضی (مفاهیم) اشیاء بررسی به ریاضی، فلسفۀ در «وجود» مقولۀ است. روش شناسی٣ و
منشأ ریاضی، اثبات ماهیت قبیل از مسائلی روش شناسی، و معرفت مقوله های در دارد. اختصاص آنها
مقوله ها این البته می گیرد. قرار گفتگو مورد ریاضی نظریه های رشد فرآیند و ریاضی قضیه های به ما اعتقاد
این از که سؤالاتی برابر در منسجمی موضع باید ریاضی فلسفی مکتب یک و نیستند تفکیک شده یکدیگر از
مطرح ریاضی فلسفۀ در همیشه را سؤال هایی از نمونه دو یکی نیست بد کند. اتخاذ می خیزند، بر مقوله ها
فلسفۀ مسائل اساسی ترین از یکی کنم. بیان شد، خواهد اشاره آنها به مرتباً نیز سخنرانی این در و است بوده
بالاتر یقینی درجۀ از ریاضی گزاره های که می دانیم ما همۀ است. ریاضیات در یقین۴ منشأ تشریح ریاضی،
رشتۀ تنها به عنوان ریاضیات از اوقات، از بسیاری واقع در برخوردارند. علوم سایر احکام یقین درجۀ از
احکام آیا چیست؟ یقین درجۀ این منشأ می شود. یاد دارد، معنا مطلق» «حقیقت آن، در که بشری معرفت
آیا دارد؟ وجود نسبیت نوعی نیز احکام این در اینکه یا و هستند مطلق حقیقت بیانگر درستی به ریاضی
خبری محتوای دارای احکام این اینکه یا و است آنها صوری ماهیت به وابسته صرفاً ریاضی احکام درستی
بوده جنجال برانگیز ریاضیدانان میان در هم و فلاسفه میان در هم قدیم الایام، از که دیگری مسئلۀ هستند؟
متصل، مفاهیم یا کمیت ها ریاضیات، در که سؤال این است. «گسسته» و «پیوسته» دوگانگی مسئلۀ است،
خواهیم دارد. فلسفه خودِ قدمتِ با همردیف قدمتی احتمالا منفصل، مفاهیم یا کمیت ها یا و دارند تقدّم
دیدگاه های نیز و زمانه ریاضی گرایش های با نزدیکی ارتباط همواره سؤال، این به رایج جواب های که دید

داشته اند. ریاضی فلسفۀ متداول
آن است لازم که می خورد چشم به پدیده ای آنها، متعاقب بحث های به ویژه و گذشته سخنرانی های در
دو با اساسی رابطه ای مطلب این من، گمان به چه بگذارم؛ میان در مقدماتی نکتۀ یک به عنوان نیز را
گریزانند؛ ریاضی فلسفۀ دربارۀ علنی بحث های از ریاضیدانان اکثر اینکه یکی دارد: زیر عینی واقعیت
اینکه دیگر باشد. نداشته زمینه این در ویژه سلیقۀ و تمایل خصوصی به طور که هست ریاضیدانی کمتر اگرچه
مقولات بیشتر با مقایسه در و ندیده خود به عمده ای تحول اخیر دهۀ سه - دو در ریاضی فلسفۀ موضوع
سمینار عنوان علی رغم که است این دارم ذهن در که مطلبی است. عقب مانده و عقیم رشته ای فلسفی،
١ontology ٢epistemology ٣methodology ۴certainty
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نسبیت نظریۀ و کوانتمی مکانیک از بسیاری صحبت های گذشته، جلسات بحث های در ریاضی، فلسفۀ
معاصر ریاضی نظریه های به اشاره ای عملا که حالی در آمد میان به هستند) نوین فیزیک نظریه های از (که
گردید. بیان ریاضی») «مبانی (به اصطلاح، ریاضی منطق و مجموعه ها نظریۀ دربارۀ آنچه سوای البته نشد؛

کرد: خواهند اظهار آن رد در قبیل این از دلایلی دانسته، نابجا مرا ایراد عده ای بی شک
شده بنا مجموعه ها نظریۀ پایۀ بر رسته ها) نظریۀ گوشه های بعضی (به استثنای امروز ریاضیات تمام -١
(که ریاضی منطق و مجموعه ها نظریۀ فلسفی بررسی به را ریاضی فلسفۀ توجه است کافی بنابراین است.

کنیم. معطوف است) مجموعه ها نظریۀ با نزدیک ارتباط در
فلسفی مقولات بر اثری نتیجه، در و است ریاضی درونی رشد جهت در امروز، ریاضی تحقیقات بیشتر -٢

ندارد.
در نهاده اند؛ جهان از انسان فلسفی بینش بر ژرف تأثیری نسبیت، و کوانتمی مکانیک نظریه های -٣
ظهورِ شاید و گودل قضیۀ شد، قائل برایش مشابه نقشی بتوان که معاصر ریاضی اکتشاف تنها که حالی

دارند. تعلق مجموعه ها نظریۀ مبحث به نیز این ها که باشد مجموعه ها نظریۀ در بالفعل بی نهایت های
بپذیریم، را مجموعه ها نظریۀ پایۀ بر ریاضیات ساختن بنا اگر حتی که بگویم باید اول، ادعای مورد در
نمی کند. تجاوز زبان یک نقش از و سطحی کاملا است امری ریاضی، پژوهش های بیشترِ بر نظریه این تأثیر
زیرا کرد، مقایسه فیزیک، در ریاضیات نقش با ریاضیات در را مجموعه ها نظریۀ نقش نمی توان حتی مثلا
حیاتی و عمیق نقشی ریاضی نهادهای امروز، به تا میلادی هفدهم قرن در علم یک به عنوان فیزیک آغازِ از
اکتشافات طبیعی دنبالۀ امروز، ریاضیات مطالب بیشترِ که حالی در داشته اند؛ فیزیک قوانین بیان در
جدا بدون نتوان که است بیستم قرن در ریاضی مهم کشف کمتر است. مجموعه ها نظریۀ ظهور از پیش
ریاضی منطق و مجموعه ها نظریۀ مبانی در غور کرد. ترجمه پوانکاره و ریمان زبان به اصلی، محتوای کردنِ
در ادبیات. بررسی برای زبان دستور مطالعۀ که می کند کمک ریاضی شناخت و فلسفه به همان قدر حداکثر
امروزی متداول اتکای و است ناچیزتر نیز این از مجموعه ها نظریۀ نقش که کنم ثابت کرد خواهم سعی واقع

است. ریاضی فلسفۀ در خاص دیدگاه های زاییدۀ خود آن، به
ایجاد فلسفی واکنش می توانند که مسائلی و درونی مسائل میان مشخصی مرز دوم، ادعای مورد در
نباید نیست. پیش بینی قابل آنها، احتمالی اثرات و بدیع واقعاً پژوهش های سیر زیرا ندارد، وجود کنند
کاملا مسائل بعضی در او پژوهش های زادۀ زیادی، حدود تا کانتور، مجموعه های نظریۀ که کرد فراموش
نادیده را علم آن تحولات علم، یک فلسفۀ اگر صورت، هر در بود. مثلثاتی سری های به مربوط درونی
دقیقاً این که هستم مدعی می شود. خود اصلی موضوع با بی ارتباط مجموعه ای به تبدیل به سرعت بگیرد،
سه که دهم نشان کرد خواهم سعی سخنرانی، این در است. آمده پدید ریاضی فلسفۀ در که است وضعیتی
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از گردانیدن روی با یک هر صورتگرایی٣، و شهودگرایی٢ منطق گرایی١، یعنی ، ریاضی فلسفۀ غالب مکتب
کنجکاوی های جوابگوی که است شده تبدیل ریاضیات از مستقل مقوله ای به ریاضی کاران، عینی تجربۀ

نیست. حرفه ای ریاضیدانان فلسفی
دیدگاه های در عمیقی دگرگونی های نوین، فیزیک نظریه های که نیست شکی سوم، نکتۀ دربارۀ سرانجام،
فلسفه نه است ریاضی فلسفۀ اینجا در ما اصلی صحبت کنم یادآوری است کافی ولی کرده اند، ایجاد فلسفی

گذاشته اند. اثر فلسفی دیدگاه های بر که عواملی بررسی یا عام مفهوم به

باستان دوران .٢
ادوار از اول، دورۀ گرفت. نظر در را دوره سه باید من نظر به ریاضی، فلسفۀ تاریخ بررسی برای
و نیوتن توسط انتگرال و دیفرانسیل حساب ابداع با که دوم دورۀ میلادی؛ هفدهم قرن اواخر تا باستانی
آنالیز مبانی دقیق سازی زمان از ، سوم دورۀ و می کشد؛ درازا به قرن دو حدوداً و می شود آغاز لایب نیتس

امروز. به تا دیگران و وایرشتراس توسط ریاضی
ریاضیات نیست. جدا علوم سایر در «وجود» بررسی از ریاضی، در هستی شناسی مبحث اول، دورۀ در
ریاضی تجربی پایۀ است. تجربی اشیاء خواص گونه این بررسی آن هدف و است شکل ها و کمیت ها علم
جدول های تدوین از حساب و می شود شروع اندازه گیری از هندسه است. مشهود به روشنی دوره، این در
محیط نسبت اینکه (یعنی پی ثابت عدد کشفِ می گیرد. سرچشمه اداری و تجاری امور دفترداریِ و نجومی
است. تجربی علم کشف های نخستین از یکی است)، دایره اندازۀ از مستقل عددی آن، قطر به دایره
به کار را Porisma و Theorema متمایز لغت دو مینامیم قضیه امروز ما آنچه برای باستان، یونانیان
که می شود اطلاق ریاضی قضیه های از دسته آن به شهود، یا بینش معنی به Theorema کلمۀ می بردند.
ذهن از مستقل یا اهمیت حائز واقعیت نوعی و است شده تجربه ریاضی، دقیق اثبات از قبل صحتشان
استنتاج طریق از نخست که است واقعیتی «بادآورده»، معنای به Porisma که حالی در می کنند. بیان را
و دارد فرعی نقشی یونانیان، نظر در ریاضی صوری جنبۀ که می دهد نشان تمایز این می شود. ظاهر ریاضی
به توسل حتی که داشت توجه باید است. آنها نظر مورد اول، درجۀ در که است ریاضی نتایج عینی محتوای
خللی می کنند، بیان را طبیعی اشیاء خواص علی الاصول ریاضی قضیه های که اعتقاد این در افلاطونی مثُل
است برخوردار پایدارتری عینیتِ از ایده ها جهان افلاطونی، دیدگاه در که آنجا از به عکس، نمی کند. وارد
مورد ریاضی عینیت های اصولا می باشند، جهان آن با انسان ارتباط وسیلۀ والاترین ریاضی، مفاهیم و
ندارد، ریاضی هستی شناسی دیدگاه بر اثری دوره، این در اقلیدس اصل موضوعی روش نیز نیست. سؤال
١logicism ٢intuitionism ٣formalism
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و می شود محسوب واقعی فضای هندسی خواص ابتدایی ترین بیانگر یونانیان نظر از اقلیدس، اصول زیرا
است. عموم پذیرش مورد تجربه، به آنها صحت

درجۀ می سازد، متمایز علوم سایر از را ریاضیات آنچه دوره، این در روش شناسی و معرفت مبحث در
یا «دیدن» برای وسیله ای نیز برهان و است «برهان» بر مبتنی ریاضی، در یقین و است ریاضی یقین
برای مثلا نیست. تردید مورد صدقشان که روابطی دادنِ قرار هم کنارِ با است واقعیت یک «اکتشاف»

یعنی است، کامل مربع شوند، آغاز یک از که متوالی فرد عدد چند هر مجموع اینکه اثبات
١ + ٣ + ۵ + · · ·+ (٢n+ ١) = k٢,

می کنند: رسم را زیر شکل فیثاغورسیان

به کردن نگاه لحظه چند با که است ریاضی ذوق اندک با کسی کمتر کنونی، وسواس و دقت عصر در حتی
ثابت پئانو١ اصول از استقرا، روش به می توان را حکم این البته نیاورد. یقین نظر مورد حکم به شکل، این
ریاضی کاران، اکثر من، گمان به دارد. بستگی ما فلسفی دیدگاه به است، ارجح اثبات کدام اینکه نمود.
وسیلۀ یک استقرا، روش که نکنیم فراموش البته می یابند. زیباتر و روشن کننده تر را فیثاغورسی اثبات

رسیده ایم. آنها به دیگر روش های به که است حدس هایی تأیید برای حربه ای بلکه نیست، واقعیت کشف
روشنی تاریخی شواهد کنم. بیان «پیوسته-گسسته» جدال دربارۀ هم کلمه ای چند است لازم اینجا در
دارد، سروکار طبیعی اعداد با که حساب .[٢۵] دارند یکدیگر از مستقل پیدایش هندسه و حساب که هست
می باشد. فضا و صفحه پیوستار٢ پایۀ بر هندسه موضوع که حالی در است. گسسته مفاهیم ریاضی تجلّی
کاربرد هندسه در حساب اینجا در است. هندسی طول های اندازه گیری در علم، دو این برخوردِ اولین
با را هندسی طول های همۀ بتوان که می رسید نظر به کسری، اعداد به عدد مفهوم توسعۀ با به ویژه می یابد؛
بحرانی فیثاغورسیان، توسط واحد) مربع قطر (طول ناگویا عدد اولین کشف داد. نمایش حساب علائم
١G. Peano ٢continuum
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به بتوان که نحوی به عدد مفهوم توسعۀ و است حساب بر هندسه تفوق آن، نتیجۀ که آورد پدید ریاضی در
اقلیدسی، هندسۀ انتگرال، و دیفرانسیل حساب اختراع) (یا کشف زمانِ تا داد. نسبت عددی طول، هر
هندسۀ و مختصات دستگاه ابداع حتی است. مقولات سایر برای یقین سنجش محک و علمی یقین مظهرِ
زیرا نمی کاهد، هندسه فلسفی تقدّم از است، هندسه جبری سازیِ آن نتیجۀ که فرما، و دکارت توسط تحلیلی

می شود. بنا اقلیدسی خط یعنی حقیقی، اعداد پیوستار پایۀ بر خود حساب)، طبیعی (دنبالۀ جبر علم

دوم دورۀ .٣
است ریاضی شگرف و درخشان فتوحات دوران سو یک از خوانده ایم، ریاضیات دوم دورۀ که قرنی دو
مفهوم بر متکی لایب نیتس و نیوتن آنالیز است. ریاضیات مبانی در فلسفی بحران دوران دیگر، سوی از و
و تناقض از خالی آن  وجود فرض و ندارد اقلیدسی پیوستار در مناسبی جای که است کوچک١ بی نهایت
نادقیق از به خوبی که لایب نیتس دارد. تضاد پیوستار، تقدم فرض با لایب نیتس اتمی بینش نیست. معما
ماهیت دربارۀ نهایی و قاطع نظری به نشد موفق هرگز بود، آگاه انتگرال و دیفرانسیل حساب مبانی بودنِ
و دیفرانسیل حساب نتایج صحت که می کند اظهار نوشته یک در او یابد. دست علم این یقین درجۀ و
دیگر، جایی در نیست. اندازه گیری قابل که است کوچک چنان ماهیتاً خطا درجۀ ولی است تقریبی انتگرال،
درستی نتایج به عمل در اینکه و است آنها کارایی کوچک ها، بی نهایت پذیرش دلیل تنها که می کند اذعان
نیرومندی چنان حربۀ انتگرال و دیفرانسیل حساب فلسفی، معضلات این علی رغم .[٢٣] می شوند منجر
وضعیت می شوند. رانده حاشیه به همگی آن، مبانی به مربوط مشکلات که است ریاضی اکتشافات در
چنان نجومی پدیده های پیش بینی در نیوتنی مکانیک قدرت می آید. پدید فیزیک علم در همزمان مشابهی
دوره، این ریاضیدانان می شوند. سپرده خاموشی به حل نشده آن، به نسبت فلسفی شروع تردیدهای که است
دربارۀ مجادله و بحث این رو، از و هستند آگاه دارد وجود آنالیز مبانی در که یقینی عدم و تزلزل از به خوبی
برای موفقیت آمیزی همت مدیدی، مدت تا این، وجود با است. رایج بسیار ریاضی، قضیه های صحت
در فاحشی اشتباه اولیه، مفاهیم نبودن روشن علی رغم اینکه دوم نمی شود. گمارده تعریف ها ساختن دقیق
گرفته ایراد است ممکن اینجا در شود. ریاضی در تحقیق رکود یا آشفتگی موجب که نمی دهد رخ ریاضیات
از نمونه ای است»، پیوسته همواره پیوسته، تابع های از دنباله یک «حد اینکه بر مبنی کوشی ادعای که شود
در عبارتی چنین البته است). فراوان نوع، این از دیگر (مثال های است دوره این در فاحش اشتباه های
دیدگاه از باید ولی می شود، محسوب نابخشودنی اشتباه یک امروزی، ریاضی فلسفی دیدگاه های چارچوب
این در فراوانی بحث های و نیست روشن هنوز ادعا این از کوشی دقیق تعبیر کرد. نگاه مسئله به دیگری

.[١٣] است شده زمینه
نیوتن. تعبیرِ به fluxion و لایب نیتس تعبیرِ به infinitesimal١
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مفهوم (به ادعا این ناقض مثال های از او، زمان ریاضیدانان و کوشی که است این است مسلم آنچه
در آبل مثلا بوده اند. آگاه کاملا می کند، میل ناپیوسته تابع یک به که فوریه ای سری مانند تعاریف)، امروزیِ
می داند. درست اساساً نحوی، به را کوشی ادعای ولی دارد» استثناهایی کوشی «قضیۀ که می نویسد جایی
هستی شناسی دیدگاه که است دلیل این به می رسد نظر به غریب خیلی ریاضی در بیان طرز این امروزه اگر
«همگرایی»، و پیوسته» «تابع ما، نظر در است. دیده خود به عظیمی دگرگونی اخیر، قرن یک در ریاضی
که حالی در می شود. رعایت آنها بستن به کار در دقت نهایتِ که هستند ریاضی اساسی و اصیل اشیاء
اشیاء است. اول دورۀ دیدگاه همان اساساً وجود، مقولۀ مورد در دیدگاه میلادی، نوزدهم قرن اوایل در حتی
عملا متمادی، تجربۀ اثر در که هستند ریاضی مأنوس بسیار مفهوم های یا و دارند فیزیکی عینیت یا ریاضی
وقتی ریاضی در «اشتباه» جبری). معادلات و هندسی شکل های صحیح، عددهای مثلا) یافته اند عینیت
زمینۀ در باشد. تحقیق قابل آن نادرستی که آید به دست ملموس مفاهیم این دربارۀ نتیجه ای که می دهد رخ
وسیله هایی ریاضی، کلی نظریه های و قضیه ها است. اکتشاف حربۀ یک هنوز ریاضی اثبات نیز معرفت
است حقیقت به رسیدن طریق یک «اثبات، کانت: به قول هستند. خاص پدیده های ساختن روشن برای
اویلر مانند برخی است، ریاضیدانان نهایی هدف جالب، واقعیت های کشف چون شنیدن.» و دیدن مانند
گفته پولیا جورج که را مثالی نمی کنند. فروگذار ریاضی واقعیت های به یافتن دست برای وسیله ای هیچ از
محاسبه را ∑∞

n=١ ١
n٢ سری مجموع می خواهد اویلر می کنم. نقل ندیده اند، که کسانی برای [١٧] است

چندجمله ای آن باشند، αn ،. . . ،α٢ ،α١ عددهای چندجمله ای، یک ریشه های اگر که می داند او کند.
یک sinx تابع است. ثابت عددی c آن، در که است c(x− α١)(x− α٢) · · · (x− αn) به صورت

از: عبارت اند که دارد جواب بی نهایت sinx = ٠ معادلۀ و نیست چندجمله ای
٠, ±π, ±٢π, . . . .

از که را خطی عامل بی نهایت حاصل ضرب او می زند. دست ماجراجویانه آزمایشی به اویلر این، وجود با
می گیرد: نظر در می آیند، به دست ریشه ها این

c(x٢ − π٢)(x٢ − ۴π٢) · · · .

مساوی را حاصل ضرب این ،c برای مناسبی مقدار انتخابِ با می توان آیا دارد؟ معنا حاصل ضرب این آیا
که می داند او است. آشنا تیلور سری با کاملا اویلر البته دانست؟ sinx با
sinx = x− x٣

٣! +
x۵
۵! − · · · .

با برابر قبلی عبارت در و است ١ با برابر عبارت این در x ضریب
c(−π٢)(−۴π٢) · · · .
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با برابر صوری به طور را c اویلر دلیل، همین ١−)به
π٢
)( −١

۴π٢
)
· · ·

می یابد: دست زیر فرمول به فوق، حاصل ضرب در آن عوامل توزیع با و می گیرد

sinx = x
(

١− x٢
π٢
)(

١− x٢
۴π٢

)
· · · .

جملۀ است. درست اول، درجۀ جملۀ ضریب که می داند اویلر ولی است» نشده «ثابت چیزی هنوز البته
با آن سوم درجۀ جملۀ ضریب مقایسۀ باشد، درست فرمول این اگر است. سوم درجۀ جملۀ بعدی، ناصفر

می دهد نتیجه ،sinx تابع تیلور بسط در سه درجۀ جملۀ ضریب

− ١
۶ = − ١

π٢ −
١

۴π٢ −
١

٩π٢ + · · · .

بنابراین
١ + ١

۴ +
١
٩ +

١
١۶ + · · · = π٢

۶ .

تساوی این دربارۀ تحقیق به بی درنگ پس ندارد، را اقلیدسی اثبات های یقین او «اثبات» که است آگاه اویلر
دست واقعیت به که می کند حاصل یقین اعشار، از بعد رقم زیادی تعداد تا طرف دو محاسبۀ با و می پردازد

است! یافته
دفترِ خفای در هم ریاضیدانان و می پردازند ماجراجویی هایی چنین به همچنان فیزیکدانان امروزه
محسوب کبیره گناه ریاضی جامعۀ در اعمالی چنین افشای ولی می زنند دست آمایش ها گونه این به کارشان،
دوم دورۀ در که است مطلب این بر أکید ت مثال ها، این آوردن از من مقصود که می کنم یادآوری می شود.
تنها، ریاضی اثبات و دارند علوم سایر مشابه عینیتی ریاضی اشیاء اول، دورۀ مانند نیز، ریاضی تاریخ
به آنها صحت که روابطی به بخشیدن استحکام یا اشیاء این روابط به یافتن دست برای است حربه ای
از ریاضی فلسفی دیدگاه عطف نقطۀ به عنوان بعداً که وایرشتراس حتی است. شده مشاهده تجربی طریق
به عنوان ریاضیدان یک برای «اینکه می نویسد: خود ریاضیدانِ دوست یک به نامه ای در شد، خواهد یاد او
در ریاضی فلسفه های عمدۀ تفاوت بدیهی...»١ است امری است، مشروع روشی هر از استفاده مکتشف،
پایۀ بر انتگرال)، و دیفرانسیل حساب (عمدتاً دوم دورۀ ریاضیات که است این در دوم و اول دوره های
تجلی والاترین اقلیدسی هندسۀ در قرن ها که ریاضی یقین و است شده بنا کوچک ها» «بی نهایت متزلزلِ
وجودِ به دوره، این ریاضیدانان بزرگترین که جایی تا می شود نگران کننده بحرانی دستخوش بود، یافته را خود

می دهند. در تن خود، قضیه های برای «استثنا»
.[١٣] لاکاتش از ١نقل
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است؛ نااقلیدسی هندسه های پیدایش شود، اشاره آن به است شایسته که دوم دورۀ از دیگری پدیدۀ
بویویی١ و لباچفسکی است. شده غُُلُو دوم، دورۀ ریاضی فلسفۀ بر آن واقعی اثر دربارۀ من نظر به گرچه
هندسۀ اصول سایر از را اقلیدس توازی اصل خلف، برهان طریق از که بودند درصدد یکدیگر از مستقل
هر ولی نمی رسد نتیجه ای به متقدمانشان، کوشش های مانند دو، این تلاش های بگیرند. نتیجه اقلیدسی
در که می یابد دست نااقلیدسی هندسۀ نوع یک قضایای از چشمگیر مجموعه ای به پنجم، اصل نقض با یک
بدیهی ترِ اصل های از را توازی اصل نمی توان که می شوند قانع عملا دو هر نمی خورد. چشم به تناقضی آن،
بعدِ دورۀ تاریخ نویسان برخی آنچه خلافِ بر نمی کند. ایجاد تناقضی هم آن انکارِ و گرفت نتیجه اقلیدس
به سببِ بویویی و لباچفسکی «کشفیات» یه ریاضی عمدۀ مراکز توجه عدم می کنند، ادعا ریاضی تاریخ
در کرد. توجه زمان آن در فلسفی دیدگاه به باید نیست. مراکز این به آنها تعلق عدم یا دو این شهرت عدم
نتایج و یافته اند یقین توازی اصل استقلال به نحوی به بزرگ، ریاضیدانان همۀ احتمالا نوزدهم، قرن اوایل
از مدلی ریاضیدان، دو این از هیچ یک هستند. زمینه این در بیشتر شواهدی تنها بویویی، و لباچفسکی
نظریه های منطقی سازگاریِ است، مطرح زمان آن در آنچه اصولا نمی کند.٢ ارائه نااقلیدسی فضای یک
است مدعی که کانت است. ادراک قابل هندسی روابط بیان در نظریه ها این قدرت بلکه نیست، ریاضی
پیشینی٣ شهودهای به کرد، تبدیل محض منطقی استنتاج های به کامل به طور نمی توان را ریاضی اثبات های

می داند. پیشینی شهودهای جمله از را اقلیدس اصول و است معتقد زمان و فضا از
که است روشن گفتیم، دوم دورۀ در ریاضی فلسفۀ دیدگاه های دربارۀ قبلا آنچه و فلسفی زمینۀ این با
بودنِ نااقلیدسی که است اهمیت دارای دوره این ریاضیدانان انظار در صورتی در تنها نااقلیدسی هندسۀ
هم را نکته این باید نبود. مطرح دوره آن در سؤالی چنین و شود مطرح جدی به طور ادراک قابل فضای
که گاوس است. جلوتر بویویی و لباچفسکی از به مراتب گاوس۴ نااقلیدسی، هندسه های بررسی در که افزود
هندسه های از دولبه مدل هایی می شود موفق می کند، پایه گذاری را دیفرانسیل هندسۀ تحلیلی، روش های با
امروزی، زبان به می شوند. ظاهر اقلیدسی بعدی سه فضای در رویه هایی به صورت که کند ارائه نااقلیدسی
جو ولی سازگارند. نیز نااقلیدسی نظریه های باشد، سازگار اقلیدسی هندسۀ اگر که می کند ثابت گاوس
قضیه ها این نشر به مبادرت هرگز گاوس و نبود مساعد نتایج این افشای برای زمان آن در ریاضی فلسفۀ

نکرد.

انتشارات بیرشک، احمد ترجمۀ لباچفسکی هندسۀ کتاب در مثلا) می شود یاد آن از لباچفسکی» «هندسۀ نام به گاهی که ٢مدلی
است. پوانکاره ساختۀ واقع در ،(١٣۵٩ شریف، صنعتی دانشگاه

دارند، منفی ثابت خمیدگی که رویه هایی که داد نشان بلترامی بعدها نمی کند. بیان صورت این به را مطلب هرگز خود ۴گاوس
هستند. بویویی و لباچفسکی هندسۀ برای مدل هایی

١J. Bolyai ٣a priori intuition
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توسعۀ و حقیقی اعداد پیوستار دوم. دورۀ در پیوسته» و «گسسته میان کشمکش به می پردازیم اکنون
بخشیده دوره این ریاضیات به آنالیز که است عظیمی نیروی زمینۀ واقع در که مختلط اعداد پیوستار به آن
اعتقاد است. دوره این در ریاضی فلسفۀ بحران اصلی سرچشمۀ که می کند پیدا معماگونه ماهیتی خود است،
دارد. مستقیم تناقض کوچک ها، بی نهایت وجودِ با راست) (خط حقیقی اعداد پیوستار از پیشینی شهود به
تعبیر به «وجود»، از (مقصود می شود نقض قهراً پیوستار، وجودِ باشد، درست لایب نیتس اتمی نظریۀ اگر
استفاده به ناگزیر آنها سو، یک از نمی رسند. زمینه این در توافقی به دوم دورۀ ریاضیدانان است). دوره این
این توجیه در منطقی و مدون نظریه ای نمی شوند موفق دیگر، سوی از و هستند کوچک ها بی نهایت از
نظر به واجب کوچک ها بی نهایت حضور آنالیز) (در حقیقی خط تعبیرهای برخی در دهند. ارائه مخلوقات
خط می شوند. محو صحنه از کوچک ها بی نهایت محض)، (هندسۀ دیگر تعبیرهای بعضی در و می رسد

می شود. تبدیل مفهوم ها معماگون ترین به علم، در یقین سنگر مستحکم ترین اقلیدسی،

سوم دورۀ .۴
مانند و شود بازسازی مستحکم پایه ای بر ریاضیات که است لازم ریاضی، بنیادی بحران رفع برای
باید نیست، اعتماد قابل پیشینی شهود به عنوان اقلیدسی پیوستار اگر بازگردد. ریاضیات به یقین، گذشته،
مجموعۀ ابهام، از خالی پیشینی شهود اصلی نامزد نهاد. بنا دیگری مبنای بر را آنالیز ویژه به و ریاضیات
و است» انسان کار بقیه و آفرید را طبیعی اعداد «خداوند که می کند اعلام کرونکر است. طبیعی اعداد
کوشش ها این می کند. ارائه اقلیدسی بعدی یک پیوستار تعریف برای دقیقی پیشنهاد بار اولین برای دِدِکیند
می شود. صحنه وارد وایرشتراس کرد. بنا مستحکم مبنایی بر را آنالیز بتوان که بود خواهند باثمر وقتی
گویا اعداد امروزی، زبان (به می کند پیشنهاد حقیقی اعداد از دقیق تعریفی دِدِکیند، مانند سو یک از او
از کوشی دنباله های هم ارزیِ رده های حقیقی اعداد و هستند صحیح اعداد مرتبِ زوج های هم ارزیِ رده های
آنالیز از را کوچک ها بی نهایت کنونی)، (به صورت حد مفهوم ساختن دقیق با دیگر، سوی از و گویا) اعداد
آنالیز قضیه های همۀ آنالیز، حسابی ساختن١ با که می شود موفق وایرشتراس ظاهراً ترتیب این به می راند.
است عطفی نقطۀ این شود. احیا ریاضیات در یقین دیگر، بار که سازد استوار پایه ای بر را مختلط و حقیقی

می دانیم. ریاضیات فلسفۀ سوم دورۀ آغاز را آن که
سازمانی ندارند، وایرشتراس نظام در جایی او کوچک های بی نهایت و لایب نیتس اتمی نظریۀ اینکه با
صورت این به است. اتم گرایی نوعی دربرگیرندۀ خود می شود، قائل حقیقی پیوستار برای وایرشتراس که
است حقیقی خط اجزای خاص سازمانِ و می دهد دست از را خود تقدم حقیقی، خط پیوستگی شهودِ که
پیدا اتمی تشریح خود هم «ترتیب» و «سازمان» حتی که این می شود. محسوب پیوستگی ادراک منشأ که
١arithmetization
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که بیفزاییم اینجا در است لازم پرداخت. خواهیم آن به بعداً که است کانتور مجموعه های نظریۀ ثمرۀ می کنند،
حتی و غیرشهودی ریاضی مخلوقات برای مشروعیت ایجاب منشأ خود وایرشتراس، دورۀ دقیق تعریف های
فضا «منحنی های مشتق پذیر»، هیچ جا و پیوسته همه جا «تابع های است قبیل این از می شوند. ضدشهودی
«عفریت آفرینی» این اگرچه ندارند. جایی ریاضی روزمرۀ عملکرد در که تابع هایی گوناگون انواع و پرکُن»
می بخشد، نو حیاتی ریاضی شدۀ متزلزل یقین به و دارد ریاضی اثبات های ساختن دقیق در مثبت نقشی
هندسۀ نه تنها دیگر می شود. تمام ریاضیات در «وجود» حیثیتِ دست رفتن از قیمت به راه حل، این پذیرش
دارد ریشه مفاهیم کنار در پرکُن» فضا «منحنی مانند غریبی و عجیب موجودات نیست، قبح نااقلیدسی،
مجموعه های نظریۀ پیدایش با وضعیت این دارند. وجود ادعای و می کنند علم قد ریاضی زمان آزمودۀ و
زمان در ولی می شود کشیده خطرناکی افراطی گری های به هیلبرت و راسل فرگه، بعدی برنامه های و کانتور
ریاضیدانان کنجکاوی مایۀ تنها و نیاوردند در صدا به خطری زنگ موجود، عفریت های معدود وایرشتراس،

شدند.
مفهوم که می سازد روشن آنالیز، مبانی در معاصرانشان و دِدِکیند بولتزانو، وایرشتراس، کارهای
قوام و دارد حقیقی اعداد سازمان ساختن روشن در فوق العاده ای کارایی حقیقی» اعداد از «مجموعه ای
در که موفقیت هایی و ریمان توسط انتگرال مفهوم تعمیم می بخشد. آنالیز قضیه های به تازه ای دقت و
همگرایی نقاط مجموعۀ که کانتور هستند. دیدگاه این مؤید می شود، او نصیب فوریه سری های بررسی
گرفته پیشی دیگران از حقیقی اعداد مجموعه های ساختمان درک در و می کند بررسی را فوریه سری های
اعداد آفریدن دیگری، و عام مفهوم به عنوان مجموعه ها گرفتن نظر در یکی برمی دارد: جلو به گام دو است،
وایرشتراس «اتم گرایی» ترتیب، این به مجموعه ها. ویژگی های از یکی به عنوان نامتناهی ترتیبی و اصلی
را مجموعه ها نظریۀ پایۀ بر ریاضیات بناکردن می کند. سرایت ریاضیات بخش های بیشترِ به کانتور توسط
عضوهای بودنِ یکی مجموعه، دو تساوی برای کافی و لازم شرط که سبب این به خوانده ایم «اتم گرایی» نوعی

می شود. مشخص کاملا آن، اعضای ترکیب از مجموعه، یک ماهیت لذا و است آنها
پیوستار او برمی دارد. میان از پیشینی شهود یک به عنوان همیشه برای را «پیوستار» حتی کانتور
گرفتن نظر در با نیز ترتیب مفهوم می کند.٢ تعریف کامل١ و همبند مجموعۀ یک را عام معنای به
مجموعه ها نظریۀ چارچوب در تعریفی خودش، در مجموعه یک دکارتی حاصل ضرب زیرمجموعه های
از ترتیب کامل استقلال انتخاب)، اصل با (معادل خوش ترتیبی قضیۀ اثبات با تسرملو سرانجام، می یابد.

می کند. اعلام را مجموعه یک ترکیبِ

بست. به کار توپولوژیک فضای هر در را آن می توان ولی است اقلیدسی فضای زیرمجموعه های برای کانتور تعریفِ ٢این
١perfect
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بالفعل بی نهایتِ جسورانۀ بستن به کار یکی می آورد، به وجود ریاضی فلسفۀ در جدیدی بحران که آنچه
ریاضیدانان بزرگ. بینهایت مجموعه های مورد در گوناگون تناقض های ظهور دیگری، و است کانتور توسط
آشنا کوچک، بی نهایت و بزرگ بی نهایت بردنِ به کار از ناشی تناقض های ظهور به پیشین دوران از که
به را بی نهایت ها همۀ وایرشتراس، تعریف های به کمک شده اند موفق کوشش، دراز سالیان از پس و بوده
آنچه می دهند. نشان خود از کانتور نظریۀ برابر در زیادی مقاومت بار، این دهند، کاهش بالقوه بینهایت های
پارادکس هایی منشأ می تواند «مجموعه» مانند بی آزاری ظاهراً مفهوم که است این است، نگران کننده واقعاً
بازیافتۀ یقین از است کوتاهی مدت که ریاضی جهان باشد. راسل پارادکس و بورالی-فورتی١ پارادکس مانند
نظرهای زمان، آن بزرگ ریاضیدانان می شود. تازه ای تزلزل دستخوش ناگهان است، شده سرمست علم، این
که است «مرضی مجموعه ها نظریۀ که عقیده اند این بر پوانکاره مانند بعضی دارند. زمینه این در گوناگونی
را ما هرگز «کسی که معتقدند هیلبرت مانند دیگر برخی و یافت» خواهد رهایی آن از ریاضیات سرانجام
مجموعه ها نظریۀ موقعیت صورت، هر در راند». نخواهد بیرون است، آفریده برایمان کانتور که بهشتی از
می شدند، پایه گذاری زمان همان در که ریاضی فلسفۀ مکتب های توجه مورد نمی تواند بی نهایت بحرانِ و

نگیرد. قرار

ریاضی فلسفۀ مکتب های .۵
مکتب سه پیدایش زمینۀ کردیم، نوزدهم قرن در حاکم ریاضی جو دربارۀ که صحبت هایی به توجه با
حل خواستار به نحوی یک هر مکتب، سه این باشد. روشن باید صورتگرایی و شهودگرایی منطق گرایی،
وایرشتراس توسط ریاضیات حسابی ساختن راه در که کوشش هایی و هستند «یقین» و «وجود» مسئلۀ دو
کتاب باید را آن ایجاد اعلام که منطق گرایی دارد. آنها دیدگاه بر عمیق اثری است، گرفته انجام دیگرن و
گزاره هایی را ریاضی قضیه های و منطق از جزئی را ریاضیات دانست، ١٨٨۴ سال به فرگه حساب٢ مبانی
پس می کند. توصیف را منطقی مفاهیم از طبیعی اعداد اشتقاق خود، کتاب در فرگه می داند. منطق در
چگونگی و منطق گرایی تز ،[٢٠] ریاضی اصول کتاب انتشار با بیستم، قرن اوایل در نیز راسل فرگه، از
این کردنِ پیاده به ،[٢١] وایتهد با خود عظیم اثر در و کرده پیشنهاد را منطق مبنای بر ریاضیات بازسازی
ابداع با دو این و می گیرد دربر نیز را کانتور مجموعه های نظریۀ وایتهد، و راسل کار می گمارد. همت برنامه
برای منطق گرایان که راه حلی ترتیب، این به می آیند. فائق مجموعه ها نظریۀ تضادهای بر انواع٣، نظریۀ
و است منطق در وجود همان ریاضی، در «وجود» که است این می کنند، پیشنهاد یقین و وجود مسائل
با دیدگاه این که دید خواهیم می پردازیم، صورتگرایی توصیف به که بعداً منطق. در یقین نیز «یقین» منشأ
منطق گرایی به است، وارد صورتگرایی به که ایرادهایی کلیۀ تنها نه واقع، در و است روبه رو بزرگی مشکلات
١Burali-Forti paradox ٢Die Grundlagen der Arithmetik ٣type theory
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همۀ گسترده تر، سطحی در مسائل این بپنداریم، منطق از جزئی را ریاضیات چنانچه بلکه می شود، منتقل نیز
محسوب خورده شکست را خود کوشش های کار، اواخر در راسل و فرگه کرد. خواهند تزلزل دچار را منطق
گفت می توان امروز کرد، ریاضی منطق توسعۀ به مکتب این پیدایش که بزرگی کمک علی رغم و می کردند

ندارد. زیادی طرفداران ریاضی، فلسفۀ به عنوان منطق گرایی که
می گیرد: سر از واقع بینانه تری دیدگاه از را راسل و فرگه برنامۀ هیلبرت، بیستم، قرن سوم دهۀ در
می کند حل آن، کامل انکار با را وجود مسئلۀ نخست هیلبرت، است. معروف صورتگرایی به که دیدگاهی
و کارکرد حدود که نیستند بیش وضع شده ای نمادهای ریاضی، اشیاء هیلبرت، دیدگاه از که شکل این به
استنتاج ریاضی، درستِ گزاره های به رسیدن روش می شود. مشخص موضوعه اصول توسط آنها ویژگی های
تفاوت بود. کرده شروع حساب علم مورد در پئانو که است کاری تعمیم واقع در این است. متناهی وار١
که حالی در نیست؛ فرد به منحصر هیلبرت نمادهای معنایی تعبیر که است این اقلیدسی دستگاه با آن اصلی
نیز منطقی استنتاج روش البته هستند. مشخصی خارجی اشیاء نشان دهندۀ نمادها، اقلیدسی، دستگاه در
ریاضی منطق نصیب منطق گرایی رواج اثرِ در که پیشرفت هایی با و دارد دقیق تعریف هیلبرت، برنامۀ در
بودنِ قبول قابل برای هیلبرت که شرایطی داد. قرار نظر در را ظریف تری مسائل می توان اکنون است، شده
و سازگاری) (اصل نشوند تناقض به منجر موضوعه اصول که است این است، قائل ریاضی نظریۀ یک
هیلبرت، برنامۀ بنابراین تمامیت). (اصل باشند اثبات پذیر نظریه، آن درون در همه نظریه درست گزاره های
برای که هدف این با است آنها تمامیت و سازگاری اثبات و ریاضی نظریه های همۀ ساختن اصل موضوعی
اینکه شوند. پاک صحنه از انداخته اند، مخاطره به را ریاضیات در یقین استقرارِ که پارادکس هایی همیشه،
آشنایی داستان می شود، آب بر نقش حساب ناتمامیت دربارۀ گودل غیرمنتظرۀ کشف با هیلبرت آرزوی
که دیگری متناهی مجموعۀ هر یا پئانو موضوعۀ اصول سازگاریِ و تمامیت که می کند ثابت گودل است.
باشد، سازگار منطقی نظر از اعداد نظریۀ اگر دیگر، عبارت به باشند. برقرار توأماً نمی توانند شود، آن شامل
و اصول چارچوب در یعنی هیلبرت، برنامۀ مفهوم (به اثبات قابل غیر ولی درست گزاره های آن در همواره
منطق گرایی و صورتگرایی ادعای گودل، قضیۀ اینکه در داشت. خواهند وجود متناهی) استنتاج روش به
خواهم سعی آینده در نیست. شکی می سازد، مردود همیشه برای ریاضی، علم جامع فلسفه های به عنوان را
در و باشد «موضعی» اشکال یک تنها است ممکن نامبرده، مکتب دو درونی اشکال این که دهم نشان کرد

است. مکتب دو این متوجه اساسی تری ناتوانی های واقع
یعنی دوره، این دیگر عمدۀ مکتب از نیز مختصری است لازم انتقادی، بررسی به پرداختن از قبل
مکتب دو با اساسی تفاوت هایی می شود، پایه گذاری براوئر ابتکار به که دیدگاه این بگوییم. شهودگرایی

کرد: خلاصه زیر اصل دو در می توان را براوئر ریاضی فلسفۀ مبنای دارد. منطق گرایی و صورتگرایی
هستند؛ ذهنی ساختمان های ریاضی، اشیاء -١

١finitary deduction
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شهودی منطق طریق به و اولیه) اشیاء (به عنوان طبیعی اعداد از پیشینی شهود مبنای بر اشیاء این -٢
اصل آن، در که عمده تفاوت این با است عادی غیرصوری، منطق مانند شهودی منطق می شوند. ساخته

می شود. انکار ثالث١ شق طرد
از دارد. «وجود» به نسبت شهودگرایی فلسفۀ دیدگاه در اساسی نقش ثالث، شق طرد اصل گذاشتن کنار
که کرد حکم می توان اشیائی آن وجودِ به تنها هستند، انسان ذهنی ساختۀ براوئر نظر در ریاضی اشیاء که آنجا
طریقه ای هستند، خلف برهان بر مبتنی که وجودی استدلال های ساخت. گام متناهی تعداد در را آنها بشود
منطقی استلزام یک به عنوان را وجود تنها بلکه نمی کنند، ارائه نظر مورد ریاضی شیء به یافتن دست برای
دست کم ساختن، برای روشی که وجود اثبات گونه هر می نمایند. حکم ثالث) شق طرد اصل بر (مبتنی
انتخاب اصل است قبیل همین از است. مردود شهودگرایی دیدگاه از باشد، نداشته همراه نظری، به طور
بی نهایت های تنها دیدگاه، این از می شوند. مربوط بالفعل بی نهایتِ به که مجموعه ها نظریۀ مطالب همۀ و
فلسفه این وجودی چارچوب در بزرگ، بی نهایت ترتیبی و اصلی اعداد و دارند معنا ریاضیات در بالقوه
را طبیعی عدد هر می توان که معنی بدین است، طبیعی اعداد تعداد بالقوه، بی نهایتِ از نمونه ای نمی گنجند.
وسیله ای ثالث، شق طرد اصل انکار بنابراین نمی شود. ختم هیچ جا اعداد، این ساختن فرآیند و ساخت

می کند. سلب را سازنده ذهن از ریاضی اشیاء استقلال براوئر آن، به کمک که است
استدلال با را آن صدق بتوان که است صادق صورتی در تنها ریاضی گزارۀ یک روال، همین به
همین به بتوان که است کاذب صورتی در و کرد اثبات ثالث) شق طرد اصل از استفاده (بدون شهودگرایانه
نشده ثابت طریق این به آن کذب یا صدق که وقتی تا ریاضی گزارۀ یک گرفت. نتیجه تناقضی آن از روش،
دارد» شانه بر خالی کیکاووس، پسر «سیاوش گزارۀ شهودگرایان، دید از مثال، برای است. بی معنی باشد،
و است او) از پیش حماسه سرایان (یا فردوسی ذهن ساختۀ کیکاووس» پسر «سیاوش زیرا است، بی معنی
نمود. رد یا کرد استنتاج مربوط، اساطیر از را آنها بتوان که کاذب اند یا صادق وی دربارۀ احکامی آن تنها
این است، نشده سیاوش شانۀ» روی «خالِ به اشاره ای ایران، باستانی افسانه های در هیچ جا ظاهراً چون
اثباتِ غیرقابل و درست گزاره های ترتیب، همین به است. بی معنی بلکه کاذب، نه و است صادق نه گزاره

هستند. بی معنی شهودگرایی دیدگاه از گودل
ریاضیات بازسازی به بیشاپ٣ و هیتینگ٢ مانند دیگری افراد او از پس براوئر، دیدگاه این با
مختلط) و حقیقی اعداد دربارۀ چیز همه عملا) سنتی ریاضیات از قابل ملاحظه ای مقدار می پردازند.
از دارد، بالفعل بی نهایت های از استفاده یا انتخاب اصل به نیاز آنچه ولی کرد بنا طریق این به می توان را
استدلال های که می آید به دست شهودگرایی منطق از بزرگی بخش کوشش، این در می شود. طرد ریاضیات
طریق به حقیقی اعداد ساختن روش مقایسۀ می کنند. توصیف را مکتب این در قابل استفاده منطقی
١principle of excluded middle ٢A. Heyting ٣E. Bishop
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یکی عملا نظر مورد اشیاء زمینه، این در که می سازد قانع را ریاضیدان هر صوری-منطقی، و شهودگرایانه
شهودگرایانه، استدلال های بعضی اینکه دیگری، و فلسفی تعبیر یکی است: چیز دو در تنها تفاوت، و هستند

هستند. سنتی اثبات های از طولانی تر وجود، زمینۀ بودنِ محدود به دلیل

سه گانه مکاتب نقد .۶
شهودگرایی به که انتقادی نخستین می کنیم. آغاز شهودگرایی از را ریاضی فلسفۀ معروف مکتب سه نقد
حاضر، عصر در و شهودگرایی واقع در است. پیشینی شهود به عنوان طبیعی اعداد بر آن تکیۀ است، وارد
گرایش، این توجیه در هستند. ریاضیات حسابی سازیِ کوشش های طبیعی دنبالۀ بیشاپ ساخت گرایی١
هندسه های پیدایش با فضا شهود داشت، اعتقاد آن به کانت که زمان و فضا پیشینی شهود از که می شود گفته
سرچشمۀ زمان، توالی شهوِد دقیق تر، به طور یا زمان، شهود ولی می دهد دست از را خود ثبات نااقلیدسی،
پیشینی شهود نااقلیدسی، هندسه های که همچنان که گرفت ایراد می توان زمینه این در است. طبیعی اعداد
دیدگاه در است.٢ برانداخته همیشه برای را زمان بودنِ مطلق نیز نسبیت نظریۀ است، ساخته متزلزل را فضا
به علاوه، نیستند. تفکیک قابل و آمیخته اند هم در اساساً فضا و زمان طبیعی، جهان از امروزی فیزیک
پژوهش های باشد. طبیعی اعداد منشأ زمان، شهود روانی، یا تاریخی نظر از که می رسد نظر به بعید واقعاً
اعداد همچون مجردی مفاهیم کودکان، که است این مؤید کودکان، توسط ریاضی مفاهیم درک دربارۀ پیاژه
انفعالی طریق از نه می کنند کسب محیط، در فعال شرکت و اشیاء با تجربه و کردن بازی در را طبیعی
بلکه نیست، ریاضیات حسابی سازیِ به ما انتقاد اینجا در البته ببینید). را [١٠] مثلا) زمان گذشت ادراک
رنه ما نظر به زمان، و فضا شهود از استفاده زمینۀ در است. زمان شهود اساس بر حسابی سازی توجیه به
و فضا ادراک از پیشینی شهود به عنوان ما آنچه توم، نظرِ به .[٢۴ ،١٠] دارد بینانه تری واقع دیدگاه توم٣
مغایرتی فضا بودنِ نااقلیدسی و نسبیت نظریۀ با فرض، این است. موضعی پیوستگی می کنیم، کسب زمان
بود خواهد جالب پیشینی. شهود به عنوان موضعی پیوستار اتخاذ برای است پیشنهادی تنها بلکه ندارد،
دقیقترِ انعکاس مجموعه ای چنین نهاد. بنا پیشینی، شهود این مبنای بر شهودی دستگاه یک بتوان اگر
حتی است. کرونکر گسسته تقدّم تز تأثیرِ تحت واقع در که براوئر شهودگرایی تا بود خواهد کانت دیدگاه
که نیست شکی گیرد، قرار قبول مورد فیزیکی اصل یک به مثابۀ زمان و فضا بودنِ کوانتمی زمانی، اگر
قلمرو در را خود عملی واقعیت که است طبیعی جهان از اعتمادی قابل بسیار تقریب پیوستار، از ما ادراک

داد. نخواهد دست از انسان ها کارکرد و ادراک

است. کرده مطرح [١٨] در K. Popper بار اول را ایراد این می رسد نظر ٢به
١constructivism ٣R. Thom
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قائل «وجود» مقولۀ در که محدودیت هایی به سبب که باشد این شهودگرایی اشکال عمده ترین شاید
خود جای بالفعل، بی نهایتِ امروزه، پذیرفت. ریاضی جامع فلسفۀ یک جایگاه در را آن نمی توان می شود،
شق طرد اصل نمی شود. احساس آن بودنِ ناسازگار دربارۀ واقعی بیمی و است کرده باز ریاضیات در را
و است ریاضیدانان استفادۀ و قبول مورد هنوز است، بوده مرسوم باستان یونان دورۀ از که همچنان ثالث
منطق چشمگیر رشد دارند. فیزیکی اشیاء استقلال مشابه استقلالی ریاضی کاران، دیدگاه در ریاضی اشیاء
نااستانده١ ریاضیات آن ثمرات از یکی و است کرده تبدیل ریاضیات در غنی شاخه ای به را آن ریاضی
توجیه می توان طوری را لایب نیتس کوچک های بی نهایت که می دهد نشان ما به نااستانده آنالیز است.
که است نوینی کاملا دیدگاه های این، از مهیج تر شاید باشند. داشته را ریاضی انتظار مورد دقت که کرد
آن طور را ریاضی مفاهیم نه تنها اخیر، قرن نیم ریاضی تجربۀ است. گشوده رشته این در نااستانده حساب
مانند می دانست، قبول قابل غیر کاملا براوئر که روش هایی بلکه است، نکشیده بند در بود، طالب براوئر که
به بجا هیلبرت انتقاد گذشته از بیش شاید امروز می کنند. شایانی کمک ریاضی ساختن غنی به گذشته،
از استفاده مخالفِ روزگاری که عده ای تمایلات مشابه کوته فکری نوعی به را شهودگرایان که می رسد نظر
دربرگرفتن ادعای شهودگرایی که است وارد وقتی تا انتقاد این البته می کرد. متهم بودند، «موهومی» اعداد
ارزش ریاضی از رشته یک به عنوان شهودگرایی که شد منکر نمی توان ولی باشد؛ داشته را ریاضیات همۀ
خود ریاضی، مفاهیم «ساخت پذیریِ» بررسی می دهد، نشان بیشاپ پژوهش های که همچنان دارد. فراوانی

شود. گرفته به کار هم ریاضیات خارج در حتی است ممکن که است جذاب مقوله ای
گفته صورتگرایی از انتقاد به عنوان آنچه گفتیم، قبلا که همان طور صورتگرایی. به می پردازیم اکنون
گودل ناتمامیت قضیۀ کشف با که صورتگرایی درونی اشکال به است. وارد نیز منطق گرایی به شد، خواهد
اثبات مکانیسم و اصل موضوعی دستگاه های بودنِ نارسا گودل قضیۀ بی شک کردیم. اشاره شد، برملا
اخیر، دهۀ چند در است. داده نشان قاطع وجهی به کرده اند، پیشنهاد صورتگرایان که نحوی به را آن در
یک را گودل قضیۀ افراد، بعضی آن، نتیجۀ در که است داشته ریاضیات چهرۀ بر غلبه ای چنان صورتگرایی
صورتگرایانه، طریق به اثبات با را عرفی معنای به اثبات نباید ولی کرده اند. تلقی ریاضیات درونی نقصان
نظر از ولی نمی گنجند اصل موضوعی، نظریۀ یک صوری چارچوب در که استدلال هایی بسا چه گرفت. یکی
گودل که گزاره هایی درستی مثلا هستند. قبول مورد قانع کننده) (استدلال اثبات به عنوان ریاضیدانی هر
من برای که را ماهیت همین با مثالی است. پذیرش مورد به راحتی می کند، ثابت را آنها بودنِ اثبات ناپذیر
از بزرگتر زوج عدد هر (اینکه گلدباخ٣ حدس که شود ثابت روزی کنید فرض می کنم.٢ نقل است، جالب
نقض مثالی نمی توان نتیجه در نیست. اثبات پذیر پئانو اصول چارچوب در است) اول عدد دو مجموع ٢

است. بوده روشن کننده بسیار [٧] ٢مرجع

١non-standard mathematics ٣Goldbach conjecture
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اعداد برای گلدباخ حدس که می دهد نشان اخیر مطلب و یافت آن برای طبیعی اعداد استاندۀ مجموعۀ در
گلدباخ حدس G(٢n) اگر بداند؟ مردود را استدلال این که است ریاضیدان کدام است. درست طبیعی
اصول مجموعۀ PA و نوشت اول عدد دو مجموع به صورت می توان را ٢n زوج عدد می گوید که باشد

که داده ایم نشان ما باشد، پئانو
∀n ∈ N : PA ⊢ G(٢n)

باشد: زیر شکل به باید صورتگرایی دیدگاه از قبول قابل اثبات که حالی در
PA ⊢ (∀n ∈ N : G(٢n)).

یک بلکه نیست، شنیدن و دیدن مانند کشف وسیلۀ آن دیگر ریاضی اثبات صورتگرایی، دیدگاه در
که کنیم توجه اگر است. آن انجام به قادر نیز نیرومند کافی به اندازۀ رایانۀ یک که است ماشینی فرآیند
انتظار است معقول آیا هستند، صادق خاص موردِ نامتناهی تعداد در عموماً ریاضی، جالب گزاره های
ریاضی، اثبات اینکه یافت؟ دست آنها به صورتگرایانه ماشینی متناهی روش های با بتوان که باشیم داشته
صادق مورد نامتناهی تعداد در که واقعیتی به گام، متناهی تعداد در می سازد قادر را ما فرعی، مفهوم به
تجربه١ از ریاضی مدل سازی و اثبات روانشناسی در را آن ریشۀ باید که است اعجازی بیابیم، دست است،
اشاره مختصات دستگاه کردنِ وضع و ریاضی نظریه های صوری سازیِ میان تشابهی به توم رنه کرد. جستجو
استفاده و کرد توصیف واحدی مختصات دستگاه با را خمینه یک نمی توان معمولا که همان طور می کند.
دسته یک ویژگی های همۀ بتوان که داشت انتظار نباید است، موضعی حربۀ یک تنها مختصات دستگاه از
را صوری دستگاه های موضعی کارایی البته کرد. بیان واحد، صوری دستگاه یک وضع با را ریاضی اشیاء
مکتب دو از بیش صورتگرایی گودل، قضیۀ علی رغم که نیست بی دلیل می کند. تأیید ریاضی تجربۀ قرن ها

است. شده واقع حرفه ای ریاضیدانان قبول مورد دیگر،
چند است. واقعیت گویای زیادی حد تا که می کنم اشاره اخیر سال های در رویدادی به زمینه، همین در
غیرعادی استفادۀ داشت تازگی آنچه است. شده ثابت بالأخره رنگ، چهار حدس که شد اعلام پیش سال
به منجر حدس این اثبات گفت می توان خلاصه به طور بود. حدس این اثبات در رایانه از ساعت) (ده ها
حجم بود. موردها این در حدس صحت تحقیق در رایانه، کاربرد و شده خاص موارد از زیادی تعداد تحقیق
انداختن جریان به آن، صحت تأیید راه تنها که بود عظیم چنان خاص حالت های این تحقیق در رایانه عمل
قدمت وجودِ با که اینجاست جالب بود. منظور همین با دیگر برنامه ای نوشتن یا رایانه ای برنامۀ مجدد
یافت این در باید را استقبال سردی علت نکرد. ایجاد ریاضی محافل در چندانی هیجان آن حل مسئله،
انباشتن نه است روابط ساختن روشن اثبات نقش مهم ترین حرفه ای، ریاضیدان یک نظر از هم هنوز که

می شود. هم ریاضی اشیاء با تجربه شامل که است عام معنای به تجربه مقصود، اینجا ١در
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مسئلۀ کامل درک است مطلوب واقعاً رنگ چهار مسئلۀ در آنچه منطقی. حقایق تبعیض بدون و پی در پی
می کند. کفایت کار این برای به خصوصی عدد چه اینکه نه است) نشده حل هنوز (که است کردن رنگ
اثبات، زمینۀ در نه البته کند ایفا ریاضی در مهمی نقش می تواند ریاضی مفاهیم با ماشینی آزمایش های

مطالب. کردن دنبال برای شاهد و مثال تولید زمینۀ در بلکه
تنافض به منجر چه («هر ریاضیات در «وجود» دربارۀ منطق گرایان و صورتگرایان آزادمنشانۀ دیدگاه
سبک های شدنِ آزاد اثر به بی شباهت که است داشته ریاضی تجربۀ بر مختلطی اثر دارد»)، وجود نشود،
که الزاماتی قید از را ریاضیدان و است رهایی آفرین دیدگاه، این سو یک از نیست. حاضر عصر در هنری
و می سازد آزاد بود، ساخته دشوار را نااقلیدسی هندسۀ مانند موضوع هایی پیشرفت پیشین، قرن های در
در غریبی و عجیب موجودات پیدایش به منجر آزادی، این کردیم، اشاره قبلا که همچنان دیگر، سوی از
می کشاند. مرج و هرج به را ما علم ریاضی، در ارزشی دستگاه یک حاکمیت بدون که است شده ریاضیات
اهمیت «وجود» مقولۀ دیگر شود، مستقر راسل و هیلبرت نظر مطابق ریاضی در «وجود» اگر حال، هر در
در فلسفی و عملی اهمیت «وجود»، به جای آنچه واقع در داشت. نخواهد ریاضی کار در اندازه ای از بیش
جهتی در ریاضی، در اخیر دهۀ دو تحولات است. ریاضی موجودات ارزشمندیِ کرد، خواهد پیدا ریاضیات
ریاضی در مباحثی و تعریف ها کرد. احساس را زمینه این در نظر اجماع نوعی تبلور می توان که است
که دارند علمی پیگیریِ ارزش وقتی نو نظریه های و باشند عام) مفهوم (به تجربه بر مبتنی که توجه اند قابل

باشند. ریشه دار مسائل مشکل گشای
به علت مکتب ها این که است این گفتیم ریاضی فلسفۀ سه گانۀ مکتب های نقد باب در آنچه خلاصۀ
کوشش و گردانیدند روی علم این عینی تجربۀ از ریاضیات، به یقین بازگردانیدنِ به اندازه از بیش اشتغال
موفقیت شهودگرایی، مورد در کنند. بازسازی تاریخی ضد حتی و غیرتاریخی پایه های بر را ریاضیات کردند
قضیۀ صورتگرایی، و منطق گرایی در و می شود تمام ریاضی علم از بزرگی بخش طردِ قیمت به کوشش این
ضد و غیرتاریخی این رو از را مکتب ها این می کند. محکوم شکست به درون از را کوشش ها این گودل،
مفاهیم نوزدهم، قرن در ریاضیات حسابی سازیِ نهضت تأثیر تحت نحوی، به کدام هر که خوانده ایم تاریخی
به لحاظ اگر حتی و ندارند معرفی جنبۀ دیگر تعریف ها که کردند نقض طوری را ریاضی متعارف و اولیه
منطبق ریاضیدانان شهود بر عملی نظر از باشند، مفهوم ها شدۀ شناخته ویژگی های کلیۀ بازگویِ منطقی،
{{a}, {a, b}}به صورت را (a, b) مرتب زوج خود، ریاضی تفکر در که است ریاضیدان کدام نیستند.
صحیح اعداد مرتب های زوج هم ارزیِ رده های کوشی دنباله های از هم ارزی ردۀ یک را حقیقی عدد یا و
فلسفی مکتب های از ریاضیدانان استقبالِ عدم علت های کافی اندازۀ به که است این بر گمانم کند؟! تجسم

باشم. کرده توصیف را سه گانه
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طبیعی علم یک به مثابۀ ریاضیات .٧
معنی این به اگر گفته این هستند. افلاطون گرا١ اکثراً حر فه ای ریاضیدانان که می شود گفته معمولا
ادعایی چنین دارد، وجود ریاضیات در افلاطون گرایی از متأثر مدون مکتب نوعی امروزه که شود تلقی
اکثر شاید و ندارد وجود ریاضیات در شناخته شده ای و مشخص افلاطونی مکتب امروز نیست. درست
در افلاطون گرایی تمایل می توان آنچه بپندارند.٢ علم ماقبل خرافاتِ زُمرۀ در را افلاطونی مثُل ریاضیدانان،
عینیت نوعی ریاضی، مفاهیم که است ریاضی کار شخص هر ذهنی احساس این نامید، ریاضیدانان میان
است. اکتشاف نوعی طبیعی، علوم در پژوهش مانند ریاضی، پژوهش و دارند ریاضیدان ذهن از مستقل
پس زمان، طول در همه بلکه نیستند، ریاضیدان یک دلخواه قراردادِ هیچ یک ریاضی، عمدۀ مفهوم های
چنان پژوهش قرن ها طول در ریاضی جهان دامنۀ یافته اند. تحقق گوناگون، پیشنهادهای با آزمایش از
این تجربی پایه های و نیست روشن تازه کارها، برای مفاهیم از بسیاری ریشۀ که است کرده پیدا گستره ای
جهان از تجرید درجه چند با ریاضی مفهوم های بعضی اینکه با است. مکتوم افراد بسیاری نظر از نیز علم
عملا که می کند ایجاد عینیتی احساسی آنها، با ریاضی کاران اُنس و تجربه دارند، فاصله ملموس فیزیکی
مفهوم هایی هم فیزیک در که نشود فراموش دارد. سروکار آن با نظری فیزیکدان که است عینیتی همردیف
هماهنگ برای که هستند مدل هایی و مجردات الکترون، حتی و فاینمن نمودار پتانسیل، انرژی مانند
عدد عینیت از بیش عینیتی آنها از هیچ یک کرد ادعا نمی توان و شده اند ابداع فیزیکی مشاهدات ساختن
وجود جهان در دقیق کاملا مثلثِ یک مشاهدۀ یا ترسیم امکان اگر دارد. انتگرال یا گروه مثلث، حقیقی،
نظر از هم که را واقعیت این چنانچه نمی شود. یافت هرگز نیز اصطکاک بدون مکانیکی دستگاه هیچ ندارد،
شامل با یعنی عام، مفهوم (به است طبیعی علم یک ریاضیات روزمره، عملکرد نظر از هم و تاریخی ریشۀ
منظور ریاضی فلسفی مکتب یک دیدگاه در طبیعی) اشیاء میان در ذهنی مأنوس مفاهیم برخی دانستن
در حرفه ای ریاضیدانان آنچه واقع در داشت. نخواهد ریاضی کاران دید در چندانی اعتبار دیدگاه آن نشود،
می توان و است تاریخی معتبر دیدگاه این احیای جهت در نوشته اند، ریاضی فلسفۀ زمینۀ در اخیر سال های

کرد. احساس کم کم را مسیر این در جنبش هایی تدریجی پیدایش
لاکاتش ایمره کارهای به کوتاه اشاره ای برسانم، پایان به امیدبخشی نوای با را خود صحبت اینکه برای
لاکاتش، اثر مشهورترین و اولین باشد. ریاضی فلسفۀ در ثمربخش جنبش یک سرآغاز شاید که می کنم
و اثر این در است. کمبریج دانشگاه در وی ١٩۶١ سال رسالۀ بر مبتنی که است [١٢] ابطال و اثبات کتاب
است پرداخته شناخت شناسی دیدگاه از ریاضی نظریه های رشد بررسی به لاکاتش آن٣، متعاقب کارهای در
مراجعه است، شده نقل [۴] در که او از گفتاری به باشد. شافارویچ، روسی، ریاضیدان شاید مورد، این در جدی استثنای ٢تنها

کنید.
آن. مراجع فهرست و [١٣] به کنید ٣رجوع

١Platonist
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رشد او است. یادشده مکتب سه از سازگارتر بسیار ریاضی تاریخی تجربۀ با که می کند رسم تصویری و
(غیرضروری) اثبات برای کوشش و معقول حدس های میان انفعالی و فعل محصول را ریاضی نظریه های
طی در که دارند تحولی تاریخچۀ ریاضی، تعریف های حتی و قضیه ها لاکاتش، نظر به می داند. حدس ها این
موضعی، ناقض مثال از مقصود می گیرند. شکل کلی١، و موضعی ناقض مثال های با برخورد اثر در آن،
اصلی حکم که است مثالی کلی، ناقض مثال و کند نقض را اکتشافی٢ استدلال از گام یک که است مثالی
می پروراند، افلاطونی مناظره های سبک به ابطال و اثبات کتاب در لاکاتش که نمونه ای سازد. باطل را
و می شود شروع چندوجهی ها مورد در اویلر - دکارت اولیۀ حدس با که است اویلر٣ شاخص مفهوم تحول
کرده عرضه پوانکاره که درمی آید دقیقی صورت به به تدریج ناقص، اثبات های و متمادی کوشش های از پس
جریان یعنی نیستند، اقلیدسی هیچ کدام، ریاضی متحرک و زنده نظریه های که است معتقد لاکاتش است.
نتایج نادرستی یعنی هستند، «شبه تجربی»۴ نظریات، این بلکه نیست، نتایج به اصول از «درستی»، انتقال
علوم فلسفۀ زمینۀ در پوپر کارل نظرات تأثیرِ تحت طبعاً دیدگاه این می شود. اصول تحول و ترمیم موجب

می آورد. یاد به را اکتشافی استدلال های اساسی نقش دربارۀ پولیا أکیدهای ت نیز و است طبیعی
نابهنگام مرگ به سبب است ممکن این است. نگذاشته بجا خود از چیزی لاکاتش «وجود»، مقولۀ در
(سوای است نبوده قائل وجود مسئلۀ برای اهمیتی اساساً او که دلیل این به یا باشد ١٩٧۴ سال در وی
کامل سخنرانی یک است قرار چون صورت، هر در می کند). اظهار ریاضی در تعریف ها تحول دربارۀ آنچه
که باشد می کنم. کوتاه را سخن اینجا در شود، داده اختصاص لاکاتش آثار دربارۀ بحث به سمینار این از
بیابد. دوباره سیاقی ریاضی فلسفۀ تا شوند نزدیک یکدیگر به گذشته از بیش ریاضی فلاسفۀ و ریاضی کاران
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مقصودی سعید برگردان:

حاضر مقالۀ از غرض .١
نام است. ریاضیدان یک و فیزیکدان یک اول وهلۀ در فوریه دارد. بسیاری وجوه فوریه میراث
مانند اصطلاحاتی آشناست. طبیعی علوم دانشمندان کلا و مهندسان فیزیکدانان، ریاضیدانان، برای فوریه
آنالیز فوریه، تبدیل های فوریه، انتگرال های فوریه، ضرایب فوریه، سری گرما، معادلۀ همان یا فوریه معادلۀ
رویدادی گرما» تحلیلی «نظریۀ مقالۀ روزمره اند. علمی اصطلاحات جزء فوریه سریع تبدیل های فوریه،
بر جامعی مقدمۀ او است. معروف نیز مصرشناسی حوزۀ در فوریه اما می آید. شمار به علم در دوران ساز
و داشت حضور مصر در شد، کشف رشید٢ سنگ که زمانی و است نگاشته «مصر»١ کتاب های مجموعه
اهل فوریه شد. موضوع این با هیروگلیف، کتیبه های رمزگشایِ شامپولیون٣، فرانسوا ژان آشنایی باعث
انقلاب ناب ثمرۀ فوریه که است گفته (آراگو۴ داشت شرکت فرانسه انقلاب در بود. هم مدیریت و سیاست
مصر»۵ مطالعات مؤسسۀ دائمی «دبیر مقام در و درآید) کشیشان سلک به بود بنا ابتدا در زیرا بود، فرانسه
انتخاب گرِنوبل٧ فرماندار سمت به را او بناپارت آن، از پس کرد. همراهی مصر در را مونژ۶ و بناپارت
هم ناپلئون سقوط از پس فوریه داد. صورت بهداشت و آموزش زمینۀ در مهمی اقدامات آنجا در وی و کرد
در ریاضی آنالیز کانتور؛ یکتایی قضیۀ فوریه؛ سری همگرایی قضیه های مثلثاتی؛ سری فوریه؛ سری کلیدی. کلمات و عبارات

نوزدهم. قرن
است: قرار این از اصلی مقالۀ نشان و نام ∗

Kahan, Jean-Pierre, The Heritage of Fourier, Perspectives in Analysis: Essays in Honor of Lennart
Carleson’s 75th Birthday, Springer-Verlag, New York, 2005, 83-95.
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۶Monge ٧Grenoble
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٣٠ فوریه ٣٠میراث فوریه ٣٠میراث فوریه میراث

مقام به آمد؛ در فرانسه٢ فرهنگستان و علوم١ فرهنگستان دو عضویت به و ماند همان جا و آمد پاریس به
داشت. نقش فرانسه، در آمار علم به بخشیدن رسمیت در و شد برگزیده علوم فرهنگستان دائم دبیری

معادله های به او نیست. فوریه علمی اثر تنها آن، به مربوط ابزارهای ابداع و گرما» تحلیلی «نظریۀ
در که است تحولی عین معادله ها، این ریشه های محل تعیین دربارۀ مطالعاتش و بود علاقه مند نیز جبری
گالوا تحقیقات به اعتنایی فوریه متأسفانه هستیم. شاهد زمینه این در دکارت۴ آثار به نسبت استورم٣ آثار
نامتعین ها»۵ «تحلیل خودش، اصطلاح به یا نامعادله ها، دربارۀ او خود تحقیقات به و نکرد زمینه این در
به همین و است رفته اغراق راه موضوع این اهمیت در فوریه که بود این داربو۶ تصور نمی شود. اعتنایی هم
گذاشت. کنار را موضوع آن به مربوط مقاله های کرد، تهیه فوریه علمی آثار مجموعه  از که ویراستی در سبب،

می شد. محسوب فوریه میراث جزء نیز محدب آنالیز و خطی برنامه ریزی می شد، منتشر مقاله ها آن اگر
نمایندگان آخرین از یکی جهتی، از او بود. هجدهم قرن معیارهای با فیلسوفی و فرهیخته انسانی فوریه
است. کُنت٧ اوگوست دربارۀ مهمی اطلاعاتی منبع آثارش دیگر، سوی از است. روشنگری عصر مکتب

بود. نوزدهم قرن در فرانسه «پوزیتیویسم»٨ مکتب آغاز نقطۀ کُنت
یک بسط موضوع همان که پرداخت خواهیم او علمی میراث از مهم اما کوچک بخشی به اینجا در
راه هایی از یکی موضوع این است. آن به مربوط ضرایب محاسبۀ دستور و مثلثاتی سری برحسب تابع
استمرار و کرد آغاز آن از را طبیعی فلسفۀ و فیزیک با او ارتباط و فوریه دربارۀ تأمل می توان که است

داد. قرار بررسی مورد نیز را دیگران توسط ریاضیات حوزۀ در تحقیقاتش
در شاید حتی و فرانسه در طولانی مدت برای که است این من کلی تصور فوریه، به نگاه ها طرز دربارۀ
می شود. برده نام بسیار او از که است اخیر سال های همین در تنها و نشد داده او به چندانی اهمیت آلمان،
فوریه تحقیقات تداوم توضیح برای شد. خواهد روشن ادامه، در قول نقل و مطلب چند بیان با امر این
حال اهمیت و تاریخی اهمیت اساس بر بسیاری موضوعات به دیگران، توسط مثلثاتی سری های دربارۀ
آنالیز»٩ در «چشم اندازهایی موضوع با همایش از زیادی بخش حال، به هر پرداخت. خواهیم آنها حاضر

کرد. محسوب فوریه میراث شرح می شود را
هوگو، ویکتور ١.٢) قول  ها نقل و مختلف اظهارنظرهای از است شده تشکیل مقاله این عمدۀ بخش
مثلثاتی سری های دربارۀ ریمان نظریۀ به ،٣ بخش در ریمان). و دیریکله ۴.٢ فوریه، ٣.٢ یاکوبی، ٢.٢
شده پرداخته همگرایی) متفاوت شکل های ٢.۴ کارلسون، قضیه ١.۴) همگرایی مسئلۀ به ،۴ بخش در و

پرداخت. خواهیم فوریه دوبارۀ بازگشت موضوع به ،۵ بخش در پایان، در است.
١Académie des sciences ٢Académie Française ٣Jacques C. F. Sturm ۴Descartes ۵Analyse

indéterminée ۶Darboux ٧Auguste Comte ٨positivism ٩Perspectives in Analysis
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قول نقل چند .٢
گرنزی٢ جزیرۀ در ١٨۶٢ سال در هوگو می کنیم. آغاز هوگو١ ویکتور با را کار هوگو. ویکتور .٢ . ١
که است سالی همان این درآورد. نگارش به را کتابش از زیادی بخش همان جا در و می برد به سر تبعید در
آغاز در فرانسه روزگار به راجع زیادی مطالب دربرگیرندۀ رمان این شد. منتشر ِ«بینوایان» نام با او رمان
طی فوریه ژوزف فصل، این در است. «١٨١٧ سال «به آن، فصل های از یکی عنوان است. نوزدهم قرن

می شود: ظاهر داستان در کوتاه عبارتی
کردند، فراموشش اخلاف که بود مشهور فوریۀ یک فرانسه علوم فرهنگستان «در
زمان که داشت وجود گمنامی فوریۀ محقر، کلبۀ کدام در نمی دانم موقع همان در و

(١٨۶٢ هوگو، ویکتور (بینوایان، آورد.» خواهد به یادش آینده
فوریه ژوزف هوگو، ویکتور مسلماً است. آرمان گرا فوریۀ شارل دومی، و فوریه ژوزف اول، مورد منظورِ
علوم» فرهنگستان دائم «دبیر سمت در بعداً که آراگو فرانسوا با فوریه نمی آورد. به شمار ملی» «افتخار را
دوست یک به عنوان آراگو ،١٨٣٠ سال در فوریه درگذشت از پس داشت. دوستی رابطۀ شد، فوریه جانشین
به لحاظ سوگنامه دو هر نگاشتند. سوگنامه هایی فرانسه، فرهنگستان از عضوی به عنوان کوزَن٣ ویکتور و
وی تحقیقات به آنها از هیچ یک در لیکن جالب اند، و ارزشمند بسیار فوریه ژوزف زندگی به مربوط مطالب
زودتر خیلی و جوانی در که آراگو شده اند. قائل آن برای کمی ارزش یا و است نشده اعتنایی ریاضیات در
یک تجزیۀ موضوع به را لاگرانژ زیاد بی رغبتی احتمالا شد، برگزیده علوم فرهنگستان عضویت به فوریه از
فوریه به فرهنگستان جایزۀ اعطای در که است داشته خبر و داشته به خاطر مثلثاتی سری های برحسب تابع
هم نظریه آن دربارۀ را تردیدهایی و شک لاگرانژ ،١٨١١ سال در گرما تحلیلی نظریه دربارۀ تحقیقاتش برای
این از داشت. پواسن۴ و کوشی نظیر رقیبانی فوریه بود. کرده مطرح دقت، به لحاظ هم و کلیت حیث از
می رسد. نظر به مجلل خاکسپاری مراسم یک به شبیه چیزی آراگو، سوگنامۀ چرا که می شود روشن مطالب
«خیابان پاریس در نبودند. واقف فوریه جایگاه بر اواخر همین تا فرانسویان که است این امر واقع
اونیورسال۵، دانشنامۀ ویراست اولین در ندارد. وجود فوریه ژوزف خیابان اما دارد، وجود فوریه» شارل
ویراست در است؛ نیامده فوریه ژوزف دربارۀ مقاله ای هیچ است، بریتانیکا دانشنامۀ هم ترازِ فرانسه در که
آثار از بخشی تنها داربو که شد گفته این از پیش بود. منوال به همین وضع هم ١٩٧۴ به سال آن ششم
تا نیافت. انتشار فوریه آثار مجموعه هیچ گاه و کرد منتشر را گرما، تحلیلی نظریۀ واقع در و فوریه، ریاضی
نمی شد؛ فوریه ژوزف آثار و زندگی به زیادی توجه گرنوبل، بجز حداقل فرانسه، در هم اخیر سال های همین
سال در و شد نامگذاری فوریه ژوزف مؤسسۀ اسم به آنجا ریاضی مؤسسۀ پیش، مدت ها گرنوبل شهر در اما
در کردند. نامگذاری فوریه ژوزف دانشگاه اسم به بود، آن به وابسته مؤسسه این که را دانشگاهی ١٩٨٧
١Victor Hugo ٢Guernsey ٣Victor Cousin ۴Poisson ۵Universalis
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ریاضیدان ٢ دنبِِرِ ژان نوشتۀ فیزیک»١ ریاضیات خالق «فوریه، شد: منتشر فوق العاده ای کتاب ١٩٩٨ سال
از فرانسه در دیگر فوریه ژوزف نام که این گویای دارد وجود نشانه هایی فیزیکدان. روبر٣ ژان-برنارد و

رفت. نخواهد یادها
سال ٢۶ زمان آن در که یاکوبی۴ گوستاف کارل که است این موارد، این از مهم تر یاکوبی. .٢ . ٢

نوشت: لژاندر۵ به نامه ای در و کرد احترام ادای او به فوریه درگذشت از پس هفته ای چند داشت،
زمان چنین در فقید فوریۀ آقای دربارۀ را خود داوری پواسن آقای که بود «شایسته
حرکت موضوع به کافی توجه عدم به دلیل را آبل و من و نمی کرد منتشر نامناسبی
ریاضیات در غایی هدف فوریه آقای حقیقت، در نمی داد. قرار سرزنش مورد گرما
جایگاه در لیکن می دانست. مردم عامۀ نفع طبیعی، پدیده های تبیین بر را علاوه
و است آدمی عقل سروریِ همان علم غایت یگانه که بود آگاه طبعاً فیلسوف، یک
است.» ارزشمند هستی جهان از پرسش به اندازۀ اعداد، از پرسش حیث، این از

به ویژه می شود. محض ریاضیات شعار به بدل فوریه، دیدگاه برخلاف آدمی» عقل «سروریِ کلیدی عبارت
است. داده قرار مشهورش کتاب های از یکی عنوان را شعار این دیودونه۶ ژان که می بینیم

به به روشنی می توان گرما، تحلیلی نظریه در فوریه مقاله کلی مقدمۀ در جمله چند طی فوریه. .٢ . ٣
می  آوریم. را جمله ها این از گزیده ای [ترجمه] اینجا در برد. پی او دیدگاه

«معادله های است.» ریاضیات اکتشافات منبع پربارترین طبیعت دقیق «بررسی
فراگیر تر، ساده تر، زبانی برد. به کار عمومی پدیده های همۀ برای می توان را تحلیلی
وجود طبیعی اجسام بین پایدار روابط بیان برای زبان این از تواناتر و کم خطاتر
ویژگی دارد. طبیعت خودِ اندازۀ به وسعتی ریاضی آنالیز منظر، این «از ندارد.»
پدیده های نیست. مبهم مفاهیم از نشانی آن، در است. آن روشن بیان اصلی اش
و آشکار را آنها پنهان شباهت های و می سازد مربوط یکدیگر به را متفاوتی بسیار
از قابلیتی ریاضی، آنالیز گویا می کند. اندازه گیری و فهم قابل را آنها وسیله بدین

انسان.» حواس نقص و عمر کوتاهی برای باشد جبرانی تا است آدمی ذهن
صنعت و انسان ها زندگی به مربوط مسائل که افزود باید ضمناً است. ریاضی آنالیز از باشکوه تعریفی این
منابع از دیگر یکی طبیعت» دقیق «بررسی موازات به امر این و بودند کرده ایجاد خاطر تعلق فوریه در نیز

می آوریم: به تقریب را [دیگری] گزیدۀ ترجمۀ اینجا در بود. او اکتشافات و تحقیقات مهم
١Fourier, créateur de la physique mathématique ٢Jean Dhombres ٣Jean- Bernard Robert ۴Carl

Gustav Jacobi ۵Legendre ۶Jean Dieudonné
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در مایعات، حرکت یا مرتعش تارهای به مربوط معادله های همانند گرما، «معادلۀ
با دیفرانسیل معادله های [یعنی می گیرد قرار ریاضی آنالیز از جدیدی کاملا مبحث
پرداخت. جواب ها جستجوی به باید معادله، تشکیل از پس جزئی]. مشتقات
پیش از شرایط به مقید خصوصی جواب به کلی، بیان یک از معنی که بدین
جدیدی نوع نیازمند و دشوار تحقیقاتی، چنین انجام یافت. دست تعیین شده،
باقی جواب ها در ابهامی هیچ روش این .. . . است جدید قضایای پایۀ بر آنالیز از
آخر در دیگر، مفید بررسی و مطالعه هر همچون بررسی، و مطالعه این نمی گذارد.

می رسد.» عددی کاربردهای به
می شود آغاز طبیعی پدیده  های از کار است: شده بیان بالا، در گفته شده کلی مقدمۀ در به خوبی فوریه نگرش
امروزه که است نیاز مورد آنالیز» از جدیدی «نوع بین، این در می یابد. پایان عددی نتیجه گیری های با و
مدل سازی روش های وجود با پیش، سال پنجاه به نسبت رهیافت، این اکنون می شود. نامیده فوریه آنالیز

می کند. روشن را فوریه دیدگاه های دوبارۀ رواج دلیل و است یافته مدرن تر جلوه ای رایانه ای،
بین که مدتی در دیریکله بودند. فوریه اصلی دنباله روان ریمان و دیریکله ریمان. و دیریکله .۴ . ٢
بیست زمان، آن در دیریکله کرد. ملاقات را فوریه داشت، اقامت پاریس در ١٨٢۵ و ١٨٢٢ سال های
منتشر فوریه سری های همگرایی دربارۀ را غلط بدون و کلی حکم اولین ١٨٢٩ سال در او نداشت. هم سال
انتقادی و است) گشوده آنالیز کاربرد در نو راهی که نامی (هندسه دان فوریه به احترام ادای با مقاله آن کرد.
فوریه، همانند موضوع این در دیریکله بحث آغاز نقطۀ می شود. آغاز همگرایی مسئلۀ به کوشی رویکرد از
که می شوند داده انتگرال برحسب دستورهایی آن، از پس است. شده مشخص طریقی به که است تابعی
آن به فوریه سری این دهیم نشان که بود این مسئله می دهند. به دست را فوریه سری به مربوط ضرایب
دیریکله مشهور شرایط به و بود آنالیز در شاهکاری مسئله، این برای دیریکله راه حل است. همگرا تابع
مربوط، انتگرالی دستورهای اینکه برای داشت: دنبال به هم مهمی نکتۀ شد. منتهی مسئله این باب در
باره، این در کوتاه بحثی طی دیریکله کند. صدق شرایط برخی در شده داده تابع است لازم باشند، معنی دار
می کند اختیار دیگری مقدار گنگ نقاط روی و مقدار یک گویا نقاط روی که را تابعی از معروفش مثال
هیچ روی کرد، بیان انتگرال برای ریمان بعدها که تعریفی با نه و وی تعریف با نه تابعی چنین می آورد؛
مثلثاتی ای سری (یعنی، فوریه سری همگرایی مسئلۀ به بعد، دیریکله زمان از نیست. انتگرال پذیر بازه ای
منظور می خورد: پیوند بنیادی سؤال دو به باشند) آمده به دست فوریه انتگرالی دستورهای از آن ضرایب که
در نخستین بار فوریه١ سری اصطلاح که است این واقعیت چیست؟ انتگرال از منظور چیست؟ تابع از
تاریخچه ای با ریمان رسالۀ است. آمده ،١٨۵۴ سال در نگاشته شده مثلثاتی، سری های باب در ریمان رسالۀ
١Fouriersche Reihe
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انتشار زمان تا هجدهم قرن در مرتعش تارهای راجع به مناقشه آغازِ زمان از بحث مورد موضوع از انتقادی
توابع هارمونیک و تحلیلی ادامۀ دربارۀ سو، یک از دیریکله، مقالۀ می شود. شروع دیریکله، از یادشده مقالۀ
چند بود. کوشی، اشتباهات از ملهم عددی، سری های مطلق و معمولی همگرایی دربارۀ دیگر، سوی از و
کراندار تابع ریمانِ انتگرال داشت. اختصاص تعمیم یافته و عادی انتگرال های به هم رساله از صفحه ای
صریحی کافی و لازم شرایط ریمان لبگ!) از (پیش و است شده تعریف سطر چند طی کراندار بازۀ روی

می دهد. به دست تابع انتگرال پذیری برای
از پس است. موضوع این در فوریه نقش تصدیق ریمان، رسالۀ سراسری مضمون های از یکی
نمایش «موضوع لاگرانژ۴، و برنولی٣ دانیل اویلر٢، دالامبر١، بین مرتعش تارهای راجع به کشمکش های
اینکه تا بود نکرده اساسی ای پیشرفت هیچ سال پنجاه مدت به تقریباً تحلیلی، عبارتی برحسب دلخواه تابع
نو دورانی ریاضیات، از بخش این در و گرفت خود به جدیدی ظاهر مسئله این و کرد بیان نکته ای فوریه
شد. معلوم ریاضیاتی فیزیکِ پیشرفت برای موضوع این فوق العادۀ اهمیت که نپایید دیری گردید. آغاز

مفروض مثلثاتی سری برای که می کند بیان را نکته این فوریه

f(x) = a١ sinx+ a٢ sin ٢x+ · · ·+ ١
٢b٠ + b١ cosx+ b٢ cos ٢x+ · · · ,

فرمول های با که ضرایب

an =
١
π

∫ π

−π
f(x) sinnx dx, bn =

١
π

∫ π

−π
f(x) cosnx dx

f(x) دلخواه کاملا تابع برای سری این تعریف که می کند اظهار او خوش تعریف اند. می شوند، معین
محور بالای شکسته خط یک (نمودار می گیرد ناپیوسته به اصطلاح تابعی را f(x) فوریه است. معنی دار
بحث از پس ریمان می دهد.» به دست را تابع آن مقدار همواره واقع در که می آورد به دست سری ای و xها)
سری های ماهیت که بود فوریه واقع «در که می کند اظهار پواسن، خصومت و لاگرانژ بی میلی دلیل دربارۀ
به منظور ریاضیاتی فیزیکِ در بارها سری ها این آن پس، از دریافت. به درستی و کامل به طور را مثلثاتی
فوریۀ سری خاص، مورد هر در که شد متقاعد می توان آسانی به و شده اند گرفته به کار دلخواه توابع نمایش
را، برهان این بود. نیاز مورد کلی برهان یک کار، این برای است.» همگرا تابع مقدار به واقعاً بحث، مورد
ریمان) گفتۀ (به رده این داد. ارائه توابع از وسیعی ردۀ برای دیریکله باره، این در کوشی کارهای از پس
تحقیقات به محدود فوریه سری های «کاربرد این، وجود با می گیرد. بر در را فیزیک احتمالی نیازهای تمامی
می گیرند به کار اعداد، نظریۀ نام به محض، ریاضیات از حوزه ای در موفقیت با را آنها امروزه نیست؛ فیزیک
است.» کرده بررسی دیریکله که نیستند توابعی ردۀ جزء نظریه، آن در توابع مهم ترین که است این امر ظاهر و
١d’Alembert ٢Euler ٣Daniel Bernoulli ۴Lagrange
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ریمان مثلثاتی سری های نظریۀ .٣
فوریه که نمی کند دنبال را مسیرهایی رساله اش بخش بدیع ترین و مهم ترین در ریمان حال، این با
به یژه (و فوریه سری ویژگی های و کند آغاز تابع یک از اینکه به جای ریمان کردند. ترسیم دیریکله و
بررسی به و می کند شروع همگرا همه جا مثلثاتی سری یک با را کار کند، بررسی آن را همگرایی) مسئلۀ
مثلثاتی سری های نظریۀ به کار، این در ریمان ابداعی روش های و ابزار می پردازد. مجموع تابع ویژگی های
صوری ضرب عمل و مفروض سری از صوری دوگانۀ انتگرال گیری مستلزم روش، این است. مشهور ریمان
نظریۀ رهیافت بر تمهیدی مطلب این امروزی، دیدگاه از است. منظم کافی به قدر (توابع (یا سری های در
«اندازه نماها»٢ و زیگموند١ هموار» «توابع مفاهیم آنجا در ریمان اینکه آشکارتر است. شوارتس توزیع های

شدند. معرفی بعدها که می برد به کار را سیلم۴ و کاهان «تابع نماها»٣ی و
دو طرح امر، این دلیل کرد. ایفا ریاضیات تاریخ در بزرگی نقش ریمان مثلثاتی سری های نظریۀ
ثابت اینکه یکی شدند: حل کانتور گئورگ به دست و گذاشت پاسخ بدون را آنها ریمان که است مسئله ای
اینکه دوم دشوارترِ مسئلۀ و می گرایند صفر به آن ضرایب باشد، همگرا همه جا مثلثاتی، سری یک اگر کنید
همان اخیر حکم است. صفر سری سری، آن باشد، همگرا صفر به همه جا مثلثاتی، سری چنانچه کنید ثابت
این به را فرض اگر آیا بر آمد: حکم این از «گسترشی» پی در سپس کانتور است. کانتور یکتایی» «قضیۀ
نتیجه این باشد، صفر به همگرا مفروض مجموعۀ یک از خارج بحث، مورد سری که کنیم ضعیف تر صورت
شمارا) بستارِ با (مجموعه «تحویل پذیر»۵ مجموعه های برای کرد ثابت کانتور می ماند؟ باقی خود قوت به
و حقیقی اعداد دربارۀ نظریه اش ابداع برای کانتور که بود فرصتی اولین  فرصت این است. مثبت پاسخ
مجموعه ها نظریۀ سرمنشأ تاریخی به لحاظ مثلثاتی سری های نظریۀ لذا می  یافت. حقیقی اعداد مجموعه های
چندگانگی۶ مجموعه های و است) مثبت آنها برای گفته شده پرسش پاسخ (که یکتایی مجموعه های است.
تابعی، آنالیز روش های بستن به کار برای ایده آل مکان یک به صورت یکتایی) مجموعه های مقابل (نقطۀ
از: عبارت اند دارند زمینه این در مهمی آثار که ریاضیدانانی درآمدند. منطق و اعداد نظریۀ احتمال، نظریۀ
آنها از پس و سیلم مارتسینکیه ویچ١١، زیگموند، باری١٠، رایچمن٩، منشُف٨، یانگ، ریس٧، مارتسل لبگ،
متأخرتر و کانس١۶ بی. کتس نلسون١۵، وای. مندلبرو١۴، بی. کاهان، جی.-پی. کورنر١٣، تی. کوفمن١٢، آر.
جی. و اَش٢٢ ام. بورگن٢١، جی. سن رمون٢٠ جی. و دِبز١٩ جی، لوۇ١٨ ای. و کخریس١٧، اس. ای. آنها از
معنی بدین کانتور یکتایی قضیۀ یافت. [۴] در می توان را موضوع این از مختصری تاریخچۀ وانگ٢٣.
برای خوش تعریف اند. آن ضرایب باشد، معلوم همگرا، همه جا مثلثاتی سری یک مجموع چنانچه که است
١Zygmund ٢pseudomeasures ٣pseudofunctions ۴Salem ۵reducible ۶multiplicity ٧Marcel

Riesz ٨Menchoff ٩Rajchman ١٠Bari ١١Marcinkiewicz ١٢R. Kaufman ١٣T. Körner ١۴B.

Mandelbrot ١۵Y. Katznelson ١۶B. Connes ١٧A. S. Kechris ١٨A. Louveau ١٩G. Debs ٢٠J.

Saint-Raymond ٢١J. Bourgain ٢٢M. Ash ٢٣G. Wang
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است. نیاز مورد انتگرال از جدیدی معنای به انضمام فوریه دستورات از جدیدی نوع ضرایب، این محاسبۀ
حساب دربارۀ «درس هایی کتاب است. امر همین ٢ دانژوا ای. دوم مرتبۀ «کلی سازی»١ نظریۀ مقصودِ
است. موضوع همین کامل تقریر جلد، چهار در (١٩۴٩ ،١٩۴١ (به سال وی مثلثاتی» سری های ضرایب

دیریکله از پس همگرایی مسئلۀ .۴
قسمت نیستند. آن اصلی قسمت منتها فوریه اند، میراث جزء کانتور یکتایی قضیۀ و ریمان نظریۀ
داده قرار بررسی مورد دیریکله که است همگرایی مسئلۀ همان که کرده بیان به خوبی ریمان خود را اصلی
باید پیوسته تابع فوریۀ سری که بود این برنیامد، آن اثبات عهدۀ از اینکه علی رغم دیریکله، تصور است.
ثابت ١٨٧٣ سال در بعدها دوبوا-ریمون٣ پل را مطلب این نادرستی باشد. همگرا تابع خود به نقطه وار
از صورتی مثال، آن ساختار است. واگرا مفروضی نقطۀ در فوریه اش سری که ساخت پیوسته  تابعی و کرد
مثال این امروزه داده اند. به دست دیگری مثال های فیِر۴ همچنین و لبگ است. تکینی ها» «متراکم سازی
نرم که مطلب این از آن اثبات در و می شود ذکر باناخ-اشتاینهاوس قضیۀ از متداول کاربردی به عنوان
پیوسته ای تابع می شود آیا می شود. استفاده نیست، کرندار لبگ) ثابتِ به اصطلاح، (یا، دیریکله هستۀ L١

کارلسون، قضیۀ اثبات از پیش ،١٩۶۵ سال تا نیز سؤال این باشد؟ واگرا همه جا آن فوریۀ سری که ساخت
و ساخت می توان را تابعی چنین یا کردند ثابت حاضر مقالۀ نگارندۀ و کتس نلسون و بود مانده بی پاسخ
پیوسته  تابعی که بود این در نکته است. همگرا تابع خودِ به همه جا تقریباً پیوسته، تابع هر فوریۀ سری یا

باشد. واگرا مفروضی پوچ مجموعۀ روی آن فوریۀ سری که بسازیم
سری داد: پاسخ را بالا در گفته شده پرسش کارلسون۵ ١٩۶۶ سال قضیۀ کارلسون. قضیۀ .١ . ۴
نمی توان این از بهتر چیزی پیوسته توابع برای و است همگرا تابع خود به همه جا تقریباً پیوسته، تابع فوریۀ
ثابت کارلسون داریم. بسیاری گفتنی های بگیریم، بزرگتر را بحث مورد توابع ردۀ چنانچه ولی .[١] گفت
.(١٩۶٧) کرد ثابت p > ١ که Lp برای را آن هانت۶ آر. و ،(١٩۶۶) است برقرار L٢ برای نتیجه این کرد
فوریه اش سری که ساخت L١ در تابعی کلموگرف زیرا نیست، برقرار L١ برای نتیجه این دیگر، سوی از
مورد اواخر این در L١ ٧ نزدیکی در وضعیت .(١٩٢۶) است واگرا همه جا حتی و (١٩٢٢) همه جا تقریباً
است. شده پیچیده ای پرسش های شدن مطرح باعث دید، خواهیم که همان طور و است گرفته قرار بررسی
چاپ های و ویراست به کنیم، درک را کارلسون-هانت ١٩۶۶-۶٧ سال نتیجۀ اهمیت اینکه برای اکنون
١٩۶۶ از پیش شناخته شده نتیجۀ بهترین می کنیم. رجوع زیگموند [١١] مثلثاتی» «سری های کتاب پیاپی
آدامار ٨ شکافدارِ دنبالۀ یک برای :(١٩٢٢) بود کلموگرف به متعلق کلی حالت در L٢ عضو توابع برای
برای می کند. میل تابع خود به همه جا تقریباً nk مرتبۀ جزئی مجموع های ،nk = ٢k مثلا ،(nk) مانند
١totalization ٢A. Denjoy ٣Paul du Bois-Raymond ۴Fejer ۵Carleson ۶R. Hunt ٧situation near
٨lacunary
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ابزار یک به متکی آن اثبات منتها است، برقرار حکم همین کلی حالت در ،p > ١ ،Lp عضو توابع
نظریۀ به زیگموند کتاب دوم ویراست از فصل دو .(١٩٣٨) است لیتلووود-پیلی١ نظریۀ به موسوم پیچیده
نظریه آن اصلی کاربرد که دارد اختصاص nk مرتبۀ جزئی مجموع همه جایی تقریباً همگرایی و لیتلوود-پیلی
نخست کرد. ایجاد بحث مورد موضوع چشم انداز در اساسی تغییری کارلسون، کشف می شود. محسوب
به کارلسون قضیۀ از هانت که گسترشی به سبب اینکه دوم نبود. نتیجه بهترین دیگر کلموگرف نتیجۀ اینکه
همگرایی مسئلۀ بررسی در منسوخ وسیله ای به تبدیل لیتلوود-پیلی قضیۀ داد، به دست ،p > ١ Lpها، همۀ
ویراست از جدید «چاپ» چندین حیاتش زمان در بود. زیگموند برای غیرمنتظره ای چیز موضوع این شد.
آن سوم» «ویراست نشد. عرضه سومی» «ویراست هیچ ولی آمد، بازار به مثلثاتی» «سری های کتاب دوم
می شد آورده می بایست کارلسون-هانت قضیۀ کار، این برای کامل می بود. بازنویسی یک می بایست کتاب
دیگر هم لیتلوود-پیلی نظریۀ نگه داشتن می شد؛ گذاشته کنار مربوط، روش های و جزئی نتایج از بسیاری و
شرح همان با کتاب  و نکرد دنبال صورت بدین را آن بازنویسی زیگموند خوشبختانه نداشت. دلیلی هیچ

است. باقی مانده کارلسون-هانت، قضیۀ بدون لیتلوود-پیلی، نظریۀ از زیبایش
وقتی دارد Sn(f, x) جزئی مجموع های مجانبی رفتار با نزدیکی ارتباط L١ نزدیکی در وضعیتِ 
آن گاه ،f ∈ L١ اگر :(١٩١٣) است هاردی آنِ از این باره در مهم نتیجۀ نخستین .f ∈ L١ که
در است. ممکن نتیجۀ بهترین این که زد حدس هاردی .Sn(f, x) = o(log n) همه جا تقریباً
همه جا که کرد ثابت را f ∈ L١ مانند تابعی وجود کلموگرف ١٩٢۶ سال مثال حکم، این عکس جهت
به طوری که است موجود f ∈ L١ تابع l(n) صعودی دنباله های چه برای .lim |Sn(f, x)| = ∞
شرط که بود این پیش سال چند تا این باره، در نتیجه بهترین ,lim(|Sn(f؟ x)|/l(n)) =∞ همه جا
تا کونیاگین٣ ،١٩٩٩ سال در .(١٩۶٢ (چن٢ می دهد به دست را نظر مورد حکم l(n) = o(log log n)

به جای اگر که کرد ثابت ٢٠٠٣ سال در بچکارِف۴ و رفت، پیش l(n) = o((log n/ log log n)١/٢)
دشوار، مسئلۀ اکنون می کند. کفایت l(n) = o((log n)١/٢) شرط بگذاریم، را کانتور گروه دایره،
که l(n) = (log n)p از است عبارت آزمودنی موردِ یک است. کونیاگین یا هاردی نتیجۀ کردن بهتر

.١/٢ < p < ١
به دلیل عمدتاً بیستم قرن در فوریه سری های دوبارۀ رواج همگرایی. متفاوت شکل های .٢ . ۴
به جای می توان نخست، وهلۀ در است. بوده همگرایی مسئلۀ مطالعۀ در جدید روش های شدن مطرح
معرفی به و گشود ١٩٠٠ سال در فیِر را راه این کرد. کار وارد را مجموع پذیری فرآیندهای عادی، همگرایی
یعنی مفاهیم، این مهم ترین شد. منتهی پیچش و ضربگرها تقریبی، همانی های مثبت، هسته های مفاهیم
نمی دهد. پوشش را مفهوم این واقعی حوزۀ هم صوری تعریف هیچ عملا و شد صورت بندی دیر خیلی پیچش،
١Littlewood-Paley ٢Chen ٣Konyagin ۴Bochkarev
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از یکی وینر پیچشی جبرهای شود. حاصل پیچش مفهوم از بهتری درک شد باعث وینر١ پیچشی جبرهای
می توان را همگرایی دیگر، سوی از بودند. گلفاند٢ باناخ) (جبرهای نرمدار حلقه های مفهوم سرچشمه های
بین محکم پیوندی مسیر، این داد. قرار بررسی مورد مجموع پذیری مفاهیم برای همچنین و توابع فضای در
سری های در آن کاربردهای و (١٩٠١) لبگ انتگرال کرد. ایجاد تابعی آنالیز سرچشمه های و فوریه سری های
قرار (١٩٠٧) ریس-فیشر قضیۀ آنها از بعد و می آیند به حساب پیوند این اولیۀ تکان های ،(١٩٠۶) فوریه
است) کامل متریک فضای و Lp فضاهای تعریف نیازمند ابتدا (که است» کامل Lp» سادۀ حکم می گیرد.
در سری ها این گونه و است متعامد سری های از نمونه نخستین فوریه سری های است. فوریه میراث جزء
تقریباً همگرایی مسائل ولی نیست، شکی آنها L٢-همگرایی در می شوند. ظاهر آنالیز بخش های همۀ
راجع کتاب صدها و مقاله هزاران جالب اند. واقعاً کلاسیک، فوریۀ سری های حالت نظیر آنها، همه جایی

نمی کنم. أکید ت آنها بر دیگر اینجا در من و است نگارش حال در موضوعات این به

می گردد باز دوباره فوریه .۵
مسئله ای حل در نوعاً و اولین بار را مثلثاتی سری های فوریه فوریه. سراغ به برگردیم دهید اجازه
،−π/٢ ≤ x ≤ π/٢ نیم نوار قاعدۀ با استوانه ای به شکل مفروض صلب جسم یک در دما توزیع دربارۀ
ضلع های در و ١ با برابر (y = ٠) افقی قاعدۀ در دما به کار برد. −∞ < z < ∞ و ٠ ≤ y < ∞

معادلۀ در ،u(x, y) دما، مقدار گرمایی، تعادلِ حالت در است. ٠ با برابر (x = ±π/٢) قائم
∂٢u
∂x٢ +

∂٢u
∂y٢ = ٠

برای صوری جوابی .(−π/٢ < x < π/٢) u(x, ٠) = ١ و u(±π/٢, y) = ٠ که می کند صدق
به صورت معادله این

u(x, y) = a١e−y cosx+ a٣e−٣y cos ٣x+ a۵e−۵y cos ۵x+ · · · (١ . ۵)
قید با مسئله آخر شرط و است

١ = a١ cosx+ a٣ cos ٣x+ a۵ cos ۵x+ · · ·
(
− π

٢ < x <
π

٢
)

(٢ . ۵)
استفاده با غریب عجیب و شیوه ای به را آنها ضرایب، انتگرالی دستورهای آوردن از پیش فوریه می شود. بیان
طبیعی روش، این که می کند اظهار داربو می کند. محاسبه خطی دستگاه یک حل و برش، مشتق گیری، از
) ١−∑ an cosnx مثلثاتی چندجمله ایِ که بود این داد انجام فوریه که کاری است. داربو با حق و است
هنگامی را an حد سپس و داد قرار توجه مورد است تخت٣ ممکن حد تا ٠ در که را مفروض درجۀ از فرد) n
١Wiener ٢Gelfand ٣flat
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مثلثاتی چندجمله  ای های این مشتق کرد. محاسبه ،(−١)n+١۴/πn یعنی می کند، میل بینهایت به درجه  که
زبانِ به است. ١ با برابر (−π/٢, ٠) روی آنها انتگرال و هستند نیز فرد هستند، تخت ٠ در ممکن حد تا
y > ٠ وقتی (١ . ۵) اثبات برای مطلب، این و هستند همگرا ٢(δ−π/٢− δπ/٢) به آنها توزیع ها، نظریۀ

است. دشوارتر (٢ . ۵) برهان می کند. کفایت
پس داشت. محاسبات درک در زیادی توانایی ولی نمی دانست، توزیع ها نظریۀ از چیزی فوریه البته
پس فوریه دربیاوریم. سر آنها از کنیم سعی وی، احکام و روش ها شمردنِ مطرود از پیش که است عاقلانه
(١ . ۵) سری همگرایی نمایی، عامل های وجود به دلیل که کرد ملاحظه انتگرالی دستورهای دادنِ به دست از
ثابت می توان را آن همگرایی که بود این (٢ . ۵) سری دربارۀ نظرش است. سریع بسیار y > ٠ به ازای
گسترش دیگر توابع به را فرآیند این سپس او آن آورد. برای درستی اثبات فصل آن در بعداً هم عملا و کرد
که کرد ادعا آن، از پس داد. به دست ٢π تناوب دورۀ با کلی متناوب توابع برای را فوریه دستورهای و
تابع آن به همواره که آورد به دست مثلثاتی سری یک و گرفت به کار دلخواه توابع برای می توان را روش این
برای مهم تحقیقات از برخی الان همین ما و است نادرست مطلب این رسمی، و دقیق نگاه از باشد. همگرا
برخی بیان در دقت عدم به سبب فوریه دادیم. قرار بررسی مورد را این باره در صحیح احکام و مفاهیم یافتن
محبوبیت عدم علت حدودی تا امر این و است بوده انتقاد معرض در داربو، طرف از به ویژه احکام، از
اثبات قضیه  چند که دلیل این به نه است احترام سزاوار فوریه ولی بود. فرانسویان بین در او مدت طولانی
انداخت. راه به ریاضیات در را بلندمدت برنامه ای که نظر این از بلکه کرد، بیان بی نقصی احکام و کرد
و می شدند انگاشته نامعقول که یافت عباراتی از نمونه هایی می توان گرما تحلیلی نظریۀ از بخشی هر در
دستورهای از فوریه .(٢۵ ص. III فصل [٢]) می کنیم ذکر نمونه یک برسند. نیز پیشگویانه به نظر، شاید

دستور ضرایب، انتگرالی

F (x) =
١
π

∫ π

−π
F (α)dα

(
١
٢ +

∑
i

cos i(x− α)

)
توضیحات اما ندارند. معنایی هیچ پرانتزها که می نویسد مطلب این حاشیۀ در داربو می گیرد. نتیجه را

است: قرار این از فوریه
مانند تابعی در اگر به طوری که می دهد نمایش را α و x از تابعی (. . .) «عبارت
آن از α = π و α = −π حدود بین ،dα نوشتن از بعد اگر و شود ضرب F (α)

آن ضرب شدۀ یعنی ،x از مشابهی تابع به F (α) شدۀ داده تابع شود، گرفته انتگرال
یافت.» خواهد تغییر دایره، محیط نصف در

(به ویژه، است داشته آن به کاربستن طریقۀ و دیراک اندازۀ از شهودی فهمی فوریه که است آشکار من، نظرِ به
اولین که است گفتنی فوریه). انتگرال به صورت نمایش و مشتق قسمت در رساله، جلوتر بخش های در
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مشتق، تابع، مفاهیم «تعمیم عنوان با (١٩۴۵) بود مقاله ای توزیع ها، نظریۀ دربارۀ شوارتس١ لوران نوشتۀ
نظریۀ که گفت می توان دیدگاه یک از بنابراین فیزیک»[١٠]. در ریاضیات کاربردهای و فوریه، تبدیل

است. فوریه میراث جزء توزیع ها
فوریه سریع تبدیل گفت. خواهم سخن به اختصار فوریه سری های جالب تر و جدید مشتقات باب در
کرده معرفی مختلط» فوریۀ سری های ماشینی محاسبۀ برای «الگوریتمی را آن (١٩۶۵) تاکی٣ و کولی٢ که
است. یافته زیست شناسی تا گرفته فیزیک اختر از علوم بخش های همۀ در ارزشمندی کاربردهای بودند،
برای مشترکی بستر بلافاصله و گرفت سرچشمه مهندسین و فیزیکدانان کارهای از میِر۴ ایو موجک های
حال در همچنان و شناخته شده کاملا موضوع این کرد. ایجاد صنایع و علوم مختلف شاخه های متخصصان
این دارد، ربط فوریه میراث به جایی که تا اصلی، نکتۀ است. بی مورد آن کردن بازگو و است۵ پیشرفت
دوباره آمد، بالا در که فوریه، فلسفۀ که هستند آن گواه موجک ها و فوریه] سریع [تبدیل FFT که است

یافت. خواهد چشمگیر رواجی
فوریه سری های دقیق تر، بیان به و، فوریه ریاضی میراث به را خود اینجا در که کردیم اشاره ابتدا در
و کردیم انتخاب را فوریه سری های تاریخ در جذاب موارد از زیادی تعداد هم عملا کرد. خواهیم محدود
خوش تر اکنون لیکن نبود. این دقیقاً من سخنرانی ترتیب نیاوردیم. میان به حل نشده ای مسئلۀ هیچ از ذکری
در «چشم اندازهایی در سهمی حل نشده، مسائل از شخصی فهرستی ارائۀ با نه و گذشته، باب در تأمل با دارم
تحقیقات جدیدترین در آن طریق از گذشته که مسیری و است پرمایه ریاضیات، گذشتۀ باشم. داشته آنالیز»

می آید. به شمار آنالیز» در «چشم اندازهایی جزء می شود، طنین انداز ریاضی
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ریاضی اندیشۀ و فرهنگ
٧٠ تا ۴٣ صص. (١٣٩۵ زمستان و (پاییز ۵٩ شماره

آزمون در بیشینه کم- و بیز پیرسون، - نیمن رویکردهای از مقایسه ای
فازی فرضیه های

ارقامی ناصررضا و طاهری، محمود سید پرچمی، عباس

چکیده
فرضیه های آزمون مسئلۀ به را کم-بیشینه و بیز نیمن-پیرسون، رویکرد سه مقاله، این در
اگر رویکرد، سه هر در می کنیم. مقایسه و مطرح هستند) معمولی داده ها که حالتی (در فازی
و بیز نیمن-پیرسون، آزمون های با معادل مربوط آزمون شوند، گرفته نظر در دقیق فرضیه ها
ارائه کشاورزی حوزۀ در نیز کاربردی مثال یک بود. خواهد دقیق فرضیه های برای کم-بیشینه

قرار می گیرد. بررسی مورد رویکرد سه این به وسیلۀ و می شود

کاربردها و انگیزه ها فازی: فرضیه های .١
می شوند. بیان (دقیق) معمولی مجموعه های به وسیلۀ آماری فرضیه های آمار، به کلاسیک رویکرد در
مجموعه های از استفاده با فرضیه ها صورت بندیِ که می شویم مواجه مواردی با مختلف، دلایل به عمل، در اما

کنید. توجه زیر مثال های به است. مناسب تر فازی

مستقل جامعۀ دو میانگین های مقایسۀ آزمون کاربردی، مسائل از بسیاری در رایج آزمون یک .١ . ١ مثال
کشاورزی: حوزۀ در یادگیری، میزان لحاظ از آموزش روش دو مقایسۀ تربیتی: علوم حوزۀ در مثلا است.
روش دو مقاومت مقایسۀ سازه: مهندسی حوزۀ در کشت، روش دو اساس بر گیاه نوع یک رشد مقایسۀ
بررسی است کافی بلکه نیست، نظر مورد میانگین ها دقیق برابریِ مسائل، این اغلب در بتن. فناوری
که است این طبیعی تر و مناسب تر لذا خیر؟ یا هستند برابر» «تقریباً جامعه دو میانگین های آیا که کنیم

فازی. پیشامد احتمال نیمن-پیرسون؛ لم کم-بیشینه؛ آزمون بیز؛ آزمون فازی؛ فرضیۀ کلیدی. کلمات و عبارات
ایران) ریاضی (انجمن ١٣٩۵ ©

۴٣



۴۴ فازی فرضیه های آزمون در بیشینه کم- و بیز پیرسون، - نیمن رویکردهای از ۴۴مقایسه ای فازی فرضیه های آزمون در بیشینه کم- و بیز پیرسون، - نیمن رویکردهای از ۴۴مقایسه ای فازی فرضیه های آزمون در بیشینه کم- و بیز پیرسون، - نیمن رویکردهای از مقایسه ای

شوند: تنظیم صورت این به آزمون مورد }فرضیه های
H̃٠ : هستند برابر تقریباً µ٢ و µ١
H̃١ : دارند بسیار تفاوت µ٢ و µ١

در و مدل سازی فازی مجموعه های اساس بر را بسیار» «تفاوت و برابر» «تقریباً مفاهیم می توانیم اینجا در
کنیم. استفاده آنها از فرضیه ها تنظیم

واژه های از آزمون، مورد فرضیه های صورت بندیِ برای که است واقعی تر و مناسب تر گاهی .١ . ٢ مثال
نهاد طرف از ادعایی کنید فرض مثال، برای کنیم. استفاده دقیق عددی مقدارهای ارائۀ به جای کلامی
مطرح هدف، به اصابت در تولیدی موشک های بودنِ خطا کم بر مبنی زمین، به زمین موشک یک سازندۀ
مثلا فرضیه  ها کنیم، اندازه گیری متر با را هدف به برخورد در خطا میانگین اگر مورد، این در است. شده

می شوند: بیان گونه }این
H٠ : µ ≤ ١٠٠
H١ : µ > ١٠٠

هرچه که است روشن اما است. هدف تا تولیدی موشک های اصابت محل فاصلۀ متوسط µ آن، در که
کند، اصابت دورتر هرچه و است بیشتر آن تخریب شدت و تأثیر کند، اصابت هدف به نزدیک تر موشک
زیر به صورت فازی مجموعه  های به کمک آزمون، مورد فرضیه های که است مناسب تر لذا دارد. کمتری تأثیر

است: شده استفاده بزرگ و کوچک واژه  های از ،١٠٠ دقیق عدد به جای آنها در که شوند }طراحی
H̃٠ : است کوچک µ

H̃١ : است بزرگ µ

از جدید وضعیت مطالعه، تحت سازوکار یا جامعه یک در که شویم مطمئن است کافی گاهی .١ . ٣ مثال
معقول تر فرضیه هایی فازی، فرضیه های موارد این در است. شده بهتر قبول قابل اندازه ا ی به قبلی وضعیت
٠/٢٠ حدوداً آن در خاص بیماری یک شیوع نرخ که بگیرید نظر در را جامعه ای مثلا هستند. طبیعی تر و
کم» «بسیار نسبت این آیا که کنیم بررسی می خواهیم همگانی، واکسیناسیون یک انجام از پس است. بوده
را کم» «بسیار و «٠/٢٠ «حدوداً کلامی واژه  های نخست که است طبیعی مورد، این در خیر. یا است شده

کنیم: آزمون را زیر فازی فرضیه های آن گاه و مدل سازی فازی مجموعۀ دو }با
H̃٠ : است ٠/٢٠ حدوداً θ

H̃١ : است کوچک بسیار θ
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بهتر بسا نیز موارد این در است. مبهم آن، به مربوط مشاهدات و بررسی مورد متغیر گاهی .۴ . ١ مثال
در شغلی» «رضایت مورد در بخواهیم اگر ًًًمثلا بگیریم. نظر در نادقیق را آزمون مورد فرضیه های که باشد
«رضایت داشت: خواهیم زیر به صورت (مشاهده هایی) داده هایی دهیم، انجام بررسی جامعه یک افراد میان
که است طبیعی تر مورد، این در .... کم»، خیلی «رضایت کم»، «رضایت زیاد»، نسبتاً «رضایت متوسط»،

فرضیۀ آزمون به جای ًًًمثلا بگیریم. نظر در فازی نیز را آزمون مورد فرضیه های
H : است ٨٢/۶ از بیشتر شغلی رضایت متوسط

که کنیم آزمون را فازی فرضیۀ این
H̃ : است زیاد نسبتاً شغلی رضایت متوسط

فازی، مجموعه های به صورت فرضیه ها تنظیم آنها در که هستند مسائلی از نمونه هایی بالا مثال های
مثال های آوردن از مقاله، نشدن طولانی به منظور است. بسیار مسائل دست این از است. مطلوب یا موجه
را نادقیق فرضیه های می توان چگونه که می دهیم توضیح نخست مقاله، این در می کنیم. چشم پوشی دیگر
و بررسی را فازی فرضیه های آزمون به رویکرد سه سپس و کرد صورت بندی فازی مجموعه های قالب در

می کنیم. مقایسه

تعریف ها و مفاهیم فازی: فرضیه های .٢
فرض ادامه در می کنیم. مرور فازی فرضیه های دربارۀ را مقدماتی رابطۀ و تعریف چند بخش، این در

است. بحث مورد پارامتر فضای Θ که می کنیم

H : Θ→ [٠, ١] آن، در که است «H̃ : است H تابع به صورت θ» به شکل فازی گزارۀ هر .٢ . ١ تعریف
خاص مقدار هر که دارد این بر دلالت است» H تابع به صورت θ» عبارت می شود. نامیده فازی فرضیۀ یک

است. پارامتر فضای به متعلق H(θ) درجۀ با ،θ مانند

یک گردد، بیان فازی مجموعۀ یک وسیلۀ به که جامعه مجهول پارامتر دربارۀ ادعا هر سخن، دیگر به
تعریف عضویت، تابع به جای نشانگر تابع جایگذاری با که کنید توجه .[١] است فازی (پارامتری) فرضیۀ
(غیرفازی)، معمولی فرضیه های بنابراین و می شود کلاسیک آمار در معمولی فرضیۀ تعریف به تبدیل فوق
یک می توان را H : θ = θ٠ غیرفازی فرضیۀ مثال، برای هستند. فازی فرضیه های از خاصی حالت

گرفت. نظر در I(θ = θ٠) عضویت تابع با فازی فرضیۀ



۴۶ فازی فرضیه های آزمون در بیشینه کم- و بیز پیرسون، - نیمن رویکردهای از ۴۶مقایسه ای فازی فرضیه های آزمون در بیشینه کم- و بیز پیرسون، - نیمن رویکردهای از ۴۶مقایسه ای فازی فرضیه های آزمون در بیشینه کم- و بیز پیرسون، - نیمن رویکردهای از مقایسه ای

به مبتلا که باشد گلستان استان در ساکن مرد بزرگسال افراد (مجهول) نسبت θ کنید فرض .٢ . ٢ مثال
است، شده درج ادامه در آنها به مربوط عضویت تابع که زیر فرضیه های از یک هر هستند. روده سرطان

ببینید): را ١ (شکل است θ مقدار مورد در فازی فرضیۀ یک
H̃١ : است) کم مبتلایان (نسبت است کوچک θ
H̃٢ : است) کم بسیار مبتلایان (نسبت است کوچک بسیار θ
H̃٣ : است ٠/١۵ تقریباً θ

H١(θ) =
{ ٠٫٣−θ٠٫٣ ٠ ≤ θ < ٠٫٣

٠ ٠٫٣ ≤ θ ≤ ١

H٢(θ) =


( ٠٫٣−θ٠٫٣

)۴ ٠ ≤ θ < ٠٫٣
٠ ٠٫٣ ≤ θ ≤ ١

H٣(θ) =


٠ ٠ ≤ θ < ٠٫١٠
θ−٠٫١٠٠٫٠۵ ٠٫١٠ ≤ θ < ٠٫١۵
٠٫٢٠−θ٠٫٠۵ ٠٫١۵ ≤ θ < ٠٫٢٠
٠ ٠٫٢٠ ≤ θ

بگیرید: نظر در را زیر فرضیه های مثال، همین }در
H٠ : است ٠/٢٠ مساوی یا کوچکتر θ
H١ : است ٠/٢٠ از بزرگتر θ

خاص حالت های را فرضیه ها این می توان البته و هستند (غیرفازی) دقیق فرضیه های بالا، فرضیۀ دو هر
ببینید): را ٢ (شکل گرفت نظر در زیر عضویت توابع با فازی فرضیه های از

H٠(θ) =
{ ١ ٠ ≤ θ ≤ ٠٫٢٠

٠ ٠٫٢٠ < θ ≤ ١ H١(θ) =
{ ٠ ٠ ≤ θ ≤ ٠٫٢٠

١ ٠٫٢٠ < θ ≤ ١

،CdNO٣ به آلوده خاک یک از تربچه گیاه ریشۀ توسط کادمیوم سمی عنصر جذب میزان .٢ . ٣ مثال
و پایس تحقیقات اساس بر است. شده گرفته نظر در کشاورزی تحقیق یک در تصادفی متغیر به عنوان
بازۀ در خشک) مادۀ کیلوگرم هر در میلی گرم (برحسب گیاه توسط کادمیوم جذب میزان اگر ،[١٣] بنتون
جذب میزان حداکثر همچنین است. گرفته صورت گیاه توسط ایده آلی جذب آن گاه باشد، [٠/٠۵, ٠/٢]
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٢ . ٢ مثال در فازی فرضیۀ سه عضویت توابع نمودار .١ شکل

(نمودار H١ و بالایی) (نمودار H٠ دقیق فرضیه های عضویت توابع نمودار .٢ شکل
٢ . ٢ مثال در پایینی)

ادعایی کنید فرض است. خشک مادۀ کیلوگرم هر در میلی گرم ٣ برابر تربچه گیاه برای کادمیوم قبول قابل



۴٨ فازی فرضیه های آزمون در بیشینه کم- و بیز پیرسون، - نیمن رویکردهای از ۴٨مقایسه ای فازی فرضیه های آزمون در بیشینه کم- و بیز پیرسون، - نیمن رویکردهای از ۴٨مقایسه ای فازی فرضیه های آزمون در بیشینه کم- و بیز پیرسون، - نیمن رویکردهای از مقایسه ای

کادمیوم جذب میانگین اینکه بر مبنی است شده مطرح گلخانه ای تحقیق یک در کاشته شده تربچه های دربارۀ
این سقم و صحت بررسی برای است. [١٣] بنتون و پایس توسط معرفی شده مناسب جذب بر منطبق (µ)

شده اند: صورت بندی زیر به شکل فرضیه ها }ادعا،
H̃٠ : است کم کادمیوم جذب میانگین
H̃١ : است زیاد کادمیوم جذب میانگین (٢ . ١)

به وسیلۀ به ترتیب «زیاد» و «کم» نادقیق مفاهیم اینجا در

H٠(µ) =


١ ٠ ≤ µ < ٠٫٢
٣−µ
٢٫٨ ٠٫٢ ≤ µ < ٣

٠ µ ≥ ٣
می توان است، سمی عنصری کادمیوم که آنجا از .(٣ (شکل شده اند مشخص H١(µ) = ١−H٠(µ) و

٢ . ٣ مثال در فازی فرضیه های عضویت توابع .٣ شکل

[٠, ٠/٢] اعداد عضویت میزان ،H٠(µ) معرفی در لذا و بوده مناسب تر گیاه برای آن کمتر جذب که کرد ادعا
داشته توجه ببینید). را ٣ (شکل است شده گرفته نظر در ١ برابر کادمیوم، مناسب جذب فازیِ مجموعۀ به

غیرفازی و معمولی فرضیه های از ادعا، این صورت بندی به منظورِ اگر که }باشید
H٠ : µ ≤ ٠/٢ + ٢/٨t
H١ : µ > ٠/٢ + ٢/٨t (٢ . ٢)

مطرح را زیادی H١ و H٠ فرضیه های می توان ٠ ≤ t ≤ ١ مختلف مقدارهای به ازای آن گاه کنیم، استفاده
فرضیه های آزمون نتایج شدن متناقض امکان و نمی شود یکسان جواب به منتهی آنها آزمون لزوماً که ساخت
میزان تعیین در موجود ابهام امر، این دلیل دارد. وجود t ∈ [٠, ١] مختلف مقدارهای به ازای (٢ . ٢) دقیق
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در دقیق صورت بندیِ قابلیت نیز آنها مبهم ادعای لذا و است بنتون و پایس توسط جذب مقدار مناسب
مسئله فازی، مجموعه  های به کمک می توان مشکل، این رفع برای بنابراین ندارد. را دقیق فرضیه های قالب
فرضیه های کارگیریِ به مزیت های از موضوع این کرد. صورت بندی (٢ . ١) فازی فرضیه های به وسیلۀ را

می آید. به شمار واقعی و کاربردی مسائل از برخی در فازی

تابع انتگرال و f(x; θ) احتمال چگالی تابع دارای X تصادفی متغیر کنید فرض ([٢٠]) .۴ . ٢ تعریف
نماد با را «H̃ فازی فرضیۀ تحت X وزنی احتمال چگالی «تابع باشد. متناهی H̃ فرضیۀ  عضویت

به صورت و می دهیم نشان  f(x; H̃)

f(x; H̃) =

∫
θ
H∗(θ)f(x; θ)dθ

از است عبارت ،H̃ فرضیۀ نرمال شدۀ عضویت تابع H∗ آن، در که می کنیم تعریف

H∗(θ) =
H(θ)∫

θ H(θ)dθ
.

می شود. استفاده مجموع یابی از انتگرال به جای گسسته حالت در

نیست، عضویت تابع یک لزوماً نرمال شده عضویت تابع پیوسته، حالت در که باشید داشته توجه
،H∗(θ) نرمال شده، عضویت تابع θها از برخی به ازای است ممکن آن گاه ،∫θ H(θ)dθ < ١ اگر زیرا

کند. اختیار یک از بزرگتر مقدارهایی
ثانیاً و است نامنفی f(x; H̃) اولا زیرا است، احتمال چگالی تابع یک f(x; H̃) ∫تابع

x
f(x; H̃)dx =

∫
x

∫
θ
H∗(θ)f(x; θ)dθdx

=

∫
θ
H∗(θ)

(∫
x
f(x; θ)dx

)
dθ

=

∫
θ
H∗(θ)dθ = ١.

.f(x;H) = f(x; θ٠) آن گاه باشد، «H : θ = θ٠» (غیرفازی) معمولی فرضیۀ H اگر به علاوه

فرضیۀ تحت A پیشامد احتمال صورت این در بگیرید. نظر در را ۴ . ٢ تعریف فرض های .۵ . ٢ تعریف
با H̃ فازی

PH̃(A) =

∫
θ
H∗(θ)Pθ(A)dθ



۵٠ فازی فرضیه های آزمون در بیشینه کم- و بیز پیرسون، - نیمن رویکردهای از ۵٠مقایسه ای فازی فرضیه های آزمون در بیشینه کم- و بیز پیرسون، - نیمن رویکردهای از ۵٠مقایسه ای فازی فرضیه های آزمون در بیشینه کم- و بیز پیرسون، - نیمن رویکردهای از مقایسه ای

می گیرد. قرار مجموع یابی انتگرال به جای گسسته، حالت در می شود. تعریف

داریم انتگرال گیری، ترتیب جابه جایی امکان فرض با که کنید دقت

∫
θ
H∗(θ)Pθ(A)dθ =

∫
θ
H∗(θ)

∫
A
f(x; θ)dxdθ

=

∫
A

∫
θ
H∗(θ)f(x; θ)dθdx

=

∫
A
f(x; H̃)dx.

متوسط را PH(A) می توان آن گاه باشد، متناهی Θ′ و «H : θ ∈ Θ′» غیرفازی و مرکب فرضیۀ H اگر
داریم حالت این در ۵ . ٢ تعریف بنابر زیرا دانست، θ ∈ Θ′ روی Pθ(A)

PH(A) =

∫
θ IΘ′(θ)Pθ(A)dθ∫

Θ′ dθ

=

∫
Θ′ Pθ(A)dθ∫

Θ′ dθ

= EΘ′Pθ(A)

در همچنین است. Θ′ مجموعۀ روی یکنواخت توزیع به نسبت ریاضی امید EΘ′ از منظور اینجا، در که
.PH(A) = Pθ٠(A) آن گاه باشد، «H : θ = θ٠» غیرفازی سادۀ فرضیه H اگر خاص تر حالت

فرض همچنین باشد. ٠/٧ واریانس و µ مجهول میانگین با نرمال توزیع دارای X کنید فرض .۶ . ٢ مثال
باشد: شده ارائه زیر عضویت تابع به وسیلۀ «۴ «تقریباً مفهوم کنید

H(µ) =


µ− ٢/۵

١/۵ ٢/۵ < µ ≤ ۴
۵/۵− µ

١/۵ ۴ < µ ≤ ۵/۵
٠ اگرنه
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است زیر به صورت «H̃ : µ ∼= ۴» فازی فرضیۀ تحت X وزنی احتمال چگالی تابع ،۴ . ٢ تعریف طبق
ببینید): را ۴ (شکل

f (x;µ ∼= ۴) =

∫
µ
H∗(µ)f(x;µ)dµ

=
٢
٣
∫
µ
H(µ)

١√١/۴πe
− (x−µ)٢

١/۴ dµ

=
٢

١√٣/۴π
∫ ۴

٢/۵
µ− ٢/۵

١/۵ e
− (x−µ)٢

١/۴ dµ

+
٢

١√٣/۴π
∫ ۵/۵

۴
۵/۵− µ

١/۵ e
− (x−µ)٢

١/۴ dµ , x ∈ R.

چگالی تابع و µ ∼= ۴ فازی فرضیۀ تحت نرمال وزنی احتمال چگالی تابع .۴ شکل
۶ . ٢ مثال در µ = ٣ فرضیۀ تحت نرمال احتمال

پیشامد این احتمال می توان مثلا ،X وزنی احتمال چگالی تابع به کمک و ۵ . ٢ تعریف اساس بر حال
محاسبه زیر به صورت «H̃ : µ ∼= ۴» فازی فرضیۀ تحت باشد ۵ و ۴/٢ اعداد بین X تصادفی متغیر را که



۵٢ فازی فرضیه های آزمون در بیشینه کم- و بیز پیرسون، - نیمن رویکردهای از ۵٢مقایسه ای فازی فرضیه های آزمون در بیشینه کم- و بیز پیرسون، - نیمن رویکردهای از ۵٢مقایسه ای فازی فرضیه های آزمون در بیشینه کم- و بیز پیرسون، - نیمن رویکردهای از مقایسه ای

کرد:
PH̃(۴/٢ < X < ۵) =

∫ ۵

۴٫٢
f(x; H̃) dx

=
٢

١√٣/۴π
∫ ۵

۴٫٢

∫ ۴

٢/۵
µ− ٢/۵

١/۵ e
− (x−µ)٢

١/۴ dµ dx

+
٢

١√٣/۴π
∫ ۵

۴٫٢

∫ ۵/۵

۴
۵/۵− µ

١/۵ e
− (x−µ)٢

١/۴ dµ dx

= ٠/٢۵۵
است. ۴ شکل در خاکستری ناحیۀ سطح با برابر که

نیمن-پیرسون آزمون .٣
مراجع اساس بر را فازی فرضیه های آزمون به مربوط تعریف های از برخی بخش، این ابتدای در
چگالی تابع با جامعه ای از تصادفی نمونه ای X = (X١, . . . , Xn) کنید فرض می کنیم. مرور [١٨ ،۶]
در که باشد مشاهده شده مقدارهای بردار x = (x١, . . . , xn) و f(xi; θ) احتمال جرم تابع یا احتمال

کنیم: آزمون را زیر فازی فرضیه های می خواهیم است. مجهول پارامتر θ ∈ Θ }آن،
H̃٠ : است H٠ تابع به صورت θ
H̃١ : است H١ تابع به صورت θ (٣ . ١)

ممکن مقدارهای مجموعۀ از (تابعی Φ تابع هر (٣ . ١) فازی فرضیه های آزمون مسئلۀ در .٣ . ١ تعریف
دهد، نشان را x مشاهده شدۀ مقدار به ازای H̃٠ رد احتمال Φ(x) به طوری که ([٠, ١] بازۀ به تصادفی نمونۀ

می شود. نامیده آزمون تابع یک

می نامیم. «Φ «آزمون به اختصار را باشد Φ(X) آن آزمون تابع که آزمونی پس، این از

به صورت Φ آزمون توان تابع .٣ . ٢ تعریف
βΦ(θ) = Pθ {d(X) = a١} = Eθ [Φ(X)]

است. H٠ رد معنی به d(X) = a١ آن، در که می شود تعریف

همچنین و باشد (٣ . ١) فازی فرضیه های آزمون برای آزمون تابع یک Φ(X) کنید فرض .٣ . ٣ تعریف
عبارت Φ آزمون اول نوع خطای ارتکاب احتمال .∫ΘH١(θ)dθ < ∞ و ∫ΘH٠(θ)dθ < ∞
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از است

αΦ = PH̃٠ {d(X) = a١}

=

∫
Θ
H∗٠ (θ)Pθ {d(X) = a١} dθ

=

∫
Θ
H∗٠ (θ)EθΦ(X)dθ

از است عبارت دوم، نوع خطای ارتکاب احتمال و

βΦ = PH̃١ {d(X) = a٠}

=

∫
Θ
H∗١ (θ)Pθ {d(X) = a٠} dθ

=

∫
Θ
H∗١ (θ) [١− EθΦ(X)] dθ.

می شود). استفاده انتگرال به جای مجموع یابی از گسسته، حالت (در

را αΦ آن گاه بنگریم، θ احتمال چگالی تابع به چشم را H̃٠ فازی فرضیۀ عضویتِ تابع به تسامح، اگر
حالت در کرد. بیان βΦ برای می توان را مشابه تفسیری نمود. تلقی EθΦ(X) وزنی میانگین می توان
به βΦ و αΦ دارد)، وجود معمولی نیمن-پیرسون لم در آنچه (مانند ساده مقابل در ساده فرضیۀ آزمون

می شوند. تبدیل معمولی دوم و اول نوع خطاهای ارتکاب احتمال

همچنین . αΦ ≤ α ∈ [٠, ١] اگر می نامیم α (معناداری) سطح در آزمون یک را Φ آزمون .۴ . ٣ تعریف
می گوییم. Φ آزمون اندازۀ را αΦ

سطح در آزمون هر به ازای اگر می نامیم α سطح در آزمون بهترین را Φ αی سطح در آزمون .۵ . ٣ تعریف
.βΦ ≤ βΦ∗ باشیم داشته ،Φ∗ αی

تصادفی نمونه ای X = (X١, . . . , Xn) کنید فرض .([١٨] تعمیم یافته نیمن-پیرسون (لم ۶ . ٣ قضیه
مقدارهای بردار x = (x١, . . . , xn) و f(xi; θ) احتمال جرم تابع یا احتمال چگالی تابع با جامعه ای از

فازی فرضیه های آزمون برای است. مجهول پارامتر θ ∈ Θ آن، در که باشد }مشاهده شده
H̃٠ : است H٠ تابع به صورت θ
H̃١ : است H١ تابع به صورت θ



۵۴ فازی فرضیه های آزمون در بیشینه کم- و بیز پیرسون، - نیمن رویکردهای از ۵۴مقایسه ای فازی فرضیه های آزمون در بیشینه کم- و بیز پیرسون، - نیمن رویکردهای از ۵۴مقایسه ای فازی فرضیه های آزمون در بیشینه کم- و بیز پیرسون، - نیمن رویکردهای از مقایسه ای

به صورت آزمون هر الف)

Φ(x) =

 ١
∫
Θ H١(θ)f(x;θ)dθ∫
Θ H٠(θ)f(x;θ)dθ > k

٠
∫
Θ H١(θ)f(x;θ)dθ∫
Θ H٠(θ)f(x;θ)dθ < k

(٣ . ٢)

آزمون ،k =∞ به ازای به علاوه است. خود اندازۀ در آزمون بهترین ،k ≥ ٠ هر برای

Φ(x) =

{ ١ ∫
ΘH٠(θ)f(x; θ)dθ = ٠

٠ ∫
ΘH٠(θ)f(x; θ)dθ > ٠ (٣ . ٣)

است. صفر اندازۀ در آزمون بهترین
.αΦ = α آن، در به طوری که دارد وجود (٣ . ٣) یا (٣ . ٢) به شکل آزمونی ٠ ≤ α ≤ ١ هر برای ب)

کم-بیشینه آزمون .۴
فرض .[١۶ ،١۵] می کنیم مرور به کوتاهی را تصمیم نظریۀ مقدماتی مفاهیم بخش، این ابتدای در
L(θ, a) تابع است. اعمال فضای A آن، در که باشد زیان تابع L(θ, a) : Θ × A → R کنیم
کنیم فرض نموده ایم. اتخاذ را a تصمیم ما و است θ پارامتر مقدار وقتی است زیان مقدار نشان دهندۀ
به صورت که را R : Θ × D → R+ ∪ {٠} تابع باشد. (A به Rn از (توابعی تصمیم توابع ردۀ D
رویکرد تعریف ها، این اساس بر می نامیم. ریسک تابع می شود، ,R(θتعریف d) = EθL(θ, d(X))

که می کند انتخاب گونه ای به را dm ∈ D تصمیم کم-بیشینه،
max

θ
R(θ, dm) ≤ max

θ
R(θ, d).

فرضیۀ آزمون مسئلۀ می شود. نامیده (مینیماکس) کم-بیشینه تصمیم وجود، صورت در تصمیمی، چنین
گرفت نظر در فوق بحث از خاص حالتی می توان را «H١ : θ = θ١» فرضیۀ مقابل در «H٠ : θ = θ٠»
این در بنابراین است. (H١ (پذیرش a١ و (H٠ (پذیرش a٠ عمل دو از متشکل اعمال فضای آن، در که

به صورت معمولا فرضیه آزمون مسئلۀ در نیز زیان تابع .Θ = {θ٠, θ١} و A = {a٠, a١} حالت،
L(H١, a) = C١ a = a٠, C١ > ٠
L(H٠, a) = C٠ a = a١, C٠ > ٠
L(H٠, a) = ٠ a = a٠
L(H١, a) = ٠ a = a١

(١ . ۴)

ارتکاب از ناشی زیان C١ و اول نوع خطای ارتکاب از ناشی زیان C٠ آن، در که می شود گرفته نظر در
است. دوم نوع خطای
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دو تنها از متشکل اعمال فضای که می گیریم نظر در را حالتی نیز فازی فرضیه های آزمون مسئلۀ در
به صورت θ» فازی فرضیۀ پذیرش نشان دهندۀ aj عمل ،j = ٠, ١ به ازای آن، در که است a١ و a٠ نقطۀ

است. دیگر) فرضیۀ رد (و «H̃j : است Hj تابع

فازی فرضیه های آزمون در .١ . ۴ }تعریف
H̃٠ : است H٠ تابع به صورت θ
H̃١ : است H١ تابع به صورت θ

d ∈ D هر به ازای اگر نامیم کم-بیشینه آزمون را Φm معادل، به طور یا و کم-بیشینه تصمیم را dm تصمیم
باشیم داشته

max
{
R(H̃٠, dm) , R(H̃١, dm)

}
≤ max

{
R(H̃٠, d) , R(H̃١, d)

}
.

چگالی تابع با جامعه ای از تصادفی نمونه ای X = (X١, . . . , Xn) کنید فرض .([١۴]) ٢ . ۴ قضیه
پارامتر θ ∈ Θ آن، در که باشد مشاهده شده مقدارهای بردار x = (x١, . . . , xn) و f(xi; θ) احتمال

فازی فرضیه های آزمون در است. }مجهول
H̃٠ : است H٠ تابع به صورت θ
H̃١ : است H١ تابع به صورت θ

زیان تابع داشتن نظر در با
L(H̃١, a) = C١ a = a٠, C١ > ٠
L(H̃٠, a) = C٠ a = a١, C٠ > ٠
L(H̃٠, a) = ٠ a = a٠
L(H̃١, a) = ٠ a = a١

(٢ . ۴)

آن، در که λ (x) ≥ k اگر تنها و اگر می کند رد را H̃٠ فازی فرضیۀ کم-بیشینه، آزمون

λ (x) =

∫
ΘH١(θ)f(x; θ)dθ∫
ΘH٠(θ)f(x; θ)dθ

(٣ . ۴)

که می شود انتخاب به گونه ای k ثابت مقدار و
C١ PH̃١

{∫
H١(θ)f(X; θ)dθ∫
H٠(θ)f(X; θ)dθ

< k

}
= C٠PH̃٠

{∫
H١(θ)f(X; θ)dθ∫
H٠(θ)f(X; θ)dθ

≥ k

}
. (۴ . ۴)



۵۶ فازی فرضیه های آزمون در بیشینه کم- و بیز پیرسون، - نیمن رویکردهای از ۵۶مقایسه ای فازی فرضیه های آزمون در بیشینه کم- و بیز پیرسون، - نیمن رویکردهای از ۵۶مقایسه ای فازی فرضیه های آزمون در بیشینه کم- و بیز پیرسون، - نیمن رویکردهای از مقایسه ای

را H̃٠ فازی فرضیۀ کم-بیشینه، آزمون ،C٠ = C١ = ١ که حالتی یعنی ،٠-١ زیان تحت .٣ . ۴ نتیجه
رابطۀ از k ثابت آن، در که λ (x) ≥ k اگر تنها و اگر می کند رد H̃١ مقابل در

PH̃١

{∫
H١(θ)f(X; θ)dθ∫
H٠(θ)f(X; θ)dθ

< k

}
= PH̃٠

{∫
H١(θ)f(X; θ)dθ∫
H٠(θ)f(X; θ)dθ

≥ k

}
,

می آید. به دست αΦ = βΦ رابطۀ یعنی

فرضیه های آزمون در (PH̃١{H̃٠ ({قبول دوم نوع خطای ارتکاب احتمال می توان ۶ . ٣ قضیۀ به کمک
قضیۀ در اما کرد. کمینه (PH̃١{H̃٠ ({رد اول نوع خطای ارتکاب احتمال بودنِ ثابت فرض با را فازی
و نمی شود گرفته نظر در فازی فرضیه های آزمون در PH̃٠ {d(X) = a١} برای αیی ثابت سطح ،٢ . ۴

مقدار دوم، و اول نوع خطای احتمالات کردنِ اختیار آزاد با کم-بیشینه آزمون عوض، در
max

{
R(H̃٠, d) , R(H̃١, d)

}
می سازد. کمینه را

نشانگر تابع های به جای H̃١ و H̃٠ فرضیه های عضویت توابع جانشینی ٢ . ۴ قضیۀ اصلی ایدۀ

H١(θ) =
{ ١ θ = θ١

٠ θ = θ٠
و H٠(θ) =

{ ١ θ = θ٠
٠ θ = θ١

داریم حالت این در ∫است.
Θ
H٠(θ)f(x; θ)dθ = f(x; θ٠),

∫
Θ
H١(θ)f(x; θ)dθ = f(x; θ١)

f(x;θ١)
f(x;θ٠) ≥ k اگر تنها و اگر می کند رد را H٠ فرضیۀ کم-بیشینه، آزمون ،٢ . ۴ قضیۀ به توجه با نتیجه در و

می آید به دست زیر رابطه از k ثابت آن، در که

C١ Pθ١

{
f(X; θ١)
f(X; θ٠)

< k

}
= C٠ Pθ٠

{
f(X; θ١)
f(X; θ٠)

≥ k

}
.

است، شده مطرح [١۶] از ۵٢١ صفحه در که ساده مقابل در ساده فرضیۀ برای کم-بیشینه آزمون بنابراین
است. ٢ . ۴ قضیۀ از خاص حالتی

و ،f(xi; θ) احتمال جرم تابع با جامعه ای از تصادفی نمونه ای X = (X١, . . . , Xn) کنیم فرض
آزمون های به محدود را خود اگر حالت این در باشد. مشاهده شده مقدارهای بردار x = (x١, . . . , xn)
این در کند. صدق (۴ . ۴) رابطۀ در که یافت نمی توان kیی حالت ها از بسیاری در آن گاه کنیم، غیرتصادفی
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در را آن باید و ندارد وجود غیرتصادفی آزمون های ردۀ در فازی فرضیه های برای کم-بیشینه آزمون موارد،
به شکل که تصادفی آزمون های ردۀ

Φ(x) =


١

∫
Θ H١(θ)f(x;θ)dθ∫
Θ H٠(θ)f(x;θ)dθ > k

δ
∫
Θ H١(θ)f(x;θ)dθ∫
Θ H٠(θ)f(x;θ)dθ = k

٠
∫
Θ H١(θ)f(x;θ)dθ∫
Θ H٠(θ)f(x;θ)dθ < k

(۵ . ۴)

رابطۀ در که شود یافت گونه ای به k باید حالت این در ،٢ . ۴ قضیۀ به توجه با لذا کرد. جستجو هستند،
RRand(H̃٠, k) = RRand(H̃١, k)

ریسک برحسب می توان را (۵ . ۴) تصادفی آزمون ریسک اخیر، رابطۀ در که باشید داشته توجه کند. صدق
کرد: محاسبه زیر به صورت

∫
Θ H١(θ)f(x;θ)dθ∫
Θ H٠(θ)f(x;θ)dθ ≥ k بحرانی ناحیۀ با غیرتصادفی آزمون

RRand(H̃, k) = EθL(H̃, dm(X))

= L(H̃, a٠) PH̃١ {dm(X) = a٠}+ L(H̃, a١) PH̃٠ {dm(X) = a١}

=

{ R(H̃١, k) + (١− δ)
(
R(H̃١, k̄)−R(H̃١, k)

)
H̃١ فرضیۀ تحت

R(H̃٠, k̄) + δ
(
R(H̃٠, k)−R(H̃٠, k̄)

)
H̃٠ فرضیۀ تحت

است. k از بعد
∫
Θ H١(θ)f(x;θ)dθ∫
Θ H٠(θ)f(x;θ)dθ تغییرات دنبالۀ عضو (کوچکترین) اولین k̄ آن، در که

بیز آزمون .۵
جرم تابع یا احتمال چگالی تابع با جامعه ای از تصادفی نمونه ای X = (X١, . . . , Xn) کنیم فرض
π(θ) پیشین چگالی تابع دارای θ ∈ Θ و x = (x١, . . . , xn) مشاهدات بردار با f(xi; θ) احتمال

فازی فرضیه های برای را بیز آزمون بحرانی ناحیۀ [١٩] بهبودیان و طاهری }باشد.
H̃٠ : است H٠ تابع به صورت θ
H̃١ : است H١ تابع به صورت θ

به صورت ٠-١ زیان تابع ∫تحت
Θ
H٠(θ)π(θ|x)dθ ≤

∫
Θ
H١(θ)π(θ|x)dθ

تابع تحت بیز آزمون این می باشد. مشاهدات شرط به θ پسین توزیع π(θ|x) آن، در که نمودند معرفی
است: تعمیم قابل نیز (٢ . ۴) زیان



۵٨ فازی فرضیه های آزمون در بیشینه کم- و بیز پیرسون، - نیمن رویکردهای از ۵٨مقایسه ای فازی فرضیه های آزمون در بیشینه کم- و بیز پیرسون، - نیمن رویکردهای از ۵٨مقایسه ای فازی فرضیه های آزمون در بیشینه کم- و بیز پیرسون، - نیمن رویکردهای از مقایسه ای

رد H̃١ فازی فرضیۀ مقابل در را H̃٠ فازی فرضیۀ (٢ . ۴) زیان تابع تحت بیز آزمون یک .١ . ۵ تعریف
اگر تنها و اگر می کند

C٠
∫
Θ
H٠(θ)π(θ|x)dθ ≤ C١

∫
Θ
H١(θ)π(θ|x)dθ. (١ . ۵)

اگر تنها و اگر می کند رد H̃١ فازی فرضیۀ مقابل در را H̃٠ فازی فرضیۀ بیز آزمون ،١ . ۵ تعریف بنابر
یعنی دوم، نوع خطای ارتکاب زیان به اول نوع خطای ارتکاب زیان نسبت از بیشتر

∫
Θ H١(θ)π(θ|x)dθ∫
Θ H٠(θ)π(θ|x)dθ

حالت در بیز آزمون تعریف با معادل ١ . ۵ تعریف ،C٠ = C١ = ١ خاص حالت در بنابراین باشد. C٠
C١

.(۴٠ صفحه ،[١٩]) می شود ٠-١ زیان تابع تحت فازی فرضیه های
به صورت فرضیه ها عضویت توابع ،«H١ : θ ∈ Θ١» مقابل در «H٠ : θ ∈ Θ٠» فرضیۀ آزمون در

H٠(θ) =
{ ١ θ ∈ Θ٠

٠ اگرنه و H١(θ) =
{ ١ θ ∈ Θ١

٠ اگرنه
گرفت نتیجه می توان بنابراین و می شوند ∫تعریف

Θ
H٠(θ)π(θ|x)dθ =

∫
Θ٠

π(θ|x)dθ = P (θ ∈ Θ٠|x)

∫و
Θ
H١(θ)π(θ|x)dθ =

∫
Θ١

π(θ|x)dθ = P (θ ∈ Θ١|x)

بیز، روش به معمولی فرضیه های آزمون همانند نتیجه در .Θ٠ ∩Θ١ = ∅ و Θ = Θ٠ ∪Θ١ آن، در که
به صورت بیز آزمون این رد ناحیۀ

C٠P (θ ∈ Θ٠|x) ≤ C١P (θ ∈ Θ١|x) (٢ . ۵)

ببینید). را [٨] از ١۶۴ (صفحه است

کشاورزی در کاربردی مثال .۶
سمپاشی به نسبت می خواهد آفت، یک گسترش امکان به توجه با کشاورزی محقق یک کنید فرض
می شوند آفت دچار که گیاهانی نسبت معمولی، حالت در کند. تصمیم گیری مزرعه یک سمپاشی عدم یا
٠/٣٠ حدود به نسبت این محیطی، مسائل به دلیل که دارد وجود احتمال این که حالی در است، ٠/١٠ حدود
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فازی فرضیه های آزمون او تمایل بنابراین باشد. یافته }افزایش
H̃٠ : p ∼= ٠/١٠ است) ٠/١٠ تقریباً p)
H̃١ : p ∼= ٠/٣٠ است) ٠/٣٠ تقریباً p)

می شوند تعریف زیر عضویت توابع به وسیلۀ به ترتیب ٠/٣٠ تقریباً و ٠/١٠ تقریباً فازی مفاهیم است که
:(۵ (شکل

H٠(p) =


١٠p ٠ ≤ p < ٠/١
٢− ١٠p ٠/١ ≤ p < ٠/٢
٠ اگرنه

,H١(p) =


١٠p− ٢ ٠/٢ ≤ p < ٠/٣
۴− ١٠p ٠/٣ ≤ p < ٠/۴
٠ اگرنه

کنیم فرض اگر دارند. آفت گیاه ۴ که می شود متوجه و می کند بررسی را گیاه ٢٢ شامل نمونه ای وی
با برنولی توزیع دارای تصادفی نمونۀ در i = ١, . . . , ٢٢ به ازای Xi هم از مستقل تصادفی متغیر های
n = ٢٢ پارامترهای با دوجمله ای توزیع دارای S =

∑٢٢
i=١ Xi آمارۀ آن گاه است، p موفقیت احتمال

.∑٢٢
i=١ xi = ۴ با است برابر آن شدۀ مشاهده مقدار و بود خواهد p و

کاربردی مثال در H̃١ و H̃٠ فازی فرضیه  های عضویت توابع .۵ شکل

آزمون ،۶ . ٣ قضیۀ طبق آزمون، آمارۀ توزیع بودن گسسته به توجه با نیمن-پیرسون: آزمون الف)

Φ(x) =


١

∫
H١(p)f(x;p)dp∫
H٠(p)f(x;p)dp > k

δ
∫
H١(p)f(x;p)dp∫
H٠(p)f(x;p)dp = k

٠
∫
H١(p)f(x;p)dp∫
H٠(p)f(x;p)dp < k

(١ . ۶)



۶٠ فازی فرضیه های آزمون در بیشینه کم- و بیز پیرسون، - نیمن رویکردهای از ۶٠مقایسه ای فازی فرضیه های آزمون در بیشینه کم- و بیز پیرسون، - نیمن رویکردهای از ۶٠مقایسه ای فازی فرضیه های آزمون در بیشینه کم- و بیز پیرسون، - نیمن رویکردهای از مقایسه ای

αΦ = ٠/١٠ رابطۀ از δ(x) و k ثابت مقدارهای آن، در که است α = ٠/١٠ سطح در آزمون پرتوان ترین
٢٢∑است

i=١ xi آمارۀ از صعودی اکیداً تابعی
∫
H١(p)f(x;p)dp∫
H٠(p)f(x;p)dp ،١ جدول نتایج طبق می آیند. دست به

کرد: بازنویسی زیر به صورت را آزمون پرتوان ترین می توان لذا و

Φ(x) =


١ ∑٢٢

i=١ xi > k

δ
∑٢٢

i=١ xi = k

٠ ∑٢٢
i=١ xi < k.

(٢ . ۶)

با است برابر αΦ ،٣ . ٣ تعریف به توجه با طرفی، از
Pp∼=٠/١٠ {d(X) = a١}

=

∫
H∗٠ (p) Pp (d(X) = a١) dp

= ١٠
∫ ١

٠
H٠(p)

{
Pp

( ٢٢∑
i=١

Xi > k

)
+ δPp

( ٢٢∑
i=١

Xi = k

)}
dp

= ١٠
∫ ٠/١٠

٠
١٠p
{( ٢٢∑

s=k+١

(٢٢
s

)
ps(١− p)٢٢−s

)
+ δ

(٢٢
k

)
pk(١− p)٢٢−k

}
dp

+ ١٠
∫ ٠/٢٠

٠/١٠
(٢− ١٠p)

{( ٢٢∑
s=k+١

(٢٢
s

)
ps(١− p)٢٢−s

)
+ δ

(٢٢
k

)
pk(١− p)٢٢−k

}
dp.

αΦ|δ=٠ نماد با ۴ جدول در و شده محاسبه δ = ٠ به ازای k محتمل مقدارهای همۀ برای αΦ مقادیر
در و k = ۴ که گرفت نتیجه می توان جدول، این دوم و اول ستون های به توجه با است. شده  داده نشان

تک مجهولی رابطۀ از δ ثابت عدد نتیجه
٠/١٠ = ٠/٠٩۵ + ١٠δ

{∫ ٠/١٠
٠ ١٠p (٢٢۴

)
p۴(١− p)١٨dp

+
∫ ٠/٢٠

٠/١٠ (٢− ١٠p) (٢٢۴
)
p۴(١− p)١٨dp

}
تصادفی آزمون کاربردی، مثالِ این در پس می گردد. محاسبه ٠/٠۴۶ با برابر

Φ(x) =


١ ∑٢٢

i=١ xi > ۴
٠/٠۴۶ ∑٢٢

i=١ xi = ۴
٠ ∑٢٢

i=١ xi < ۴
آزمون، پرتوان ترین ،∑٢٢

i=١ xi = ۴ مشاهدۀ اساس بر نتیجه در است. ٠/١٠ سطح در آزمون پرتوان ترین
می پذیرد. ٠/٩۵۴ احتمال با و رد ٠/٠۴۶ احتمال با را H̃٠ فازی فرضیۀ
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و آزمون پرتوان ترین یافتن برای
∫
H١(p)f(x;p)dp∫
H٠(p)f(x;p)dp عددی مقدارهای .١ جدول

مقدارهای به ازای بیز آزمون یافتن برای
∫
H١(p)π(p|x)dp∫
H٠(p)π(p|x)dp عددی مقدارهای همچنین

کاربردی: مثال ٢٢∑در
i=١ xi مختلف

∫ ١
٠ H١(p)π(p|x)dp∫ ١
٠ H٠(p)π(p|x)dp

∫ ١
٠ H١(p)f(x;p)dp∫ ١
٠ H٠(p)f(x;p)dp

∑٢٢
i=١ xi

٠/٠٠٧ ٠/٠٠۵ ٠
٠/٠٢٨ ٠/٠٢۵ ١
٠/٠٩۶ ٠/٠٩٧ ٢
٠/٢٨ ٠/٣٢٣ ٣
٠/٨٠ ٠/٩٣٢ ۴
٢/٠٩ ٢/۴٩ ۵
۵/٢۶ ۶/۴٨ ۶
١٢/٩ ١۶/٧ ٧
٣١/٠ ۴٣/٩ ٨
٧۴/٣ ١١۶ ٩
١٧٧ ٣١۶ ١٠
۴٢٣ ٨٧۶ ١١

١/٠١× ١٠٣ ٢۴۶۶ ١٢
٢/۴۶× ١٠٣ ٧٠۴٩ ١٣
١/٣١× ١٠۴ ٢/٠۴× ١٠۴ ١۴
٣/٨۵× ١٠۴ ۵/٩۶× ١٠۴ ١۵
١/١۵× ١٠۵ ۴١/٧۶× ١٠۵ ١۶
٣/۵١× ١٠۵ ۵/٢٣× ١٠۵ ١٧
١/٠٩× ١٠۶ ١/۵۶× ١٠۶ ١٨
٣/۴۴× ١٠۶ ۴/۶٨× ١٠۶ ١٩
١/٠٧× ١٠٧ ١/۴١× ١٠٧ ٢٠
٢/۶٢× ١٠٧ ۴/٢۵× ١٠٧ ٢١
٧/٩٢× ١٠٧ ١/٢٨× ١٠٨ ٢٢



۶٢ فازی فرضیه های آزمون در بیشینه کم- و بیز پیرسون، - نیمن رویکردهای از ۶٢مقایسه ای فازی فرضیه های آزمون در بیشینه کم- و بیز پیرسون، - نیمن رویکردهای از ۶٢مقایسه ای فازی فرضیه های آزمون در بیشینه کم- و بیز پیرسون، - نیمن رویکردهای از مقایسه ای

هزینۀ و پولی واحد ١٠ برابر سمپاشی هزینۀ کنید فرض فوق، فرض های بر علاوه کم-بیشینه: آزمون ب)
بنابراین باشد. پولی واحد ۶٠ معادل باشد، کرده پیدا شیوع آفت که حالی در سمپاشی عدم از ناشی (زیان)

گرفت. نظر در پولی واحد برحسب ٢ جدول همانند می توان را مالی زیان تابع

پولی واحد برحسب سمپاشی عدم یا و سمپاشی برای مالی زیان تابع .٢ جدول
:(L∗(θ, a))

طبیعت حالت عمل
٠/١٠ حدود آفت ٠/٣٠ حدود آفت

٠ ۶٠ سمپاشی عدم
١٠ ١٠ سمپاشی

حالت ولی شود. سمپاشی مزرعه که است آن حالت بهترین باشد، ٠/٣٠ حدودا آفت شیوع نسبت اگر
برابر کشاورز زیان صورت، این در که نشود سمپاشی مزرعه آفت، ٠/٣٠ حدودا وجود با که است آن دوم
از بیشتر واحد ۵٠ کشاورز زیان دوم، حالت در که درمی یابیم حالت دو این مقایسۀ از بود. خواهد واحد ۶٠
تابع شد، مطرح آنچه به توجه با خورد. خواهد را پولی واحد ۵٠ تأسف و افسوس تنها و است اول حالت
نسبت زیان ها تمامی طبیعت، حالت هر به ازای که مناسب تر است و داشته تصحیح به نیاز ٢ جدول زیان

فرمول به وسیلۀ ،٢ جدول به توجه با لذا گردند. مقایسه زیان (کمترین) بهترین به

L(θ, a) = L∗(θ, a)− inf
a∈A
L∗(θ, a)

یا و [١۵] از ١١٣ صفحه به بیشتر توضیحات (برای است شده درج ٣ جدول در تصحیح شده زیان تابع
در شده مطرح زیان می توان کم-بیشینه، تصمیم گیریِ برای بنابراین کنید). مراجعه [٨] از ٣٧۶ صفحه

کرد: بازنویسی زیر به صورت را ٣ جدول

L(H̃٠, a٠) = ٠, L(H̃٠, a١) = ١٠,
L(H̃١, a٠) = ۵٠, L(H̃١, a١) = ٠. (٣ . ۶)
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پولی: واحد برحسب سمپاشی عدم یا و سمپاشی برای مالی تصحیح شدۀ زیان تابع .٣ جدول

طبیعت حالت تصمیم
(H̃٠) ٠/١٠ حدود آفت (H̃١) ٠/٣٠ حدود آفت

٠ ۵٠ (a٠) سمپاشی عدم
١٠ ٠ (a١) سمپاشی

با است، شده مطرح (۵ . ۴) به صورت کم-بیشینه آزمون بحرانی ناحیۀ اگرچه که باشید داشته توجه
آزمون معادل آزمون این ،∑٢٢

i=١ xi به نسبت
∫
H١(p)f(x;p)dp∫
H٠(p)f(x;p)dp بودنِ صعودی اکیداً به توجه

Φm(x) =


١ ∑٢٢

i=١ xi > k

δ
∑٢٢

i=١ xi = k

٠ ∑٢٢
i=١ xi < k

(۴ . ۶)

لذا و است {٠, ١, . . . , ٢٢} ٢٢∑مجموعۀ
i=١ Xi گسستۀ تصادفی متغیر تغییرات دامنۀ طرفی، از است.

R(H̃٠, k) = R(H̃١, k) در که یافت دامنه این در kیی نمی توان است مشهود ۴ جدول در که همان طور
است H̃١ و H̃٠ فازی فرضیه های تحت غیرتصادفی آزمون ریسک مقدارهای حاوی ۴ جدول کند. صدق

می شوند: محاسبه k برحسب زیر به صورت C١ = ۵٠ و C٠ = ١٠ مقدارهای داشتن نظر در با که

R(H̃٠, k) = C٠Pp∼=٠/١٠

( ٢٢∑
i=١

Xi ≥ k

)

= ١٠C٠
∫ ١

٠
H٠(p)Pp

( ٢٢∑
i=١

Xi ≥ k

)
dp

= ١٠٢
∫ ٠/١٠

٠
١٠p
( ٢٢∑

s=k

(٢٢
s

)
ps(١− p)٢٢−s

)
dp

+ ١٠٢
∫ ٠/٢٠

٠/١٠
(٢− ١٠p)

( ٢٢∑
s=k

(٢٢
s

)
ps(١− p)٢٢−s

)
dp



۶۴ فازی فرضیه های آزمون در بیشینه کم- و بیز پیرسون، - نیمن رویکردهای از ۶۴مقایسه ای فازی فرضیه های آزمون در بیشینه کم- و بیز پیرسون، - نیمن رویکردهای از ۶۴مقایسه ای فازی فرضیه های آزمون در بیشینه کم- و بیز پیرسون، - نیمن رویکردهای از مقایسه ای

و

R(H̃١, k) = C١Pp∼=٠/٣٠

( ٢٢∑
i=١

Xi < k

)

= ١٠C١
∫ ١

٠
H١(p)Pp

( ٢٢∑
i=١

Xi < k

)
dp

=۵٠٠
∫ ٠/٣٠

٠/٢٠
(١٠p− ٢)

(
k−١∑
s=٠

(٢٢
s

)
ps(١− p)٢٢−s

)
dp

+۵٠٠
∫ ٠/۴٠

٠/٣٠
(۴− ١٠p)

(
k−١∑
s=٠

(٢٢
s

)
ps(١− p)٢٢−s

)
dp.

تحت نیز را تصادفی آزمون ریسک می توان ،C١ = ۵٠ و C٠ = ١٠ مقدارهای به توجه با مشابه به طور
کرد: محاسبه زیر به صورت k برحسب H̃١ و H̃٠ فازی فرضیه های

RRand(H̃٠, k) = C٠

{
Pp∼=٠/١٠

( ٢٢∑
i=١

Xi > k

)
+ δPp∼=٠/١٠

( ٢٢∑
i=١

Xi = k

)}

= ١٠٢
∫ ٠/١٠

٠
١٠p
{( ٢٢∑

s=k+١

(٢٢
s

)
ps(١− p)٢٢−s

)
+ δ

(٢٢
k

)
pk(١− p)٢٢−k

}
dp

+ ١٠٢
∫ ٠/٢٠

٠/١٠
(٢− ١٠p)

{( ٢٢∑
s=k+١

(٢٢
s

)
ps(١− p)٢٢−s

)
+ δ

(٢٢
k

)
pk(١− p)٢٢−k

}
dp

و

RRand(H̃١, k) = C١

{
Pp∼=٠/٣٠

( ٢٢∑
i=١

Xi < k

)
+ (١− δ)Pp∼=٠/٣٠

( ٢٢∑
i=١

Xi = k

)}

=۵٠٠
∫ ٠/٣٠

٠/٢٠
(١٠p− ٢)

{(
k−١∑
s=٠

(٢٢
s

)
ps(١− p)٢٢−s

)
+ (١− δ)

(٢٢
k

)
pk(١− p)٢٢−k

}
dp

+۵٠٠
∫ ٠/۴٠

٠/٣٠
(۴− ١٠p)

{(
k−١∑
s=٠

(٢٢
s

)
ps(١− p)٢٢−s

)
+ (١− δ)

(٢٢
k

)
pk(١− p)٢٢−k

}
dp.

رابطۀ دو در که آورد به دست آن تغییرات دامنۀ از گونه ای به را k مقدار باید اکنون

R(H̃٠, k) > R(H̃١, k) و R(H̃٠, k + ١) < R(H̃١, k + ١)
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که می شود نتیجه سپس و می آید به دست k = ٣ ابتدا ،۴ جدول اطلاعات اساس بر کند. صدق

Φm(x) =


١ ∑٢٢

i=١ xi > ٣
δ

∑٢٢
i=١ xi = ٣

٠ ∑٢٢
i=١ xi < ٣

رابطۀ از δ ثابت عدد آن، در و است کم-بیشینه تصادفی آزمون تابع

R(H̃٠, ۴) + δ
(
R(H̃٠, ٣)−R(H̃٠, ۴)

)
= R(H̃١, ٣) + (١− δ)

(
R(H̃١, ۴)−R(H̃١, ٣)

)
به صورت ۴ جدول اطلاعات به کمک می توان را اخیر رابطۀ می آید. به دست

٢/٠۴ + δ (٣/٨٠− ٢/٠۴) = ١/۴۶ + (١− δ) (۴/٢۵− ١/۴۶))

تصادفی آزمون ،(٣ . ۶) زیان تابع داشتن نظر در با بنابراین .δ = ٠/۴٨۶ نتیجه در و کرد بازنویسی
به صورت کم-بیشینه

Φm(x) =


١ ∑٢٢

i=١ xi > ٣
٠/۴٨۶ ∑٢٢

i=١ xi = ٣
٠ ∑٢٢

i=١ xi < ٣

فازی فرضیۀ مقابل در H̃٠ فازی فرضیۀ ،(٣.۶) زیان تابع ،∑٢٢
i=١ xi = ۴ مشاهدۀ اساس بر لذا و است

می گردد. رد کاربردی مثالِ این در H̃١
موجود شواهد طبق بتوانیم کنید فرض (ب)، بند زیان تابع و بالا فرض های علاوه بر اکنون بیز: آزمون ج)
٠ ≤ p ≤ ١ به ازای یعنی بگیریم، نظر در p برای را Beta(٢, ۶) پیشین توزیع کارشناسان، نظرات و

می نویسیم پسین، توزیع محاسبۀ برای ببینید). را ۶ (شکل π(p) = ۴٢p(١− p)۵ داریم

π(p|x) ∝ π(p) f(x|p)

=
(۴٢p(١− p)۵) (p∑٢٢

i=١ xi(١− p)٢٢∑−٢٢
i=١ xi

)
∝ p٢٢∑+١

i=١ xi(١− p)٢٢∑−٢٧
i=١ xi

.p|x ∼ Beta(٢ +
∑٢٢

i=١ xi, ٢٢∑−٢٨
i=١ xi) بنابراین و



۶۶ فازی فرضیه های آزمون در بیشینه کم- و بیز پیرسون، - نیمن رویکردهای از ۶۶مقایسه ای فازی فرضیه های آزمون در بیشینه کم- و بیز پیرسون، - نیمن رویکردهای از ۶۶مقایسه ای فازی فرضیه های آزمون در بیشینه کم- و بیز پیرسون، - نیمن رویکردهای از مقایسه ای

و تصادفی آزمون پرتوان ترین یافتن برای δ = ٠ به ازای αΦ مقادیر .۴ جدول
کم-بیشینه تصادفی آزمون یافتن ,R(H̃١برای k) ,R(H̃٠و k)مقدارهای همچنین

:k محتمل مقدارهای همۀ برای

R(H̃١, k) R(H̃٠, k) αΦ|δ=٠ k

٠ ١٠ ١ ٠
٠/٠٣٩ ٨/۴۶ ٠/٨۴۶ ١
٠/٣٣٩ ۶/١٢ ٠/۶١٢ ٢
١/۴۶ ٣/٨٠ ٠/٣٨٠ ٣
۴/٢۵ ٢/٠۴ ٠/٢٠۴ ۴
٩/٣٠ ٠/٩۵ ٠/٠٩۵ ۵
١۶/۵ ٠/٣٩ ٠/٠٣٩ ۶
٢۴/٩ ٠/١٣ ٠/٠١٣ ٧
٣٣/٠ ۴/٣۶× ٢−١٠ ۴/٣۶× ٣−١٠ ٨
٣٩/٧ ١/١٩× ٢−١٠ ١/١٩× ٣−١٠ ٩
۴۴/۵ ٢/٨۴× ٣−١٠ ٢/٨۴× ١٠−۴ ١٠
۴٧/۴ ۴/١٢× ٣−١٠ ۴/١٢× ١٠−۴ ١١
۴٨/٩ ۶/۴٢× ١٠−۵ ۶/۴٢× ١٠−۶ ١٢
۴٩/۶ ٨/۴٧× ١٠−۶ ٨/۴٧× ٧−١٠ ١٣
۴٩/٨ ٩/٣٩× ٧−١٠ ٩/٣٩× ٨−١٠ ١۴
۴٩/٩ ٨/۶۶× ٨−١٠ ٨/۶۶× ٩−١٠ ١۵
≃ ۵٠ ۶/۵٧× ٩−١٠ ۶/۵٧× ١٠−١٠ ١۶
≃ ۵٠ ۴/٠٣× ١٠−١٠ ۴/٠٣× ١١−١٠ ١٧
≃ ۵٠ ١/٩۵× ١١−١٠ ١/٩۵× ١٢−١٠ ١٨
≃ ۵٠ ٧/١٧× ١٣−١٠ ٧/١٧× ١−١٠۴ ١٩
≃ ۵٠ ١/٨٨× ١−١٠۴ ١/٨٨× ١−١٠۵ ٢٠
≃ ۵٠ ٣/٧٠× ١−١٠۶ ٣/٧٠× ١٧−١٠ ٢١
≃ ۵٠ ≃ ٠ ≃ ٠ ٢٢
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کاربردی مثال در p پیشین عنوان به Beta(٢, ۶) احتمال چگالی تابع .۶ شکل

به دست زیر به صورت بیز آزمون ،C٠
C١ = ١٠۶٠ = ٠/١۶٧ مقدار به توجه با و ١ . ۵ تعریف اساس بر

می آید:

ΦB(x) =

 ١
∫
H١(p)π(p|x)dp∫
H٠(p)π(p|x)dp ≥ ٠/١۶٧

٠
∫
H١(p)π(p|x)dp∫
H٠(p)π(p|x)dp < ٠/١۶٧.

نتیجه در و است ∑٢٢
i=١ xi آمارۀ از صعودی اکیداً تابعی

∫
H١(p)π(p|x)dp∫
H٠(p)π(p|x)dp ،١ جدول نتایج اساس بر

آزمونِ معادل فوق آزمون

ΦB(x) =

{ ١ ∑٢٢
i=١ xi ≥ ٣

٠ ∑٢٢
i=١ xi < ٣

مقدار همچنین و Beta(٢, ۶) پیشین چگالی و (٣.۶) زیان تابع بردنِ به کار با بنابراین بود. خواهد
فازی فرضیۀ مقابل در را H̃٠ فازی فرضیۀ بیز آزمون کاربردی، مثال این ٢٢∑در

i=١ xi = ۴ شدۀ مشاهده
می کند. رد H̃١

آینده کارهای و نتیجه گیری .٧
بر مبتنی فازی فرضیه های آزمون برای مقاله این در که بیز و کم-بیشینه نیمن-پیرسون، رویکرد سه
پرتوان ترین [٧] آرنولد است. زمینه این در دیگر تحقیقات از برخی با مقایسه قابل شد، مطرح دقیق داده های
،٣ بخش نیمن-پیرسونی رویکرد با متفاوت گونه ای به را دقیق) داده های (با فازی فرضیه های برای آزمون



۶٨ فازی فرضیه های آزمون در بیشینه کم- و بیز پیرسون، - نیمن رویکردهای از ۶٨مقایسه ای فازی فرضیه های آزمون در بیشینه کم- و بیز پیرسون، - نیمن رویکردهای از ۶٨مقایسه ای فازی فرضیه های آزمون در بیشینه کم- و بیز پیرسون، - نیمن رویکردهای از مقایسه ای

با را دوم و اول نوع خطاهای احتمال وی کرده است. معرفی
αΦ = sup

{θ∈Θ:H٠(θ)>H١(θ)}
{(H٠(θ)−H١(θ))Φ(t, θ)}

و

βΦ = sup
{θ∈Θ:H٠(θ)<H١(θ)}

{(H١(θ)−H٠(θ)) (١− Φ(t, θ))}

احتمال برای او تعمیم لذا است. T آزمون آمارۀ اساس بر توان تابع Φ(t, θ) آن، در که می کند تعریف
که حالی در است، فازی فرضیه های عضویت توابع اختلاف سوپریمم بر مبتنی دوم و اول نوع خطاهای
در شده مطرح رویکرد است. فازی پیشامدهای وزنی احتمال بر مبتنی مقاله این در شده مطرح تعمیم
آنها زیرا است، متفاوت [٩] همکاران و کازالس کار با کم-بیشینه آزمون تعمیم برای مقاله این از ۴ بخش
مقاله این در ما ولی کردند معرفی فازی داده های بر مبتنی غیرفازی فرضیه های برای را کم-بیشینه آزمون
داده ایم. قرار بررسی مورد غیرفازی داده های بر مبتنی فازی فرضیه های برای را کم-بیشینه آزمون مسئلۀ
فرضیه های آزمون برای ۵ بخش در آنچه به نسبت را متفاوتی بیزی روش نیز [١٠] همکاران و دلگادو
آزمون در کردند. ارائه غیرفازی، مسائل از خانواده ای به فازی مسئلۀ تجزیۀ بر مبتنی شد، مطرح فازی
آزمون های بحرانی ناحیه های شد، بررسی حاضر مقالۀ در که معمولی، داده های اساس بر فازی فرضیه های

به صورت (α معناداری سطح (در نیمن-پیرسون و ∫کم-بیشینه
ΘH١(θ)f(x; θ)dθ∫
ΘH٠(θ)f(x; θ)dθ

≥ k

رابطه های از به ترتیب k ثابت مقدار آن، در که است
C١ PH̃١{H̃٠ {قبول = C٠ PH̃٠{H̃٠ {رد

به صورت بیز، آزمون بحرانی ناحیۀ دیگر، سوی از می شوند. محاسبه PH̃٠{H̃٠ {رد = α ∫و
ΘH١(θ)π(θ)f(x; θ)dθ∫
ΘH٠(θ)π(θ)f(x; θ)dθ

≥ k

معرفی و محاسبه (٢ . ۴) زیان تابع بر مبتنی بیز و کم-بیشینه آزمون های مقاله، این در .k = C٠
C١ که است

مثال یک لذا هستند، ابهام با آمیخته مختلف علوم در کاربردی و واقعی مسائل معمولا که آنجا از شده اند.
شد. حل و مطرح آزمون ها این کاربردی قابلیت های به بیشتر اشاره به منظور ۶ بخش در کاربردی

محققان دیگر توسط مختلف رویکردهای اساس بر فازی فرضیه های آزمون موضوع که است گفتنی
[٢٠ ،١٧ ،١٢ ،١١ ،٣ ،٢ ،١] به می توانید اخیر پژوهش های از برخی مرور برای که است شده بررسی و دنبال



ارقامی ناصررضا و طاهری، محمود سید پرچمی، عباس ارقامی۶٩ ناصررضا و طاهری، محمود سید پرچمی، عباس ارقامی۶٩ ناصررضا و طاهری، محمود سید پرچمی، عباس ۶٩

پایۀ بر کم-بیشینه و بیز برآوردگرهای بررسی به [۵ ،۴] در طاهری و حقیقی نژاد همچنین نمایید. مراجعه
در فازی فرضیه های آزمون برای می توان را فازی زیان تابع به کارگیری ایدۀ لذا پرداخته اند. فازی زیان تابع
تحقیق این راستای در همچنین داد. قرار بررسی مورد آینده کارهای به عنوان کم-بیشینه و بیز روش های
بلکه نبوده، ثابت زیان تابع که حالتی در بیز و کم-بیشینه آزمون های برای پیشنهادی ایدۀ تعمیم به می توان
در فرضیه آزمون به می توان بالقوه، موضوعات دیگر از پرداخت. باشد، داشته بستگی θ پارامتر مقدار به
رگرسیون مدل های ارزیابی برای فرضیه آزمون و فازی تصادفی متغیر بر مبتنی تصمیم نظریۀ چارچوب

کرد. اشاره فازی
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ریاضی اندیشۀ و فرهنگ
٩٠ تا ٧١ صص. (١٣٩۵ زمستان و (پاییز ۵٩ شماره

نامنفی داده های تحلیل برای روشی ماتریسی: نامنفی تجزیۀ
رزقی منصور و یوسفی مهسا

چکیده
پایگاه های آمدن به وجود نیز و داده ها حجم افزایش به منجر رایانه ای فناوریِ پیشرفت امروزه
شده معرفی آنها، از دانش کشف برای مختلفی روش های نتیجه در است. شده داده ها بزرگ
به موسوم علمی جدید نسبتاً شاخه های از یکی راستا، این در هستند. معرفی حال در یا و است
غالباً داده کاوی، کاربردهای در داده ماتریس های است. گرفته قرار زیادی توجه مورد داده کاوی
کلاسیک ماتریسی روش های از استفاده در را محدودیت هایی ویژگی این که هستند نامنفی
اما می شود، بزرگ داده های بعد کاهش سبب روش ها این به کارگیری اگرچه دارد. همراه به
تجزیۀ نام با جدیدی روش اخیراً نمی آید. به دست آنها از نامنفی داده های از صحیح تعبیری
کاهش بر علاوه که است شده پیشنهاد نامنفی داده های خطی نمایش برای ماتریسی نامنفی
با متناظر بزرگِ ماتریس روش، این در ندارد. را کلاسیک روش های محدودیت داده ها، بعد
روش های ابتدا مقاله، این در می شود. تجزیه کوچک نامنفی ماتریس دو به نامنفی داده های
و معرفی آن مختلف نسخه های با ماتریسی نامنفی تجزیۀ سپس می کنیم. مرور را کلاسیک

می شود. بررسی روش این برای خوشه بندی و رده بندی مانند داده کاوی مهم مسائل

مقدمه .١
درک برای است. آنها از استفاده و درک در ما توانایی از سریع تر بسیار داده ها تولید روش های رشد
از استفاده با را تجربیاتشان که کنیم فکر آنلاینی افراد تعداد به لحظه چند برای است کافی رشد، سرعت این
افزایش و داده ها تولید سرعت به می توان آن وقت می گذارند. اشتراک به یکدیگر با ... و عکس فیلم، متن،
رده بندی. خوشه بندی؛ نامنفی؛ قید با متناوب مربعات کمترین بعد؛ کاهش ماتریسی؛ نامنفی تجزیۀ کلیدی. کلمات و عبارات

ایران) ریاضی (انجمن ١٣٩۵ ©
٧١



٧٢ نامنفی داده های تحلیل برای روشی ماتریسی: نامنفی ٧٢تجزیۀ نامنفی داده های تحلیل برای روشی ماتریسی: نامنفی ٧٢تجزیۀ نامنفی داده های تحلیل برای روشی ماتریسی: نامنفی تجزیۀ

در باشند. گرفته قرار پردازش مورد که هستند مفید زمانی فقط داده ها اما برد. پی ثانیه هر در آنها حجم
مفید الگوی و شده پنهان دانش به اولیه، خام داده های بالای بسیار حجم از که است این مهم ما برای واقع،
این در باشد. داده ها میان ارتباط توصیف برای فهم قابل و معتبر ساده، باید الگو این یابیم. دست آنها در
آن شکل گیری انگیزۀ می توان که است گسترش حال در داده کاوی١ به موسوم علمی جدید نسبتاً شاخۀ راستا،
داده کاوی با دانست. داده ها پایگاه مدیریت و ماشینی یادگیری آمار، نظیر زمینه هایی در تحقیقات انجام را
اتخاذ مهمی تصمیمات آنها اساس بر و استخراج بزرگ داده های مجموعۀ از را باارزشی اطلاعات می توان
مانند نظارت٢ بدون یادگیری اصلی: دستۀ دو به را ماشینی یادگیری می توان کلی تقسیم بندی یک در کرد.
به سان رده بندی و خوشه بندی از داده کاوی، در کرد. تقسیم رده بندی۵ مانند نظارت۴ با یادگیری و خوشه بندی٣
رهیافت های مشترکِ اساس می شود. استفاده آنها پیش بینی کردنِ مدل و داده ها توصیف جهت ابزارهایی
صحیح تصوری و بینش تا است آنها نمایش برای مناسب مدل یک کردن پیدا داده ها، تحلیل در مختلف
که هستیم آن بر بلکه نیست، علمی جدید شاخۀ به عنوان داده کاوی توصیفِ ما، هدف آید. به وجود آنها از
کاهشی۶ مدل را آن که معمولی بسیار رهیافت بپردازیم. آن در مناسب مدل(های) کاربرد و اهمیت به
ملزومات حفظ ضمن و بکاهد بالا بعد با و اولیه داده های پیچیدگی از می کند سعی که است مدلی می نامیم،
سطحی در داده ها، کاهش ضمن مدل این واقع، در کند. آشکار را آنها پنهان ساختار داده ها، با همراه مسئله
که باشند غیرخطی یا و خطی می توانند کاهشی مدل های دارد. قرار اولیه سیستم به (واقعی تر) نزدیک تر
تجزیۀ نام های به خطی کاهشی مدل سه مقاله، این در می کنیم. مطالعه را خطی مدل های مقاله، این در
و می شوند بیان ٩(NMF) ماتریسی نامنفی تجزیۀ و ٨(PCA) اصلی مؤلفۀ تحلیل ،٧(SVD) تکین مقدار
ماتریس در ذخیره شده نامنفی داده های تقریب برای NMF مدل کرد. خواهیم تمرکز بیشتر اخیر مدل روی
H ∈ Rr×n و W ∈ Rm×r مانند دیگر نامنفی ماتریس دو تولید به دنبال ،A ∈ Rm×n نامنفی
معادلۀ این در شود. برقرار A ≈ WH تقریبی معادلۀ که به طوری است r ≪ min{m,n} شرط با
توضیح را ماتریسی تجزیۀ دوم، بخش در است. کمتر A ماتریس رتبۀ از WH ماتریس رتبۀ تقریبی،
می گیرند، قرار استفاده مورد داده کاوی در که را ماتریسی تجزیۀ در مشهور کلاسیک روش های داد. خواهیم
معرفی را NMF جدید روش سپس می دهیم. نشان داده ها توصیف در را آنها محدودیت و می کنیم مرور
روش از منتخب کاربردِ دو به سوم، بخش می کنیم. بررسی به تفصیل را آن از موجود مختلف نسخه های و
به پایانی، بخش در دارد. اختصاص عددی نتایج همراه به رده بندی و خوشه بندی مسائل برای NMF

پرداخت. خواهیم مقاله این مطالب نتیجه گیری و جمع بندی
١datamining ٢unsupervised learning ٣clustering ۴supervised learning ۵classification ۶reduction

model ٧singular value decomposition ٨principle component analysis ٩nonnegative matrix

factorization



رزقی م. و یوسفی مهسا رزقی٧٣ م. و یوسفی مهسا رزقی٧٣ م. و یوسفی مهسا ٧٣

ماتریسی تجزیۀ .٢
ساختار از را مختلفی تعبیرهای تجزیه هر است. داده ها تحلیل برای ابزاری ماتریسی تجزیۀ کلی، به طور
در تعبیرها این از برخی هستند. هم ارز ریاضی نظر از تعبیرها این البته که می سازد آشکار داده ها ضمنی
سطر m با ماتریسی می توان را داده پایگاه یک می شوند. داده توضیح ٢ . ٣ . ١ قسمت در مثال هایی قالب
می تواند ستون هر تصویری، دادۀ پایگاه یک با متناظر ماتریس در مثال، برای گرفت. نظر در ستون n و
اولیه دادۀ ماتریس از ساده ای و ویژه باز نمایش ماتریسی تجزیۀ ببینید). را ١ (شکل باشد تصویر یک معرف
و هستند پیچیده اغلب داده ها که دلیل این به  آن، به کارگیری لذا است. جدید ماتریس های تولید طریق از
از می توان حتی بود. خواهد مناسب و معقول می شوند، داده کاوی در موجود روش های ناکارآمدی به منجر
[٢٠] مرجع مطالعۀ با کرد. استفاده نیز باشند نوفه به آلوده داده ها که شرایطی در داده ای١ پاکسازی برای آن
نامنفی تجزیۀ و اصلی مؤلفۀ تحلیل تکین، مقدار تجزیۀ آورد. به دست باره این در بیشتری جزئیات می توان
که است این بر سعی مقاله، این در هستند. ماتریسی تجزیۀ مبحث در شناخته شده روش های از ماتریسی
قبل اما گردد. ارائه به تفصیل NMF توسط داده ماتریس ضمنی ساختار آشکارسازیِ و محاسبه چگونگی

می کنیم. مرور را دیگر تجزیۀ دو آن، از
به صورت می توان را m ≥ n با A ∈ Rm×n ماتریس هر تکین. مقدار تجزیۀ .٢ . ١

A = U

(
Σ

٠

)
V T (٢ . ١)

نمایش با قطری ماتریس Σ ∈ Rn×n آن، در که کرد تجزیه
Σ = diag(σ١, ..., σn), σ١ ≥ σ٢ ≥ . . . ≥ σn ≥ ٠

مقدار تجزیۀ را (٢ . ١) رابطۀ هستند. متعامد V ∈ Rn×n و U ∈ Rm×m ماتریس های و است
داد: نمایش نیز زیر بسط به صورت می توان را تجزیه این می نامیم. A ماتریس (SVD) تکین

A =
n∑
i=١

σiuiv
T
i . (٢ . ٢)

مختلف، خطاهای وجود علت به عمل، در است. برابر آن ناصفرِ تکین مقدارهای تعداد با A ماتریس رتبۀ
وجود به سببِ ناسازگاری این ریاضی، تعبیر به کند. تغییر ماتریس ستون های خطی استقلال دارد امکان
البته که می شود خطا تأثیر افزایش به منجر رویداد این می دهد. رخ کوچک بسیار تکین مقدار چند یا یک
تکین مقدارهای تعداد نتیجه در کرد. جلوگیری آن از کوچک، تکین مقادیر این گرفتن نادیده با می توان
١data cleaning
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در .(r < n) است کوچکتر ماتریس اصلی رتبۀ از به روشنی که دارد اشاره ماتریس عددی١ رتبۀ به بزرگ
ماتریس جایگزین Ar ماتریس است، معروف ٢(TSVD) برشی تکین مقدار تجزیۀ روش به که زیر نمایش

می شود: A

A ≈
r∑

i=١
σiuiv

T
i =: Ar. (٢ . ٣)

به صورت اولیه داده های از یک هر که گفت می توان این رو از

aj ≈
r∑

i=١
(σivij)ui, j = ١, . . . , n (۴ . ٢)

ترتیب، به این است. σivij با برابر ui بردار هر (وزن) سهم که به طوری می شود بازسازی uiها توسط
بیشتر جزئیات مطالعۀ برای را [١٢] و [۶] مراجع بود. خواهد A برای پایه ای ماتریس U متعامد ماتریس

ببینید. آن کاربردهای و SVD مورد در
هستیم متعامد خطی تبدیل یک به دنبال نیز [٢٣] اصلی مؤلفۀ تحلیل در اصلی. مؤلفۀ تحلیل .٢ . ٢
شوند. توصیف آسان تر آن، اساس بر و یابند انتقال جدید مختصات دستگاه به تبدیل این توسط داده ها تا
بیشترین دارای داده ها که می گیرند قرار جهتی در پی در پی جدید، مختصات محورهای منظور، این برای
کوواریانس ماتریس و A نرمال شدۀ دادۀ ماتریس تعیین از پس روش، این در باشند. (واریانس) پراکندگی
مرتب متناظرشان، ویژۀ مقادیر کاهش اساس بر و محاسبه C ماتریس ویژۀ بردارهای آن، با متناظر C
برای می دهند. پایه تشکیل متعامدند، چون ویژه بردارهای ،C ماتریس بودنِ متقارن به توجه با می شوند.
بزرگتر ویژۀ مقادیر با متناظر نرمال شدۀ ویژۀ بردارهای از تا r مهم، اطلاعات حفظ و داده ها بعد کاهش
تبدیل برای را پایه) (ماتریس Q = [q١q٢ . . . qr] خطی تبدیل پایه ای، بردار r این شد. خواهند انتخاب
داده های اصلی، مؤلفۀ تحلیل روش در می دهند. تشکیل کمتر بعد با فضایی به بعدی چند فضای از داده ها
متناظر ماتریس ترتیب، این به که می شوند تصویر C پایۀ ماتریس توسط تولیدشده زیرفضای روی اولیه

:[٢٣] می آید به دست اوزان) (ماتریس H = [h١h٢ . . . hr] ∈ Rr×n

A ≈ QH =
r∑

j=١
qjh

T
j =: Ar. (۵ . ٢)

می شوند: بازسازی زیر به صورت اصلی مؤلفۀ r توسط اولیه، داده های از یک هر که گفت می توان این رو از

aj ≈ Qhj =
r∑

i=١
qihij , j = ١, . . . , n. (۶ . ٢)

١numerical rank ٢truncated SVD
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گرفته نظر در هم به جای دو این ،PCA و SVD روش های بین شباهت هایی وجود به دلیل وقت ها خیلی
می شود. پیشنهاد [٢۴] مطالعۀ باره، این در می شوند.

ماتریسی. نامنفی تجزیۀ .٢ . ٣
مربوط (پیکسل های نور شدت جمله از ما پیرامون واقعی دنیای داده های از بسیاری نظریه. .٢ . ٣ . ١
روشن هستند. نامنفی مقادیر با داده هایی (ژن ها)، بیوانفورماتیک در شیمیایی غلظت و دیجیتال) تصویر به
خاصیت این هستند. تعامد خاصیت دارای (qiها) PCA و (uiها) SVD در پایه ای بردارهای که است
روش ها این پس می گردد. اوزان و پایه ای بردارهای در دلخواه علامت های با مؤلفه هایی ایجاد سبب
بهتر ابزاری بر تمرکز برای کافی انگیزۀ محدودیت، این کنند. تضمین را داده ها بودنِ نامنفی شرط نمی توانند
نامنفی داده های خطی نمایش برای سودمند روشی تجزیه، این می آورد. به وجود را NMF مانند قوی تر و
و W ∈ Rm×r ماتریسی عوامل NMF شود. حفظ آنها (اطلاعات) فیزیکی واقعیت که به طوری است
می یابد چنان r ≪ min{m,n} شرط با A ∈ Rm×n نامنفی ماتریس تقریب برای را H ∈ Rr×n

کیفیت که است هزینه ای تابع نیازمندِ تقریبی، چنین کردن پیدا باشد. برقرار A ≈WH تقریبی رابطۀ که
باشد. یکدیگر از نامنفی ماتریس دو فاصلۀ اندازۀ می تواند تابع ها این از یکی دهد. نشان به خوبی را تقریب

بهینه سازی مسئلۀ به صورت تقریبی معادلۀ این معمولا

min
W≥٠
H≥٠

f(W,H) ≡ ١
٢∥A−WH∥٢

F (٢ . ٧)

این درآیه های کلیۀ که است این W ≥ ٠ و H ≥ ٠ نمادهای معنای اینجا در می شود. صورت بندی
که همان طور بود. خواهد (٢ . ٧) رابطۀ NMF از منظور مقاله، این سراسر در هستند. نامنفی ماتریس ها
که می شوند آشکار ماتریسی تجزیه های توسط داده ها ضمنی ساختار از مختلفی تعبیرهای شد، اشاره قبلا

.[٢١] هستند هم ارز ریاضی نظر از

هر و است پیکسل ها از N × N مستطیلی آرایۀ یک دیجیتال، تصویر هر عاملی). (تعبیر ٢ . ١ مثال
می شود، معین نامنفی مقادیری توسط نور شدت چون می شود. داده نمایش نورش شدت توسط پیکسل
دادنِ قرار هم سر پشت از ،١ شکل همانند گرفت. نظر در نامنفی ماتریس یک را تصویر هر می توان
بردار، این مختصات و شد خواهد حاصل آن با متناظر N٢بعدی بردار ،N × N ماتریس ستون های
تولید تصویری دادۀ n با متناظر ستونی n دادۀ ماتریس ترتیب، به این هستند. تصویر پیکسل های معرف
در دارد. ویژه ای اهمیت ،a ≈Wh نمایش با A ≈WH تقریبی معادلۀ برداریِ شکل به توجه می شود.
از ستون هر که می دهد نشان تقریبی معادلۀ این هستند. A و H از ستون یک معرف a و h نمایش، این
(۴ . ٢) (رابطه های نوشت W ماتریس ستون r از خطی ترکیبی به صورت می توان را A ماتریس داده های
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بردار به ماتریس قالب از داده تبدیل .١ شکل

W به لذا هستند. h بردار مؤلفه های خطی ترکیب این ضرایب که است روشن ببینید). نیز را (۶ . ٢) و
بود. خواهد اوزان ماتریس H همچنین و می شود اطلاق پایه ای بردارهای آن، ستون های به و پایه ماتریس

می شود. بازسازی W ماتریسی عامل توسط a نمونۀ که گفت می توان ،a ≈Wh نمایش به توجه با
جمله های که است اختیار در متفاوت موضوع دو و جمله پنج از متشکل متنی هندسی). (تعبیر ٢ . ٢ مثال
از مستقل (football) آخر سند موضوع که به طوری می کنید مشاهده زیر ترتیبِ به سند ۵ قالب در آن را

:[١٢] است (google) اسناد سایر موضوع
The google matrix P is a model of the Internet.
Pij is nonzero if there is a link from web page j to i.
The google matrix is used to rank all web pages.
The ranking is done by solving a matrix eigenvalue problem.
England dropped out of the top 10 in FIFA ranking.

دادۀ ماتریس به صورت متن، این با متناظر متن-سندِ ماتریس

A =



٠ ٠ ٠ ١ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ١
٠ ٠ ٠ ٠ ١
١ ٠ ٠ ٠ ١
١ ٠ ١ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠
١ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ١ ١ ١ ٠
٠ ٠ ١ ١ ١
٠ ١ ١ ٠ ٠


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هستند. سند هر در کلیدی کلمات حضور عدم و حضور نشان دهندۀ ٠ و ١ اعداد آن، در که می گردد تشکیل
و google موضوع با خوشه ای نمایندۀ را چهارم تا اول ستونی بردارهای میانگین می توان دانش، این با
می توان را نماینده هر دانست. football موضوع با خوشه ای نمایندۀ به عنوان را آخر ستونی بردار طبیعتاً
را A ماتریس ستون های مختصات و گرفت نظر در W ∈ R٢×١٠ پایۀ ماتریس برای پایه ای بردار یک

کرد: محاسبه زیر به صورت پایه ای بردارهای این برحسب
min
H≥٠ ∥A−WH∥ . (٢ . ٨)

یک هر مقادیر بیشینۀ به توجه با که هستند اولیه داده های جدید مختصات همان H ماتریس ستون های
قید (٢ . ٨) در اگر (خوشه بندی). کرد تعیین را داده ها از یک هر با متناظر خوشۀ می توان ستون ها، این از
اتفاق این شود. ظاهر منفی مؤلفه های H در که داشت خواهد وجود احتمال این شود، حذف بودن مثبت
که است شده زده تقریب منفی، درآیه های با اما پائین تر رتبۀ ماتریس با A نامنفی ماتریس که می کند بیان
اسناد، در کلمات حضور عدم یا حضور شرایط، این در چون می رسد. به نظر غیرطبیعی واقعیت، در این
کردن تصویر برای پایه وجود هندسی، تعبیر در نیست. صحیحی تعبیر که شد خواهد بیان منفی مقادیر با
،W ماتریس ستون های برای NMF در پایه مفهوم که است این توجه قابل نکتۀ اما است، ضروری داده ها
نام با تنها W ماتریس دیگر، به عبارت دارد. فرق جبرخطی، در پایه تعریفِ با دیگر، تجزیۀ دو برخلافِ

می شود. شناخته و نامگذاری پایه، ماتریس

ماتریسی عامل دو به نسبت همزمان (٢ . ٧)NMF مسئلۀ در هزینه تابع محاسبه. روش های .٢ . ٣ . ٢
ایستا، نقطۀ به همگرایی این رو از بود. سراسری کمینۀ یافتن پی در نمی توان لذا است. نامحدب W و H
نقطۀ (W,H) اگر ،[٣] در قضیه ای اساس بر می شود. دنبال NMF الگوریتم های همۀ در که است هدفی

به صورت ١KKT شرایط آن گاه باشد، (٢ . ٧) مسئلۀ موضعی کمینۀ
H ≥ ٠, W ≥ ٠
∇Hf(W,H) = W TWH −W TA ≥ ٠,
∇W f(W,H) = WHHT −AHT ≥ ٠,
H. ∗ ∇Hf(W,H) = ٠, W. ∗ ∇W f(W,H) = ٠

پس هستند. تابع گرادیان و عوامل مؤلفه ای ضرب نشان دهندۀ به ترتیب، ∇ و .* نمادهای برقرارند.
کند. صدق KKT شرایط در اگر تنها و اگر است (٢ . ٧) مسئلۀ برای ایستا نقطۀ یک (W,H)

١Karush–Kuhn–Tucker conditions
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پیش البته گردید. آغاز [١۴] سانگ١ و لی توسط NMF دربارۀ جدیدی مطالعات ١٩٩٩ سال در
١٩٩٩ و ١٩٩٧ ،١٩٩۴ سال های در پاترو٣ از اثر چندین [١٩] ماتریسی٢ مثبت تجزیۀ مورد در این، از
می شود. گرفته نظر در استاندارد NMF و اساس به عنوان سانگ و لی اثر این، وجود با بود. شده منتشر
این در شده اند. پیشنهاد NMF استاندارد الگوریتم به بخشیدن سرعت به منظور مختلفی تناوبی روش های
و [٢] ٢٠٠٧ سال در وی همکاران و بری۵ ،[١٧ ،١۶] ٢٠٠۵ سال در لین۴ پژوهش های به می توان باره
الگوریتم های برای دسته بندی کلی ترین کرد. اشاره [٩ ،٨] ٢٠٠٨ و ٢٠٠٧ سال های در پارک۶ و کیم سپس

گرادیان٩. روش های و متناوب٨ مربعات کمترین روش ضربی٧، بهنگام قواعد از: است عبارت NMF

بهنگام قواعد می توان را (٢ . ٧) مسئلۀ برای رهیافت پرکاربردترین ضربی. بهنگام قواعد .٢ . ٣ . ٣
NMF مسئلۀ هزینۀ تابع که گفتیم .[١۵] گردید پیشنهاد ٢٠٠١ سال در سانگ و لی توسط که دانست ضربی
وجود عددی بهینه سازی در روش هایی اما کرد. پیدا را سراسری کمینۀ نقطۀ نمی توان لذا و است نامحدب
ساده ترین از [٣] گرادیان کاهش روش های شاید می روند. به کار موضعی کمینۀ کردن پیدا برای که دارند
یک قالب در که دانست گرادیان کاهش روش یک می توان را سانگ و لی الگوریتم کلی، به طور باشند. آنها

قواعد از ماتریسی عوامل مؤلفه های کردن بهنگام برای متناوب فرم
Wia ←Wia − ηia(∇W f(W,H))ia,Hbj ← Hbj − µbj(∇Hf(W,H))bj (٢ . ٩)

به عنوان µbj =
Hbj

(WTWH)bj
و ηia = Wia

(WHHT )ia
اینجا در می کند. استفاده گرادیان جهت خلاف در

طول انتخاب به گرادیان، بر مبتنی روش های همگرایی که می کنیم توجه می شوند. گرفته نظر در گام طول
ضربی بهنگام قواعد ،∥A−WH∥٢

F فروبنیوس نرم کردن کمینه برای سانگ و لی است. حساس گام

Wia ←Wia
(AHT )

(WHHT )ia
, Hbj ← Hbj

(W TA)bj
(W TWH)bj

(٢ . ١٠)
خواهند یک با برابر قواعد این ضرایب از یک هر ،A = WH وقتی که است روشن کردند. پیشنهاد را
روش نوع یک روش این لذا .∇W f(W,H) = ٠ و ∇Hf(W,H) = ٠ که معنی این به شد؛
تحت ∥A −WH∥٢

F فروبنیوس نرم که کردند ثابت سانگ و لی شرایط، این تحت است. ثابت نقطه
که هست نیز دومی قسمت شامل [١۵] در قضیه این اصلی نسخۀ البته است. ناافزایشی (٢ . ١٠) قواعد
ادعا قضیه اصلی نسخۀ دوم قسمت در سانگ و لی .[١۶ ،٧ ،٢] نیست درست لزوماً شد معلوم بعداً
و لی الگوریتم که دلیل این به نمی کند تغییر ایستا نقطۀ یک در ،(٢ . ١٠) قواعد تحت نرم، این که کردند
شود، همگرا H∗ > ٠ ایستای نقطۀ به H > ٠ از شروع با اگر لذا و است ثابت نقطه روش یک سانگ،
١Daniel Lee and Sebastian Seung ٢positive matrix factorization ٣Paatero Pentti ۴Chih-Jen Lin
۵Michael Berry ۶Hyunsoo Kim and Haesun Park ٧multiplicative update rules ٨alternating least

squares method ٩gradient methods
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است ممکن تکرارها، همۀ در ماتریسی عامل بودنِ مثبت علی رغم اما .∇Hf(W∗,H∗) = ٠ آن گاه
دقت دارای آنها در اعداد که داریم سروکار دستگاه هایی با ما زیرا کنند، میل صفر به آن مؤلفه های از برخی
صفر مؤلفه های دیگر، عبارت به می شوند. گرد صفر به کوچک، بسیار اعداد نتیجه در و هستند محدود
با اما .H∗bj = ٠ آن گاه شود، صفر Hbj مانند مؤلفه ای تکرارها، از یکی در اگر حال نمی شوند. بهنگام
وقتی زیرا کند، عمل باید چگونه بهنگام قاعدۀ نیست معلوم ،∇Hf(W∗,H∗)bj ≥ ٠ شرط به توجه
جواب بودنِ بهینه حتماً این صورت در که کند بهنگام را فعلی نقطۀ باید روش ،∇Hf(W∗,H∗) ̸= ٠
کلیۀ شود. منفی گرادیان مقدار مؤلفه ای، شدنِ صفر با است ممکن گاهی حتی شد. خواهد نقض فعلی
دارای سانگ و لی الگوریتم شده، ذکر دلایل با است. برقرار نیز دوم قاعدۀ برای بیان شده، استدلال های
مانند مثبتی کوچک عدد عددی، مشکلات آمدن به وجود از جلوگیری برای معمولا نیست. قوی همگرایی
نرمدار، هزینۀ تابع برای سانگ و لی الگوریتم می کنند. اضافه قواعد از یک هر کسر مخرج به ϵ = ٩−١٠

می شود: معرفی زیر به صورت
k = ١ وقتی Hk ≥ ٠ و W k ≥ ٠ اولیه: مقداردهی

توقف: شرط برقراری تا زیر مراحل تکرار
کسرها؛ مخرج به ϵ مقدار افزودن با (٢ . ١٠) قواعد اعمال (١)

.k = k + ١ (٢)
،NMF مسئلۀ در هزینه تابع بودنِ نامحدب به توجه با متناوب. مربعات کمترین روش .۴ . ٢ . ٣
به نظر منطقی محدب بهینه سازی ویژگی های از استفاده نتیجه در و محدب زیرمسئلۀ دو به مسئله این تبدیل
مسئلۀ یک از را دیگر ماتریسی عامل می توان ماتریسی، عوامل از یکی نگه داشتن ثابت با اینجا در می رسد.
،١(ANLS) نامنفی قید با متناوب مربعات کمترین روش در ترتیب این به آورد. به دست مربعات کمترین

به صورت نامنفی قید با مربعات کمترین مسئلۀ دو به (٢ . ٧) مسئلۀ

min
H≥٠

١
٢∥A−WH∥٢

F (٢ . ١١)

و W ثابت عامل با

min
W≥٠

١
٢∥A

T −HTW T ∥٢
F (٢ . ١٢)

می آیند. هم به دنبال تناوبی به طور همگرایی، شرط برقراریِ تا و می شود بازنویسی (HT )H ثابت عامل با
نام از ادامه در است، ماتریس یک (٢ . ١٢) و (٢ . ١١) زیرمسئله های در راست سمت عامل که آنجا از

می شود. استفاده آنها برای ماتریسی ٢NLS
١alternating non-negativity-constrained least squares ٢non-negative least squares
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این در کردند. بیان NMF برای را ١ALS پایۀ الگوریتم [٢] وی همکاران و بری ،٢٠٠٧ سال در
به وجود صورت در و می شود حل به صورتLSنامقید (٢ . ١٢) و (٢ . ١١) زیرمسئله های از یک هر الگوریتم،
ضمن عمل، این شد. خواهد درآیه ها آن جایگزین صفر مقدار ماتریسی، عامل در منفی درآیه های آمدنِ

می کند. کمک نیز آنها تنکی٢ به تولیدشده، ماتریسی عوامل بودنِ نامنفی شرط برقراری
k = ١ وقتی W k ≥ ٠ اولیه: مقداردهی
توقف: شرط برقراری تا زیر مراحل تکرار

H؛ ماتریسی عامل برای نامقید به صورت (٢ . ١١) مسئلۀ حل (١)
کردن)؛ تصویر (عمل صفر مقدار با H ماتریس منفی درآیه های تعویض (٢)

H؛ ماتریسی عامل برای نامقید به صورت (٢ . ١٢) مسئلۀ حل (٣)
کردن)؛ تصویر (عمل صفر مقدار با W ماتریس منفی درآیه های تعویض (۴)

.k = k + ١ (۵)
زیرا بود، خواهد سخت آن برای همگرایی تحلیل اما می شود، محاسبات تسریع موجبِ الگوریتم این اگرچه
ایستا نقطۀ به الگوریتم این کلی، حالت در نمی شوند. برقرار دقیقاً محدب زیرمسئلۀ دو در نامنفی قیدهای
برای راه انداز یک به عنوان الگوریتم این معمولا نمی شود. استفاده مستقیم به طور آن از و نیست همگرا
مسائل با ،H و W گرفتن نظر در ثابت با به ترتیب ماتریسی NLS هر می رود. به کار دیگر الگوریتم های

min
H:j≥٠

١
٢
∑
j

∥A:j −WH:j∥٢٢, j = ١, ٢, . . . , n (٢ . ١٣)
و

min
WT

:j ≥٠
١
٢
∑
j

∥AT
:j −HTW T

:j ∥٢٢, j = ١, ٢, . . . ,m (١۴ . ٢)

تبدیل برداری NLS مسئلۀ m و n به به ترتیب (٢ . ١٢) و (٢ . ١١) زیرمسئله های این رو از است. معادل
برداری، NLS هر حل برای می بریم. به کار X ماتریس jام ستون دادن نشان برای را X:j نماد می شود.
نرم افزار در الگوریتم این کرد. استفاده فعال٣ مجموعۀ کاربردیِ نام با [١٣] NNLS الگوریتم از می توان

است. دسترس در lsqnonneg تابع نام با متلب
هر فرض، این با است. مفروض قید همان نامنفی، قید با مقید LS یک پذیرفتنی ناحیۀ که می دانیم
متغیرها از رده دو دارای پذیرفتنی جواب هر و باشد پذیرفتنی ناحیۀ در باید برداری NLS مسئلۀ جواب
ردۀ و پذیرفتنی ناحیۀ درون در که است متغیرهایی شامل اول، ردۀ می شود. شناسایی آنها توسط که است
اندیس توسط غیرفعال، مجموعۀ دارند. قرار پذیرفتنی ناحیۀ مرز روی بر که است متغیرهایی شامل دوم،
می شوند. شناخته دوم ردۀ متغیرهای با متناظر اندیس توسط فعال مجموعۀ و اول ردۀ متغیرهای با متناظر
١alternating least squares ٢sparsity ٣active set
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پذیرفتنی جواب هر برای که است این گونه برداری NLS مسئلۀ حل در فعال مجموعۀ الگوریتم سازوکار
تابع حالتی، چنین در می شوند. جابه جا غیرفعال و فعال مجموعۀ بین تکراری به طور متغیرها آغازین،
می ماند. محفوظ جواب، بودنِ پذیرفتنی حالی که در می کند پیدا کاهش یکنواخت و پیوسته به طور هزینه
که است روشن می شود. پیشنهاد [٢٠] مرجع مطالعۀ الگوریتم، این بیشتر جزئیات دریافت و درک برای
سریع، خیلی محاسبات انجام با حتی برداری، NLSهای همۀ برای فعال مجموعۀ الگوریتم از استفاده
و (٢ . ١٣) زیرمسائل حل برای که جایگزینی ارائۀ به منظور می شود. قبول قابل غیر و کُند اجرایی به منجر
ترکیبیاتی فعال مجموعۀ روش از استفاده در [٨] پارک و کیم اقدامات به می توان باشد، مناسب (١۴ . ٢)

کرد. اشاره گرادیان٢ تصویر روش از استفاده در [١٧] لین اقدامات نیز و ١(FC-NNLS)
این حقیقت، در گردید. پیشنهاد ماتریسی NLS حل برای کینن٣ و بنتم توسط FC-NNLS الگوریتم
به می توان را ماتریسی NLS هر که کردیم اشاره است. فعال مجموعۀ الگوریتم از مستقیم استفادۀ الگوریتم
زیرمسائل ضرایب ماتریس ستون های تعداد به برداری NLSهای تعداد کرد. تبدیل برداری NLS چندین
یک فقط برداری، NLS هر برای فعال مجموعۀ تکراریِ الگوریتم اجرای به جای می توان لذا دارد. بستگی
از ستون هایی ترکیبیاتی، استراتژی این در برد. به کار ماتریسی NLS یک برای را الگوریتم این از تکرار
به ازای مسئله و می شوند گرفته نظر در هم با یکسان اند غیرفعال مجموعه های دارای که ضرایب ماتریس
FC-NNLS الگوریتم ساختار دقیق مطالعۀ برای می شود. حل غیرفعال، مجموعۀ با متناظر متغیرهای
کیم توسط پیشنهادی رهیافت سرعت اگرچه کنید. رجوع [١] به ،fcnnls نام به آن متلب شبه کد با همراه

است. شده ارائه [١١ ،١٠] مراجع در آن از سریع تر نسخه هایی است، مطلوب پارک و
W ≥ ٠ اولیه: مقداردهی

توقف: شرط برقراری تا زیر مراحل تکرار
fcnnls؛ از استفاده با (٢ . ١١) مسئلۀ حل (١)
.fcnnls از استفاده با (٢ . ١٢) مسئلۀ حل (٢)

ضربی، بهنگام قواعد همانند ،NMF در ماتریسی عوامل تعیین برای . گرادیان روش های .۵ . ٢ . ٣
کرد: استفاده زیر به صورت گرادیان روش بر مبتنی بهنگام قواعد از می توان

H = H − αH∇Hf(W,H), W = W − αW∇W f(W,H). (١۵ . ٢)
انتخاب گرادیان جهت خلاف در و بوده الگوریتم به وابسته گام، طول به عنوان αH و αW پارامترهای
می شود. گرفته نظر در ثابت دیگر، عامل ماتریسی، عوامل از یک هر تعیین برای (١۵ . ٢) در می شوند.
استفاده آنها برای یک مقدار از ابتدا در می توان است. گام ها طول انتخاب چگونگی توجه، قابل نکتۀ اما
١fast combinatorial non-negative least squares ٢projected gradient ٣Mark H.Van Benthem and

Michael R.Keenan
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وجود عوامل نشدنِ منفی در تضمینی این، وجود با نمود. نصف را مقدار این بعدی تکرارهای در و کرد
صفر با را منفی مقدار هر که معنی این به دهیم، انجام را کردن تصویر عمل بخواهیم اگر طرفی، از ندارد.
NMF/MUR الگوریتم می توان که کردیم اشاره قبلا شد. خواهد سخت تر همگرایی تحلیل کنیم، جایگزین
انتخاب با حتی همگرایی که شد مشاهده (٢ . ٩ (روابط آنجا در گرفت. نظر در گرادیان کاهش روش یک را
روش بر مبتنی رهیافت های که گرفت نتیجه می توان کلی حالت در لذا است. آرام گام ها، طول دقیق تر
سه به می توان گرادیان روش های با را NMF ماتریسی عوامل محاسبۀ ندارند. مطلوبی همگرایی گرادیان،
برای نامنفی، فضایی در جدید ماتریسی عامل کردن تصویر و گام طول انتخاب گرادیان، محاسبۀ مرحله:
جدید ماتریسی عوامل کردن تصویر عمل و گام طول انتخاب مراحل می توان گاهی کرد. تقسیم تکرار هر
هر در ترتیب این به شود. حاصل هزینه تابع مقدار در کافی کاهش تا گرفت نظر در هم با و تکرار یک در را
خواهند برخوردار بهنگام قاعدۀ هر به ازای داخلی حلقۀ یک از گرادیان روش بر مبتنی الگوریتم های تکرار،
در (٢ . ١٢) و (٢ . ١١) زیرمسئله های قیود برای را بزرگی بسیار بالای کران های فرضی، به طور می توان شد.
زیرمسئله ها، این حل برای لین که بود خواهد کراندار مقید مسئلۀ یک آنها از یک هر آن وقت گرفت. نظر
در گام طول انتخاب برای مختلفی راه های کرد. استفاده [٣] گرادیان تصویر روش بر مبتنی رهیافتی از
لین راستا، این در است. مؤثر و ساده الگوریتمی [٣] آرمیژو روش آنها، میان در که دارد وجود روش این
برای را بیشتری انعطاف دیگر، سوی از و هدف تابع بودنِ دو درجه به توجه با را هزینه کاهش سو یک از
می شود گرفته نظر در اولیه حدس به عنوان گامی طول اساس، این بر داد. قرار توجه مورد گام طول تعیین
گام های طول که می دهد را امکان این لین رهیافت می یابد. کاهش یا افزایش الگوریتم جریان در سپس و
به همراه رهیافت این از لین استفادۀ مورد در بیشتر جزئیات شوند. امتحان جستجو، در نیز یک از بزرگتر

است. موجود [١٧] در ،alspgrad نام با آن متلب شبه کد
H ≥ ٠ و W ≥ ٠ اولیه: مقداردهی

: [١٧] توقف شرط برقراری تا زیر مراحل تکرار
alpsgrad؛ از استفاده با (٢ . ١١) مسئلۀ حل (١)
.alpsgrad از استفاده با (٢ . ١٢) مسئلۀ حل (٢)

در توقف، شرط و اولیه مقداردهی مبحث دو NMF برای توقف. شرط و اولیه مقداردهی .۶ . ٢ . ٣
NMF الگوریتم های اغلبِ که مشکلی دارند. به سزایی نقش همگرایی و بهین ماتریسی عوامل به دستیابی
(مانند ضعیف اولیۀ مقداردهی است. سراسری کمینۀ نقطۀ به همگرایی تضمین عدم هستند، روبه رو آن با
مقدار یک اگر می دهد. نتیجه را غلطی و بی ربط جواب های گاهی و آرام همگرایی اغلب تصادفی) روش
تکرارها تعداد از کافی اندازۀ به حتماً کند، ضمانت را ایستا نقطۀ به همگرایی کافی قدر به نتواند خوب اولیه
لذا و است اولیه ماتریس های انتخاب تأثیر تحت NMF الگوریتم های از بسیاری کارایی کاست. خواهد
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مقداردهی باشند. دست در ماتریسی عوامل به اولیه مقداردهی برای کارا و سازگار روش های که است مهم
در هستند. الگوریتم ها گونه این از [۴] SVD روش بر مبتنی مقداردهی و [۵] NMF روش بر مبتنی اولیه
(W,H) اولیه ماتریس زوج c ابتدا آن، در که می شود استفاده NMF بر مبتنی مقداردهی از مقاله، این
معمولا می شوند. تولید NMF/ALS مانند سریع و ساده الگوریتم یک از خروجی یا و تصادفی به صورت

آن، در که (W imin ,H imin) مانند عواملی سپس است. کافی ماتریس زوج ٢٠ تا ١٠
imin = argmin١≤i≤c ∥A−W iH i∥٢

F

به دست عوامل این به ازای NMF مسئلۀ هزینۀ تابع برای مقدار کمترین که معنی به این می شوند. انتخاب
از تکراری، الگوریتم هر برای کرد. استفاده اولیه ماتریسی عوامل به عنوان می توان آنها از نتیجه در می آید.
در که توقفی معیارهای بر علاوه باشد. داشته وجود خاتمه ای شرط باید NMF تکراری الگوریتم های جمله
تصویر روش بر مبتنی رهیافت برای لین توسط دیگری قوی تر معیارهای آمده اند، NMF برای [۵] مرجع
توقفی شرط البته شدند. معرفی فعال مجموعۀ روش بر مبتنی رهیافت برای پارک و کیم توسط و گرادیان
کیم پیشنهادیِ توقف شرط که حالی در است؛ مربوطه رهیافت همان با متناسب کرد، معرفی [١٧] لین که
معیار از مقاله این در نیز ما است. برخوردار لازم عمومیت از NMF محاسبه روش های همۀ برای پارک، و

فشردۀ به صورت می توان را KKT شرایط می کنیم. استفاده پارک و کیم توقف
min(W,∇W f(W,H)) = ٠, min(H,∇Hf(W,H)) = ٠ (١۶ . ٢)

عبارت می شود. اطلاق KKT ماندۀ تساوی، علامت چپ سمت عبارت های به کرد. بیان
∆ =

∆٠
σW + σH

(٢ . ١٧)

حاضر، حال در که هستند H و W مؤلفه های تعداد σH و σW آن، در که است نرمال شده KKT ماندۀ
و است نشده صفر آنها به ازای KKT ماندۀ مقدار

∆٠ =

m∑
i=١

r∑
a=١
|min(Wia, (∇W f(W,H))ia)|

+

r∑
b=١

n∑
j=١
|min(Hbj , (∇Hf(W,H))bj)|. (٢ . ١٨)

کیم که KKT همگرایی معیار باشد، معین تلورانس یک ϵ و تکرار یک از بعد ∆ مقدار ∆١ اگر بنابراین
است: زیر به صورت کردند، ارائه پارک و

∆ ≤ ϵ∆١. (٢ . ١٩)
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عددی نتایج و کاربردها .٣
شدند آغاز ماتریسی مثبت تجزیۀ نام با پاترو اقدامات با میلادی ٩٠ دهۀ همان از NMF کاربردهای
این از گسترده ای طیف حاضر، حال در گرفتند. قرار ویژه ای توجه مورد سانگ و لی اقدامات با سپس و
داشتن بر علاوه که است بعد کاهش روش یک NMF هستند. بحث مورد گوناگون مقاله های در کاربردها
داده ها رده بندی یا خوشه بندی کرد. استفاده نیز رده بند یا خوشه بند یک به عنوان آن از می توان توانایی، این
ماتریس روی بر NMF اعمال از پس دیگر، به عبارت بود. خواهد شدنی آنها جدید مختصات روی از
این در می شود. ساده تر جدید مختصات در رده بندی یا خوشه بندی عمل انجام آن، بعد کاهش و داده ها
تعیین کاربر توسط که دارد معینی مقدار r پارامتر زیر، کاربردهای در می پردازیم. کاربرد دو این به مقاله،

باشد. رده ها یا و خوشه ها تعداد کاربردها، نوع به توجه با می تواند مقدار این می شود.
(خوشه) گروه چندین در داده ها نظارت بدون گروه بندی همان خوشه بندی مسئلۀ خوشه بندی. .٣ . ١
k-means نباشد، مطرح نامنفی داده های خصوصاً داده ها تفسیر بحث اگر است. مشابه ویژگی هایی با
است. NMF در r پارامتر با معادل k-means در k پارامتر .[١٢] است خوشه بندی روش معمول ترین
متناظر دادۀ و شده شناسایی H ماتریس jام ستون در درآیه تعداد حداکثر ،NMF با خوشه بندی عمل در
k- روش با داده ها خوشه بندیِ برای می یابد. تخصیص عنصر، این محل با متناظر خوشۀ به ستون این با
اقلیدسی فاصلۀ کمترین دارای نمونه ها، این که به طوری می شوند تعیین اولیه افراز به عنوان نمونه k ،means
متناظر ماتریسی عامل اولیۀ مقداردهی برای افراز همین از نیز NMF روش در باشند. کل میانگین از
در δ تلورانس از کمتر داده ها بین بهین وابستگی ،k-means روش توقف شرط برای اما می گردد. استفاده

می شود. استفاده KKT توقف شرط از NMF روش برای و [١٢] گرفته نظر
با متنی داده های خوشه بندی متن کاوی١، بحث مورد مسائل از یکی اسناد. خوشه بندی .٣ . ١ . ١
آن، توضیحاتِ و ٢ مثال در متن-سند ماتریس فراخوانی با می باشد. موضوع) (مانند پنهان ویژگی های
فرض، این با داریم. آگاهی اسناد در موضوع دو وجودِ به زیرا ،k = r = ٢ خوشه ها تعداد که است روشن
(با k-means روش دو هر توسط football موضوع و google موضوع برای شناسایی شده اسناد تعداد
تشخیص در روش دو هر لذا آمد. به دست ١ و ٣ با برابر به ترتیب (ϵ = ٣−١٠ (با NMF و (δ = ١٠−١٠

بوده اند. ضعف دچار سند یک تنها موضوع
(ALL) لنفوم حاد سرطان از متشکل ٢ALLAMLژنی داده های ریزآرایه. در ژنی تحلیل .٣ . ١ . ٢
سلول نمونه ١١ با (AML) لنفوم حاد سرطان و T نوع از سلول نمونه ٨ و B نوع از سلول نمونه ١٩ با
خوشه بندی نتایج A ∈ R۵٣٨×٠٠٠ ریزآرایه دادۀ ماتریس برای هستند. ژن ۵٠٠٠ شامل داده ها این است.
شده ارائه ١ جدول در k = r = ٣ و ϵ = ١٠−۶ با NMF و δ = ١٠−١٠ با k-means روش دو
١text mining ٢http://www.broadinstitute.org/cgi-bin/cancer/datasets.cgi
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که است روشن می دهد. نمایش روش دو این توسط خوشه ٣ در را نمونه ها خوشه بندی نحوۀ ٢ شکل است.
مشاهده است. داشته k-means روش به نسبت بهتری عملکرد ژنی، داده های خوشه بندی در NMF روش

است. ناتوان ٢٩ و ١٠ نمونه های به مربوط خوشۀ تشخیص در تنها روش این که می شود

NMF و k-means توسط ژنی داده های خوشه بندی نتایج .١ جدول

AML نمونه ١١ ALL-T نمونه ٨ ALL-B نمونه ١٩
١٠ ٨ ۶ k-means روش
١٠ ٨ ١٨ NMF روش

0 10 20 30 40

AML

ALL−B

ALL−T

Sample

C
lu

st
er

 

 
k−means NMF

NMF و k-means توسط خوشه سه به ژنی داده های تفکیک نحوۀ .٢ شکل

چندین از یکی به مفروض دادۀ تخصیص از است عبارت داده ها رده بندی مسئلۀ رده بندی. .٣ . ٢
نظارت بدون و نظارت با یادگیری شیوۀ دو هر برحسب می توان را رده بندی شده. تعیین پیش از ردۀ
روند از مهمی بخش می شود. استفاده نظارت با یادگیری به صورت NMF از مقاله، این در که کرد توصیف
چهره شناسایی استاندارد مسئلۀ دو به می توان آن از که است تصویر حوزۀ در رده بندی مسئلۀ الگو، شناسایی

کرد. اشاره دست نویس ارقام شناسایی و
تصویری داده های همۀ ،[٢۵] NMF توسط چهره تصاویر شناسایی در چهره. شناسایی .٣ . ٢ . ١
شده تصویر (W ماتریس (ستون های پایه ای بردارهای توسط تولیدشده فضای روی آزمایشی و آموزشی
رده بندی به منظورِ مقایسه عمل سپس می شوند. تولید (H ماتریس (ستون های جدید ویژگی بردارهای و
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که دارد وجود مقایسه این برای مختلفی معیارهای می گیرد. انجام ویژگی بردارهای این توسط چهره ها
۴٠٠ شامل ١(ORL) داده پایگاه می شود. استفاده اقلیدسی فاصلۀ یعنی آن شکل ساده ترین از معمولا

ORL داده پایگاه از رده سه .٣ شکل

با ١١٢× ٩٢ اندازه در تصویر) ١٠ شامل یک هر و رده ۴٠) متفاوت فرد ۴٠ چهرۀ از سفید و سیاه تصویر
رده، هر از و انتخاب پایگاه این از رده ٢٠ مقاله، این در است. مفروض مختلف چهرۀ حالات و نورپردازی
ترتیب، به این است. شده گرفته نظر در ١۶× ١۶ به اندازه تبدیل با آزمایشی تصویر ۶ و آموزشی تصویر ۴
آموزشی تصویر ٨٠ از A دادۀ ماتریس می گردد. تشکیل A ∈ R٢۵۶×٨٠ دادۀ ماتریس ،١ مثال اساس بر
دادۀ ماتریس همچنین می شوند. تعیین A ≈W١H١ به صورت آن ماتریسی عوامل که است شده تشکیل
همه که شد اشاره می شود. تصویر A′ ≈ W١H٢ به صورت W١ بر آزمایشی چهرۀ ١٢٠ از متشکل A′

پایه ای بردارهای توسط تولیدشده فضای روی باید جدید، ویژگی بردارهای تولید برای تصویری داده های
برای W١ توسط تولیدشده فضای در جدید ویژگی بردارهای شامل به ترتیب H٢ و H١ لذا شوند. تصویر
است، فرد هر از تصویر ۴ شامل آموزشی داده های که آنجا از است. آزمایشی و آموزشی چهره های بازسازی
تکرار آموزشی ردۀ ٢٠ هر برای عمل این و شده محاسبه (hmi) جدید ویژگی بردار ۴ میانگین متناظراً

می گردد: تعیین زیر به صورت jام نامعلوم چهرۀ به مربوط ردۀ سرانجام می شود.
min
mi

∥(H٢):j − hmi∥, i = ١, . . . , ٢٠, j = ١, . . . , ١٢٠. (٣ . ١)
شده ارائه r = ٢٠ رتبۀ با NMF روش به ORL آزمایشی چهره های درست تشخیص تعداد ٢ جدول در
با است. درصد ٨۴٫١۶ چهره ها رده بندی در NMF روش موفقیت میزان نتایج، این به توجه با است.
علاوه NMF روش ترتیب، این به است. شده برآورد درصد ٩۴٫١۶ نتیجه این ،PCA روش از استفاده
این حتی باشد. نیز PCA روش با رقابت قابل می تواند اجزاء، بر مبتنی نمایش و تفسیر مشکل رفع بر

.[٢۵] داد بهبود (٣ . ١) در بهتری مقایسه ای معیارهای با NMF برای می توان را نتیجه
ماتریس به توجه با [١٢] دست نویس ارقام تصاویر رده بندی دست نویس. ارقام شناسایی .٣ . ٢ . ٢
اعمال داده ها همۀ روی بر NMF روش که قبل مسئلۀ برخلافِ می پذیرد. انجام رده هر (شاخص) پایۀ
١http://www.cl.cam.ac.uk/research/dtg/attarchive/facedatabase.html
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NMF روش با چهره ها رده بندی نتایج .٢ جدول

١٠ ٩ ٨ ٧ ۶ ۵ ۴ ٣ ٢ ١ چهره ردۀ با متناظر شماره
۵ ۶ ۶ ۶ ۶ ۵ ۵ ۶ ۶ ۵ درست تشخیص تعداد
٢٠ ١٩ ١٨ ١٧ ١۶ ١۵ ١۴ ١٣ ١٢ ١١ چهره ردۀ با متناظر شماره
۶ ۵ ۴ ٢ ۴ ٢ ۶ ۴ ۶ ۶ درست تشخیص تعداد

ارقام بزرگ مجموعۀ اولین هدی، ارقام مجموعۀ می رود. به کار جداگانه رده هر داده های برای اینجا در شد،
ارقام تعداد که است ٠-٩ سفید و سیاه ارقام با رده ١٠ از متشکل مجموعه این است. فارسی دست نویس

است. نمونه ٢٠٠٠ و ۶٠٠٠ به ترتیب، آن از رده هر برای موجود آزمایشی و آموزشی

هدی دست نویس ارقام نمونه .۴ شکل

نمونه ٢٠٠ با آزمایشی ارقام مجموعۀ و نمونه ١٠٠٠ با آموزشی ارقام مجموعۀ عددی، بررسی برای
ارقام ردۀ با متناظر Ai ماتریس شده اند. انتخاب ١۶ × ١۶ به اندازه تبدیل با و رده) هر از نمونه ٢٠)
d ∈ R٢۵۶ نامعلوم آزمایشی رقم شناسایی برای ρi = minx ∥Aix − d∥٢٢ مسئلۀ و تشکیل هم نوع
برای NMF روش از می توان اما یافت. خواهد تخصیص iام ردۀ به d رقم ترتیب، این به می شود. حل
شود: حل زیر کوچکتر مسئلۀ است کافی d آزمایشی رقم رده بندی برای لذا کرد. استفاده Ai ماتریس تجزیۀ

ρi = min
y
∥Wiy − d∥٢٢, y = Hix, i = ١, . . . , ١٠. (٣ . ٢)

شده ارائه ٣ جدول در r = ١٠ ماتریسی رتبۀ با NMF روش از استفاده با ارقام رده بندی از حاصل نتایج
روش از استفاده با درست تشخیص میزان اما است. درصد ٩٣ روش این موفقیت میزان آن، اساس بر که
توسط ارقام شناسایی نتیجه، این به توجه با است. درصد ٩٣٫۵ با برابر ،[١٨] ارقام رده بندی در SVD

است. SVD روش با مقایسه ای قابل عملکرد دقت دارای صحیح، تفسیر بر علاوه NMF روش
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NMF روش با ارقام رده بندی نتایج .٣ جدول

٩ ٨ ٧ ۶ ۵ ۴ ٣ ٢ ١ ٠ ارقام ردۀ
١۵ ٢٠ ١٩ ١٧ ١٩ ١٨ ٢٠ ١٩ ٢٠ ١٩ درست تشخیص تعداد

نتیجه گیری و بحث
دارد. اهمیت آنها تفسیر و درک برای نامنفی، داده های نمایش برای مناسب کاهشی مدل یک ارائۀ
نامنفی قیدهای با همراه را پایه ای و وزن بردارهای ،PCA و SVD چون روش هایی برخلافِ NMF

پایه ای بردارهای بودنِ متعامد به دلیل روش ها سایر برای رویداد این ماتریسی، تقریب در می آورد. به دست
می تواند نامنفی قیدهای به توجه با NMF روش نمی افتد. اتفاق منفی درآیه های حضور احتمال نتیجه در و
تغییرات به نامبرده، روش های سایر به نسبت روش این لذا بخشد. معنا به خوبی را اجزاء بر مبتنی نمایشی
اما می کنند، تسهیل را بالا بعد با داده های تفسیر رایانه ای، دستگاه های هرچند است. حساس داده ها جزئی
موجب داده ها مجموعۀ ویژگی(های) که معنی این به ندارند. را انسان شهود و انعطاف پذیری وجه، هیچ به
دقت از بیشتر NMF روش دقت که شد مشاهده مثلا باشد. متفاوت آنها برای روش ها عملکرد که می شوند
مانند معیاری به کارگیریِ رخداد، این دلایل بارزترین جمله از نیست. مذکور کاربردهای در دیگر روش های
به نسبت معیارها برتری در را خاصی ملاک هیچ نمی توان هرچند است. کاربردها این در اقلیدسی فاصلۀ
که گرفت نظر در اقلیدسی فاصلۀ به نسبت را مناسب تری جایگزین معیارهای می توان اما کرد، بیان یکدیگر
تضمین عدم ،NMF مشکل بارزترین می شود. پیشنهاد [٢۵] مرجع مطالعۀ جایگزین ها، این مطالعۀ برای
نقطۀ چندین می رود انتظار نیست، محدب NMF مسئلۀ چون است. سراسری کمینۀ نقطۀ به همگرایی
الگوریتم ها در W ستون های کردن نرمال جواب، یکتایی عدم به دلیل لذا و باشد موجود موضعی کمینۀ
نقطۀ به همگرایی تا است لازم تکرار چند و چندین NMF تکراری الگوریتم های در می رسد. به نظر مطلوب
کند. صرف را بیشتری زمان PCA با مقایسه در NMF تا می شود موجب امر این که افتد اتفاق بهین
کمتری ذخیره سازی فضای نیازمند روش این که دارد وجود امیدواری این ،r ≪ min{m,n} چون اما

باشد.
حالت در اما است. تعیین قابل ویژه مقادیر بزرگی اساس بر PCA در r مقدار انتخاب چگونگی
در مقدار این غالباً نیست. دسترس در NMF برای آن بهین مقدار تعیین برای مشخصی معیار هیچ کلی،
مشخص قبل از رده، تعداد یا و خوشه تعداد به عنوان قبل بخش در شده بیان کاربردهای نظیر کاربردهایی
در است. مطالعه حال در باز مسئلۀ یک به صورت مقدار این بهین انتخاب نحوۀ کلی، حالت در اما است.

است. شده پرداخته زمینه این در بررسی مورد رهیافت های از یکی به [٢۵] مرجع
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ریاضی اندیشۀ و فرهنگ
٩٨ تا ٩١ صص. (١٣٩۵ زمستان و (پاییز ۵٩ شماره

تعمیم یافته∗ واحد گوی های حجم
وانگ زیانفو

نجف آبادی کاظمی رسول و کهکشانی رضا برگردان:

سرآغاز .١
دیدگاه از اما دارد. آشنایی گوی و ستاره مربع، استوانه، لوزی، هندسی شکل های با دانشجویی هر
اقلیدسی گوی می توان غیرخطی و خطی تبدیل های به وسیلۀ هستند. تعمیم یافته گوی های همگی این ها ما،
محاسبۀ برای واحد دستوری ارائۀ مقاله، این از هدف داد. شکل تغییر عجیب گوی های انواع به را استانده

است. بعدی  ــ n فضاهای در تعمیم یافته یکۀ گوی های حجم
مجموعۀ از است عبارت Rn در تعمیم یافته واحد گوی

Bp١p٢···pn = {x = (x١, . . . , xn) : |x١|p١ + · · ·+ |xn|pn ⩽ ١} (١ . ١)

آن، در که
pj > ٠ j = ١, ٢, . . . , n.

چون است. محدب Bp١p٢···pn واحد گوی باشند، ١ مساوی یا بزرگتر همگی pn ،. . . ،p٢ ،p١ اعداد اگر
n > ١ وقتی نیز Bp١p٢···pn نیست، محدب [−١, ١] روی x 7→ |x|p تابع ٠ < p < ١ به ازای
فضای واحد گوی ،p١ = p٢ = · · · = pn = p ⩾ ١ دهیم قرار اگر نباشد. محدب است ممکن
١ شکل در که همان طور می دهیم. نشان B با را ℓ٢(Rn) فضای واحد گوی می آید. به دست ℓp(Rn)

تعمیم یافته. واحد گوی واحد؛ گوی حجم متغیر؛ تعویض دستور اقلیدسی؛ فضای کلیدی. کلمات و عبارات
است: قرار این از اصلی مقالۀ نشان و نام ∗

Wang, Xianfu, Volumes of generalized unit balls, mathematics magazine, 78 (2005), 390-395.

ایران) ریاضی (انجمن ١٣٩۵ ©
٩١



٩٢ تعمیم یافته واحد گوی های ٩٢حجم تعمیم یافته واحد گوی های ٩٢حجم تعمیم یافته واحد گوی های حجم

شکل در می توان piها، برای مختلف مقادیر انتخاب با است، شده داده نشان R٣ در مثال هایی ارائۀ با
کرد. ایجاد زیادی تغییر تعمیم یافته گوی های

تعمیم یافته واحد گوی حجم دستور .٢
آوریم. به دست گوی ها این حجم محاسبۀ برای واحد دستوری تا گردید انگیزه ای فولند١[۵] از مقاله ای
،[۴]) شده اند شناخته که است زیادی مدت سادک٢ و B استاندۀ اقلیدسی گوی حجم دستورهای اگرچه
هم قدر هر گوی ها که است حیرت آور است. جدید (نسبتاً) واحد دستور این ،(٢٢٠ و ٢٠٨ صفحه های

نمود: محاسبه زیر شرح به واحد دستوری با می توان را آنها حجم برسند، نظر به عجیب

و (b)|x١/٢|١ + |x١/٢|٢ + |x١/٢|٣ ≤ ١ ؛ (a)|x١| + |x٢| + |x٣| ≤ ١ .١ شکل
(c)|x٣|١ + |x١/٢|٢ + |x٣|٣ ≤ ١

Folland١
،. . . ،p١ ،p٠ مانند خطی مستقل بردار (n+ ١) محدب ترکیب های مجموعۀ اقلیدسی، فضای یک در بعدی  ــ n سادک ٢یک
،i هر برای و λ٠ + λ١ + · · · + λn = ١ که به طوری x = λ٠p٠ + · · · + λnpn نقاط همۀ مجموعۀ یعنی است؛ pn

م.  ــ است بعدی دو سادک یک درونش با همراه مثلث یک مثلا .λi ⩾ ٠



وانگ زیانفو وانگ٩٣ زیانفو وانگ٩٣ زیانفو ٩٣
کنیم فرض .٢ . ١ قضیه

pj > ٠ j = ١, ٢, . . . , n.
با است برابر Rn در Bp١p٢···pn تعمیم یافتۀ واحد گوی حجم

٢n Γ(١ + ١
p١ ) · · ·Γ(١ + ١

pn
)

Γ
( ١
p١ +

١
p٢ · · ·+

١
pn

+ ١
) . (٢ . ١)

بالا دستور از ٢n عامل حذف با مثبت اند، x مؤلفه های همۀ که جایی یعنی مثبت، هشتم  ــ یک اَبر حجم
می آید. به دست

نباشند، آشنا است ممکن که خوانندگانی برای را آن تعریفِ که است گاما تابع شامل بالا دستور
می کنیم تعریف ٠ < t <∞ هر به ازای می کنیم. یادآوری

Γ(t) :=

∫ ∞

٠
st−١e−sds.

برای اینکه یکی می کنیم. استفاده نتیجه دو از آن، موردِ در و است همگرا t > ٠ هر برای انتگرال این
داریم v > ٠ و u > ٠

Γ(u+ ١) = uΓ(u) (٢ . ٢)
که است این دیگری ∫و ١

٠
su−١)١− s)v−١ds = Γ(u)Γ(v)

Γ(u+ v)
. (٢ . ٣)

تحلیلی دستور یک (٢ . ٢) تساوی می شود، بی نهایت t ⩽ ٠ به ازای Γ(t) تعریفِ در مذکور انتگرال اگرچه
نقاط در تنها Γ تابع آن وقت می آورد. فراهم (−∞, ٠) روی Γ(t) تعریف ادامۀ برای

t = ٢−,١−,٠, . . .
یافت. ٣۴۶-٣۴۴ صفحه های [۶] در می توان را بیشتر جزئیات است. ناپیوسته

که واقعیت این با اول: گام اثبات.

V (Bp١···pn) =
∫
Bp١p٢···pn

١dx



٩۴ تعمیم یافته واحد گوی های ٩۴حجم تعمیم یافته واحد گوی های ٩۴حجم تعمیم یافته واحد گوی های حجم

می کنیم. شروع می دهد، شکل تغییر B استاندۀ گوی به را تعمیم یافته گوی که متغیری تعویض به کارگیریِ و
تابع برای .yn = x

pn/٢
n ،. . . ،y٢ = x

p٢/٢
٢ ،y١ = x

p١/٢
١ گیریم

ϕ(y) := (y
٢
p١١ , . . . , y

٢
pn
n )

با است برابر ژاکوبی ماتریس دترمینان
Jϕ(y) =

٢
p١
· · · ٢

pn
y

٢
p١ −١
١ · · · y

٢
pn

−١
n .

است، نیاز مورد برهان بعدی گام در که متغیر تعویض دستورِ اثبات جزئیات ملاحظۀ برای می تواند خواننده
می آوریم به دست دستور، این از استفاده با کند. مطالعه را ۴٣٢ صفحۀ [۶]∫

Bp١···pn
١dx =

∫
B
|Jϕ(y)|dy =

٢n
p١ · · · pn

∫
B
|y١|

٢
p١ −١ · · · |yn|

٢
pn

−١
dy.

کنیم فرض دوم: گام
αj > −١ j = ١, ٢, . . . , n.

می کنیم ∫ادعا
B
|x١|α١ · · · |xn|αndx =

Γ(β١) · · ·Γ(βn)
Γ(β١ + · · ·+ βn + ١) (۴ . ٢)

دستور یک ادعا، این صحت بررسی برای .βi := (αi + ٢/(١ ،i = ١, . . . , n هر برای آن، در که
را آن سپس می دهیم. نشان I(α١, . . . , αn) با را (۴ . ٢) در موجود انتگرال می آوریم. به دست بازگشتی

می کنیم: محاسبه می شود، شروع متغیر بیرونی ترین به عنوان x١ با که مکرر انتگرال یک به صورت

I(α١, . . . , αn) =

∫ ١

−١
|x١|α١

∫
x٢٢+···+x٢

n⩽١−x٢١
|x٢|α٢ · · · |xn|αndx٢ · · · dxndx١.

متغیرِ تعویض با مجدداً می شود. محاسبه r =
√

١− x٢١ شعاع به گوی روی داخلی انتگرال
(x٢, . . . , xn) = r(y٢, · · · , yn),

می آوریم ∫به دست
x٢٢+···+x٢

n⩽r٢
|x٢|α٢ · · · |xn|αndx٢ · · · dxn

=

∫
y٢٢+···+y٢

n⩽١
r(n−١)+α٢+···+αn |y٢|α٢ · · · |yn|αndy٢ · · · dyn



وانگ زیانفو وانگ٩۵ زیانفو وانگ٩۵ زیانفو ٩۵
با است برابر I(α١, . . . , αn) می دهد نتیجه ∫که ١

−١
|x١|α١)١ − x٢١)

(n−١)
٢ +

α٢+···+αn
٢

∫
y٢٢+···+y٢

n⩽١
|y٢|α٢ · · · |yn|αndy٢ · · · dyndx١

= ٢
∫ ١

٠
x
α١١ (١ − x٢١)

(n−١)
٢ +

α٢+···+αn
٢ dx١ ·

∫
y٢٢+···+y٢

n⩽١
|y٢|α٢ · · · |yn|αndy٢ · · · dyn

=

∫ ١

٠
(x٢١)

α١−١
٢ (١ − x٢١)

(α٢+···+αn+n+١)
٢ −١d(x٢١)

∫
y٢٢+···+y٢

n⩽١
|y٢|α٢ · · · |yn|αndy٢ · · · dyn.

،(٢ . ٣) بنابر لذا

I(α١, . . . , αn) =
Γ((α١ + ٢/(١) Γ((α٢ + · · ·+ αn + n+ ٢/(١)

Γ((α١ + · · ·+ αn + n+ ٢/(٢) . I(α٢, . . . , αn)

n− ١ با می دهد. به دست I(α٢, . . . , αn) و I(α١, . . . , αn) میان بازگشتی دستور یک رابطه، این
می آوریم به دست لازم، ساده سازی های از پس و بازگشتی دستور این بردنِ به کار بار

I(α١ . . . αn) =
Γ(α١+١

٢ ) · · ·Γ(αn−١+١
٢ ) αn+١٢ Γ(αn+١٢ )

Γ(α١+···+αn+n
٢ + ١) . I(αn). (۵ . ٢)

اما
I(αn) =

∫
x١⩾٢
|x|αndx = ٢

∫ ١

٠
xαndx =

٢
αn + ١

می شود. نتیجه (۴ . ٢) تساوی ،(۵ . ٢) در مقدار این دادن قرار با که
که می دهد نتیجه (۴ . ٢) ،αi = ٢/pi − ١ ،i = ١, . . . , n برای اگر سوم: گام

I(٢/p١ − ١, . . . , ٢/pn − ١) = Γ(١/p١) · · ·Γ(١/pn)
Γ(١/p١ + · · ·+ ١/pn + ١) .

لذا

V (Bp١···pn) = ٢n ١
p١
· · · ١

pn
I(٢/p١ − ١, . . . , ٢/pn − ١)

= ٢nΓ(١ + ١/p١) · · ·Γ(١ + ١/pn)
Γ(١/p١ + · · ·+ ١/pn + ١) .

در هشتم  ــ یک ابر تا ٢n زیرا می شود، حاصل دستور این از Rn در مختصات دستگاه مثبت قسمت حجم
□ دارد. وجود Rn



٩۶ تعمیم یافته واحد گوی های ٩۶حجم تعمیم یافته واحد گوی های ٩۶حجم تعمیم یافته واحد گوی های حجم

خاص حالت های .٣
حالت می تواند خواننده اما باشد، بی نهایت نمی تواند (١ . ١) در pi مقدار که کنید استدلال است ممکن

می نویسیم بگیرد. نظر در را حدی

x∞ =

{ ٠ ٠ ⩽ x < ١
١ x = ١

حسابان): دانشجویان (برای می دهیم ادامه خاص حالت های برخی کردنِ جدا با و
با است برابر V (Bp١···pn) است، پیوسته (٠,+∞) بر Γ چون :pi = +∞ (الف)

٢ · ٢n−١Γ(١ + ١/p١) · · ·Γ(١ + ١/pi−١)Γ(١ + ١/pi+١) · · ·Γ(١ + ١/pn)
Γ(١/p١ + · · ·+ ١/pi−١ + ١/pi+١ + · · ·+ ١/pn + ١) .

اَبرمکعب یک آن شکل و است ٢n با برابر گوی حجم ،p١ = · · · = pn = +∞ وقتی به ویژه
وقتی هستند). ١ با برابر همزمان xiها از دوتا حداقل آنجا که مرز از بخشی (به استثنای است بعدی  ــ n

است. R٣ در مستدیر استوانۀ یک تعمیم یافته، گوی ،p٣ =∞ و p١ = p٢ = ٢
داریم ،p١ = p٢ = · · · = pn = p > ٠ وقتی (ب)

V (Bp١···pn) = ٢n (Γ(١ + ١/p))n
Γ(n/p+ ١) =

(٢/p)n(Γ(١/p))n
(n/p)Γ(n/p)

.

تعمیم یافته گوی ،p = ٢ به ازای .Γ(n) = (n− ١)! و Γ(١/٢) = π
١
٢ ،Γ(١) = ١ که آورید یاد به 

تعمیم یافته گوی ،p = ١ به ازای است. ٢π n٢
nΓ(n٢ )

حجم با استانده اقلیدسی گوی همان

{(x١, . . . , xn) : |x١|+ · · ·+ |xn| ⩽ ١}

به و است ٢٢n
(٢n)! با برابر تعمیم یافته گوی حجم ،p = ١٢ به ازای است. ٢n

n! حجم با بعدی  ــ n لوزی یک
شگفت هستند. ١ شکل در شده داده نشان گوی های از تا دو این ها است. بعدی  ــ n ستاره یک شکل

و می شود کمتر بعدی  ــ n گوی حجم می شود، بزرگتر n وقتی که درمی یابیم ٠ < p <∞ به ازای اینکه

lim
n→∞

V (Bp,p,...,p) = lim
n→∞

(٢/p)n(Γ(١/p))n
(n/p)Γ(n/p)

= ٠.

برده ایم: به کار را استرلینگ دستور اینجا در

Γ(x) ∼
√٢πxx− ١

٢ e−x



وانگ زیانفو وانگ٩٧ زیانفو وانگ٩٧ زیانفو ٩٧

می کند میل ١ به راست و چپ مقدارهای نسبت ،x→∞ وقتی که است معنی بدین ∼ نماد آن، در که
.(٣۵٣ صفحۀ [۶])

بیضی گون برای (پ)
{
(x١, . . . , xn) :

|x١|p١

ap١١
+ · · ·+ |xn|

pn

apnn
⩽ ١
}

دستور از آن حجم قضیه، مبنای بر و می کند تبدیل (١) به صورت را آن ساده خطی تبدیل یک ،ai > ٠ با

a١ · · · an × ٢nΓ(١ + ١/p١) · · ·Γ(١ + ١/pn)
Γ(١/p١ + · · ·+ ١/pn + ١)

را بیضی گون دو ،٢ شکل در آورید، به دست R٣ در بیضی گون شکل از ایده ای اینکه برای می آید. به دست
داده ایم. نشان R٣ در

(a)١۶|x١|۴ + ٣|x١/٢|٢ + |x٣| ≤ ١ و (b)١۶|x٢|١ + |x٢|٢ + ۴|x١/٢|٣ ≤ ١ .٢ شکل

اینجانب به فریزر سیمون دانشگاه از بوروین م. ج. دکتر آوردم، به دست را نتیجه این اینکه از پس
به دست مشابه نتیجه ای متفاوت، روشی از استفاده با نوزدهم، قرن آلمانی ریاضیدان دیریکله، که داد اطلاع
در واحد گوی حجم دستور برای استقرا فاقد برهان یک .(١۵١-٩۵٣ صفحه های [٣]) است آورده
شده ارائه (١٩-١٩٧۵ صفحه های [٢]) در بایلی و بوروِین توسط لاپلاس، تبدیل طریق از ،ℓp(Rn)

گوی های حجم دستور برای استقرا فاقد برهانی می توان لاپلاس تبدیل از استفاده با مشابه، به طور است.
حجم و گاما تابع دربارۀ بیشتری ویژگی های که کنیم ذکر باید خاتمه، در نمود. استخراج (٢ . ١) تعمیم یافته

یافت. (٣٩۵-٣٩۴ صفحه های [٧]) استرومبرگ در می توان را اقلیدسی گوی های



٩٨ تعمیم یافته واحد گوی های ٩٨حجم تعمیم یافته واحد گوی های ٩٨حجم تعمیم یافته واحد گوی های حجم
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ریاضی اندیشۀ و فرهنگ
١٠۵ تا ٩٩ صص. (١٣٩۵ زمستان و (پاییز ۵٩ شماره

وارون فیثاغورسی سه تایی و فیثاغورس رابطۀ با معادل رابطه ای
سیمکانی مهرداد و بلادی، صدیقه بهبودیان، جواد

چکیده
معادل می گردد. ارائه فیثاغورس رابطۀ با معادل معروف بیش و کم رابطۀ یک مقاله، این در
می شود. ثابت مثلثاتی و جبری هندسی، روش های با فیثاغورس رابطۀ با رابطه این بودنِ
سه تایی هر برابر در پایان در و شد خواهد بیان اولیه فیثاغورسی سه تایی تعریف سپس

می شود. معرفی وارون فیثاغورسی سه تایی یک اولیه، فیثاغورسی

مقدمه .١
٩١/٢/٢٢ تاریخ در که می نویسیم شهریاری پرویز استاد گران بهای خدمات پاس و یاد به  را مقاله این
گوناگون مقاله های و کتاب ها نوشتن با خود، زندگی سال ٨۶ طول در شهریاری فروبست. جهان از چشم
از بسیاری داد. گسترش کشور در را ریاضی آموزش ریاضی، سمینارهای در متنوع سخنرانی  های و
بهره مند شهریاری آثار از بیش و کم خود، تحصیل دوران در ایران، در اخیر سال پنجاه دانش آموختگان
حساب و مثلثاث جبر، هندسه، جمله از دبیرستانی و سنتی ریاضی به توانا، معلم این شهریاری، شده اند.

داشت. ویژه ای توجه و علاقه استدلالی
نظر در c و b ،a طول به اضلاعی و ∠C و ∠B حادۀ زاویۀ دو با ABC△را مثلث مقاله، این در
تاریخی و زیبا ABC△رابطۀ در ،∠A = ٩٠◦ اگر باشد. AH ارتفاع طول h می کنیم فرض می گیریم.

یعنی فیثاغورس،
a٢ = b٢ + c٢ (١ . ١)

وارون. فیثاغورسی سه تایی اولیه؛ فیثاغورسی سه تایی فیثاغورس؛ رابطۀ کلیدی. کلمات و عبارات
ایران) ریاضی (انجمن ١٣٩۵ ©

٩٩



١٠٠ وارون فیثاغورسی سه تایی و فیثاغورس رابطۀ با معادل ١٠٠رابطه ای وارون فیثاغورسی سه تایی و فیثاغورس رابطۀ با معادل ١٠٠رابطه ای وارون فیثاغورسی سه تایی و فیثاغورس رابطۀ با معادل رابطه ای

نگاه [٣] و [١] مرجع های (به دارد فراوان کاربردهای و گوناگون اثبات های رابطه، این است. برقرار
است. قائم  الزاویه مثلث آن باشد، برقرار (١ . ١) مثلثی در اگر که می دانیم ضمن، در کنید.).

معروف بیش و کم رابطۀ قائم الزاویه مثلث هر در
١
h٢ =

١
b٢ +

١
c٢ (١ . ٢)

می شود: ثابت به آسانی زیر شرح به ،S قائم الزاویه، مثلث مساحت به کمک رابطه این است. برقرار نیز
٢S = bc = ah,

b٢c٢ = a٢h٢,

b٢c٢ = (b٢ + c٢)h٢. (١ . ٣)
آید. به دست (١ . ٢) تا می کنیم تقسیم b٢c٢h٢ بر را (١ . ٣) طرف دو حال

می دهیم نشان دیگر، بیان به می کنیم. بررسی را (١ . ٢) و (١ . ١) رابطه های بودنِ معادل مقاله، این در
لازم شرط (١ . ٢) رابطۀ دادیم نشان قبل بند در است. (١ . ١) رابطۀ برای کافی و لازم شرط (١ . ٢) رابطۀ
سرانجام می کنیم. اثبات روش سه با را (١ . ٢) رابطۀ بودنِ کافی ٢ بخش در است. (١ . ١) رابطۀ برای
وارون فیثاغورسی سه تایی یک اولیه، فیثاغورسی سه تایی هر برابر در (١ . ٢) رابطۀ به کمک سه، بخش در

کرد. خواهیم معرفی

کفایت اثبات .٢
برای کافی شرط (١ . ٢) رابطۀ که می کنیم ثابت مثلثاتی و جبری هندسی، روش سه با بخش، این در

است. نهفته مثلثات و جبر هندسه، کاربرد (١ . ٢) رابطۀ در دهیم نشان تا است (١ . ١) رابطۀ

برقرار △ABC در (١ . ٢) رابطۀ اگر که می دهیم نشان هندسی روش با هندسی. روش .٢ . ١
که می کنیم رسم طوری را A′B′C ′ قائم الزاویه مثلث اثبات، برای است. قائم الزاویه مثلث این باشد،
باشد B′C ′ بر وارد ارتفاع A′H ′ = h′ و A′C ′ = b′ = b ،A′B′ = c′ = c ،∠A′ = ٩٠◦

.(١ (شکل
داریم لازم، شرط بنابر A′B′C ′ قائم الزاویۀ مثلث در

١
h′٢ =

١
b٢ +

١
c٢ . (٢ . ١)



سیمکانی مهرداد و بلادی، صدیقه بهبودیان، جواد سیمکانی١٠١ مهرداد و بلادی، صدیقه بهبودیان، جواد سیمکانی١٠١ مهرداد و بلادی، صدیقه بهبودیان، جواد ١٠١

١ شکل

از ضلع یک و وتر هرگاه می دانیم دیگر، طرف از می شـود. نتیجه h = h′ ،(٢ . ١) با (١ . ٢) مقایسـۀ از
هستند. همنهشت  مثلث دو باشند، برابر دیگر قائم الزاویـۀ مثلث از ضلع یک و وتر با قائم الزاویـه ای مثلث

همچنین .∠BAH = ∠B′A′H ′ نتیجه در ABH△و ∼= △A′B′H ′ بنابراین
△ACH ∼= △A′C ′H ′

پس .∠CAH = ∠C ′A′H ′ این رو از و
∠A = ∠A′ = ٩٠◦

است. ABC△قائم الزاویه لذا و
کافی شرط (١ . ٢) رابطۀ دهیم نشان جبری روش از استفاده با اینکه از پیش جبری. روش .٢ . ٢

می کنیم. بیان را ساده لم یک است، فیثاغورس رابطۀ برای
که است این (١ ABC△(شکل بودنِ قائم الزاویه برای کافی و لازم شرط .٢ . ١ لم

AH٢ = BH × CH.

□ می شود. اثبات ،ACH و ABH مثلث دو تشابه از استفاده با اثبات.
به صورت را (١ . ٢) اینک

٠ = b٢c٢ − b٢h٢ − c٢h٢

رابطۀ تا می افزاییم را h۴ بالا تساوی طرف دو به می نویسیم.
h۴ = h۴ + b٢c٢ − b٢h٢ − c٢h٢

آمده رابطۀ به دست از فاکتورگیری با آن به دنبال و
h۴ = (b٢ − h٢)(c٢ − h٢)



١٠٢ وارون فیثاغورسی سه تایی و فیثاغورس رابطۀ با معادل ١٠٢رابطه ای وارون فیثاغورسی سه تایی و فیثاغورس رابطۀ با معادل ١٠٢رابطه ای وارون فیثاغورسی سه تایی و فیثاغورس رابطۀ با معادل رابطه ای

می نویسیم ،١ شکل در ACH و ABH قائم الزاویه مثلث دو از استفاده با این رو از شود. نتیجه
AH۴ = BH٢ × CH٢

یا
AH٢ = BH × CH.

.∠A = ٩٠◦ بالا، لم بنابر نتیجه در
مثلثاتی روش که می بینم داد، خواهیم ارائه ادامه در که راه حلی به توجه با مثلثاتی. روش .٢ . ٣

به صورت را (١ . ٢) نخست است. روش ساده  ترین
h٢
b٢ +

h٢
c٢ = ١

چون ،١ شکل ACH△در ABH△و قائم الزاویه مثلث دو از استفاده با اینک می نویسیم.
sin٢ C + sin٢ B = ١,

داریم
sin٢ C + sin٢ B = cos٢ B + sin٢ B

بنابراین .∠C = ٩٠◦ − ∠B لذا و sinC = cosB این رو از .sin٢ C = cos٢ B نتیجه در و
.∠A = ٩٠◦

وارون فیثاغورسی سه تایی و اولیه فیثاغورسی سه تایی .٣
و اولیه فیثاغورسی سه تایی مهم تعریف دو و می بریم به کار استدلالی حساب اندکی بخش، این در

می کنیم. بیان را وارون فیثاغورسی سه تایی
به طوری است c و b ،a مانند صحیح اعداد از عضوی سه مجموعۀ یک فیثاغورسی، سه تایی .٣ . ١ تعریف
مقسوم علیه بزرگترین هرگاه می شود خوانده اولیه فیثاغورسی سه تایی سه تایی، این .a٢ = b٢ + c٢  که

باشد. یک با برابر c و b ،a مشترک
،a = da′ دهیم قرار d. اگر = gcd(a, b, c) و باشد دلخواه فیثاغورس سه تایی یک c و b ،a گیریم

داریم ،c = dc′ و b = db′

b′٢ + c′٢ =
b٢ + c٢
d٢ =

a٢
d٢ = a′٢



سیمکانی مهرداد و بلادی، صدیقه بهبودیان، جواد سیمکانی١٠٣ مهرداد و بلادی، صدیقه بهبودیان، جواد سیمکانی١٠٣ مهرداد و بلادی، صدیقه بهبودیان، جواد ١٠٣

است. اولیه فیثاغورسی سه تایی یک c′ و b′ ،a′ سه تایی پس .gcd(a′, b′, c′) = ١ که ویژگی این با
را فیثاغورسی سه تایی هر زیرا می دهیم، قرار اولیه فیثاغورسی سه تایی های کلیۀ یافتن را هدفمان بنابراین
سه تایی می توان کلیت از شدن کم بدون همچنین آورد. به دست اولیه فیثاغورسی سه تایی یک از می توان

گرفت. نظر در مثبت را c و b ،a اولیۀ فیثاغورسی
زیرا ،gcd(a, b) = ١ مثلا هستند؛ اول هم به نسبت دوتایی هر اولیه، فیثاغورسی سه تایی هر در
بخش پذیر عدد آن بر باید هم c ،a٢ = b٢ + c٢ به توجه با باشند، بخش پذیر صحیح عددی بر b و a اگر

نیست. چنین که باشد
را اولیه فیثاغورسی سه تایی های تمام است، نوشته [٢] در برتون را آن جالب برهان که ٣ . ٢ قضیۀ

می کند. تعیین

از عبارت اند c و b ،a اولیۀ فیثاغورسی سه تایی های تمام .٣ . ٢ قضیه

a = s٢ + t٢, b = ٢st, c = s٢ − t٢

و s عدد دو از یکی به علاوه، .gcd(s, t) = ١ و s > t > ٠ داریم t و s صحیح اعداد برای آن، در که
است. زوج دیگری و فرد t

مثلث در که می کنیم خاطرنشان را نکته این کنیم، تعریف را وارون فیثاغورسی سه تایی که آن از پیش
عددی نمی تواند AH = h ارتفاع ،c و b ،a اولیۀ فیثاغورسی سه تایی با (١ شکل ) ABC قائم الزاویۀ

زیرا باشد، صحیح
gcd(a, b) = ١, gcd(a, c) = ١

و
h =

bc

a
=

٢st(s٢ − t٢)
s٢ + t٢ .

فیثاغورسی سه تایی با را c و b ،a اولیۀ فیثاغورسی سه تایی اینک

a′ = (s٢ + t٢(٢, b′ = ٢st(s٢ + t٢), c′ = (s٢ − t٢)(s٢ + t٢)

نتیجه در می کنیم. متناظر
h′ =

b′c′

a′
= ٢st(s٢ − t٢)

شد. خواهد صحیح عددی



١٠۴ وارون فیثاغورسی سه تایی و فیثاغورس رابطۀ با معادل ١٠۴رابطه ای وارون فیثاغورسی سه تایی و فیثاغورس رابطۀ با معادل ١٠۴رابطه ای وارون فیثاغورسی سه تایی و فیثاغورس رابطۀ با معادل رابطه ای

صحیح اعداد از عضوی سه مجموعۀ یک وارون، فیثاغورسی سه تایی .٣ . ٣ تعریف
h′ = ٢st(s٢ − t٢), b′ = ٢st(s٢ + t٢), c′ = (s٢ − t٢)(s٢ + t٢)

رابطۀ در که ١است
h′٢ =

١
b′٢ +

١
c′٢

t و s عدد دو از یکی و gcd(s, t) = ١ که باشند چنان s > t > ٠ صحیح اعداد آن، در و کنند صدق
.gcd(h′, b′, c′) = ١ که داد نشان می توان باشد. زوج دیگری و فرد

بود. خواهد ٣ و ۴ ،۵ اولیه، فیثاغورسی سه تایی بنابراین .t = ١ و s = ٢ می کنیم فرض .۴ . ٣ مثال
٣ و ۴ ،۵ با متناظر ١۵ و ٢٠ ،٢۵ فیثاغورسی سه تایی کنیم، ضرب s٢ + t٢ = ۵ در را سه تایی این اگر
٢٠ ،١٢ وارون، فیثاغورسی سه تایی نتیجه در و h′ = ١×٢٠۵٢۵ = ١٢ سه تایی، این با پس می آید. به دست

داریم سه تایی این برای می شود. ١۵ و
١

١٢٢ =
١

٢٠٢ +
١

١۵٢ .

b = ١٢ ،a = ١٣ اولیه، فیثاغورسی سه تایی بنابراین .t = ٢ و s = ٣ می کنیم فرض .۵ . ٣ مثال
فیثاغورسی سه تایی کنیم، ضرب s٢ + t٢ = ١٣ در را سه تایی این اگر اینک بود. خواهد c = ۵ و
c′ = ۶۵ و b′ = ١۵۶ ،h′ = ۶٠ وارونِ فیثاغورسی سه تایی و c′ = ۶۵ و b′ = ١۵۶ ،a′ = ١۶٩

می شود. حاصل
منفرجه B زاویۀ ،△ABC در کنیم فرض می کنیم. اشاره جالب نکته ای به نتیجه به عنوان پایان، در
روش مثلا بالا، روش های از یکی با می گیرد. قرار مثلث از بیرون AH ارتفاع که است بدیهی باشد.
است. ∠B − ∠C = ٩٠◦ برای کافی و لازم شرط (١ . ٢) رابطۀ که کرد ثابت می توان به آسانی مثلثاتی،
∠B + ∠C = ٩٠◦ برای کافی و لازم شرط ABC مثلث در (١ . ٢) رابطۀ کلی به طور بنابراین

است. منفرجه) ∠B) ∠B − ∠C = ٩٠◦ یا حاده) دو هر ∠C و ∠B)
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