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شکالگورابی روشن هاجر و للکامی حسن زاده داود برگردان:

مثال های نمودند، معرفی را بافه٣ مفهوم رسماً ١٩۵٠ سال در هنری کارتان٢ و لور١ِ ژان وقتی که از
هندسۀ مختلط، متغیرهای مانند ریاضی گوناگون زمینه  های در بزرگی نقش بافه ها، کاربردهای و متنوع
معرفی را بافه  ها که متونی   همه تقریباً هنوز است. نموده ایفا جبری توپولوژی و دیفرانسیل هندسۀ جبری،
می گذارند. کارشناسی سطح تا توپولوژی جبری با خواننده آشنایی بر را فرض می  کنند استفاده آن از یا
سخت بسیار کاربردهایشان و بافه ها از واقعی درک آوردن به دست کارشناسی دانشجوی یک برای لذا
خوانندگان که این به امید با است. مقدماتی سطحی در بافه ها   نظریه کردن معرفی مقاله این هدف است.
[١٠] ،[۶] ،[٣] ،[٢] (مانند استاندارد مقالات سمت به حرکت توانایی کامل، بصیرتی به همراه علاقه مند

باشند. داشته  را ([١١] یا
عبور ریاضیات از وسیع ناحیۀ سه به مربوط مثال های میان از بافه ها نظریۀ به سوی ما حرکت مسیر
حلقه های بافۀ جبر، ناحیۀ از تمامریخت؛ نگاشت های ریشه های بافۀ ریاضی، آنالیز ناحیۀ از کرد: خواهد
جزئیات با را خاص بافه های این از یک هر دیفرانسیل. فرم های بافۀ هندسه، ناحیۀ از و موضعی،
بعدی مباحث می گردند، آشکار این گونه که مختلفی چشم اندازهای زیرا داد، خواهیم شرح قابل ملاحظه ای

ساخت. خواهند شفاف بیشتری سهولت با را بافه ها کلی نظریۀ
J. A. Seebach, Jr., L. A. Seebach and L. A. Steen, What is a Sheaf?, Amer. Math. Monthly ,77 (1970)

681-703.
١Jean Leray ٢Henri Cartan ٣sheaf

ایران) ریاضی (انجمن ١٣٩۴ ©
۵٣
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تمامریخت نگاشت های ریشه های بافۀ .١
نگاشتی ℂ𝑛 مختلط 𝑛-فضای از 𝐷 باز زیرمجموعۀ یک بر تحلیلی٢) (یا تمامریخت١ نگاشت یک
اوسگود٣ لم باشد. موضعی توانی سری   نمایش یک دارای 𝐷 از نقطه هر در که است 𝐷 بر مختلط-مقدار
جداگانه اگر تنها و اگر است تمامریخت 𝐷 ⊂ ℂ𝑛 بر پیوسته نگاشت یک که می کند بیان [٢ ص ،۶]

باشد. تمامریخت متغیرها از یک هر به نسبت
بر رفتارشان توسط یکتا به طور آنها که است این تمامریخت نگاشت های مهم بسیار خاصیت یک
تمامریخت است) همبند و باز مجموعه ا ی (دامنه، 𝐷 دامنۀ بر 𝑔 و 𝑓 اگر می شوند: تعیین باز مجموعه های
برای است. برابر 𝑔 با 𝑓 ،𝐷 سراسر بر آن گاه باشند، برابر 𝐷 از ناتهی باز زیرمجموعۀ یک بر و بوده
(نسبت 𝑓 = 𝑔 آن بر که 𝐷 از باز زیرمجموعۀ بزرگ ترین که کنیم مشاهده است کافی مطلب، این اثبات
همبند 𝐷 چون پیوسته اند. می کنند، تعیین را سری توانی بسط که مشتقات جزئی زیرا است بسته (𝐷 به

باشد. 𝐷 با برابر باید مجموعه این است،
تمامریخت 𝑧 از همسایگی یک بر هرگاه است تمامریخت 𝑧 در 𝑓 𝑧، گوییم ∈ ℂ𝑛 اگر اکنون
اعداد میدان روی جبر یک تشکیل ،𝑧 در تمامریخت نگاشت های همۀ از متشکل 𝐴𝑧 مجموعۀ باشد.
و 𝑓 ∶ 𝑈 → ℂ اگر دامنه هاست: اشتراک مستلزم ضرب و جمع عمل های آن، در که می دهد مختلط
𝐴𝑧 از 𝐼𝑧 ایدآل فرض کنیم .𝑓𝑔 ∶ 𝑈 ∩ 𝑉 → ℂ و 𝑓 + 𝑔 ∶ 𝑈 ∩ 𝑉 → ℂ آن گاه ،𝑔 ∶ 𝑉 → ℂ

می شوند. صفر 𝑧 از همسایگی یک بر که باشد 𝐴𝑧 از نگاشت هایی از متشکل
شده تعریف 𝐴𝑧/𝐼𝑧 خارج قسمتی (جبر) حلقۀ به صورت 𝑧 در تمامریخت نگاشت های ریشه های جبر

𝑂𝑧 از 𝑓 + 𝐼𝑧 چون عضوی تمامریخت، نگاشت یک از ریشه۴ یک لذا می شود. داده نمایش 𝑂𝑧 با و
معمول، طبق می دهیم. نمایش [𝑓 ]𝑧 با را ریشه این معمولا می باشد. تمامریخت 𝑧 در 𝑓 آن، در که است
بی توجهی این نمی شویم. قائل تفاوتی آنها بین یا گرفته یکی را دارند تعلق ریشه یک به که نگاشت دو
تعلق ریشه یک به که نگاشت دو زیرا می شود، توجیه شد بیان بالا در که یکتایی خاصیت توسط حدی تا
این باشند؛ داشته تفاوت 𝐼𝑧 در نگاشت یک حدِ در باید می شوند تعریف 𝐷 یکسان دامنۀ یک بر و دارند

باشند. یکسان نیز 𝐷 بر باید لذا و بوده یکسان 𝑧 از همسایگی یک بر آنها که است معنی بدان
مجموعۀ به صورت را تمامریخت نگاشت های (espace étalé) ساقه ای۵ فضای اکنون

𝑆 = {(𝑧, [𝑓 ]𝑧) | است تمامریخت 𝑧 ∈ ℂ𝑛 در 𝑓}

١holomorphic ٢analytic ٣D. Osgood ۴germ ۵stalk space
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را 𝜌−١(𝑧) می کنیم. تعریف 𝜌((𝑧, [𝑓 ]𝑧)) = 𝑧 ضابطۀ با ℂ𝑛 به 𝑆 از 𝜌 طبیعی نگاشت به همراه
ریشه های جبر یعنی ،𝑂𝑧 از نسخه یک این که می شود دیده به سادگی می نامیم. 𝑧 ∈ ℂ𝑛 نقطۀ در ساقه١ 
به طور ساقه هاست. مجزای اجتماع 𝑆 ساقه ای فضای بنابراین است. 𝑧 در تمامریخت نگاشت های
به روی 𝑆 کننده تصویر که 𝜌 به همراه کرده اند نفوذ هم در که ℂ𝑛 فراز بر سطوحی به صورت را 𝑆 شهودی،

.(١ (شکل می کنیم رسم است، ℂ𝑛

١ شکل
داده انتقال 𝑆 به را ℂ𝑛 توپولوژی کنیم، بیان دقیق تری به صورت را بالا شهودی درک که این برای
که 𝑓 نگاشت هر و ℂ𝑛 در 𝑈 باز مجموعۀ هر برای می کنیم. تبدیل توپولوژیک فضای یک به را 𝑆 و
𝑉 (𝑓 , 𝑈) مجموعۀ .𝑉 (𝑓 , 𝑈) = {(𝑧, [𝑓 ]𝑧) |𝑧 ∈ 𝑈} می کنیم تعریف است، تمامریخت 𝑈 بر
آن گاه ،(𝑧, [𝑓٠]𝑧) ∈ 𝑆 اگر زیرا می پوشاند، را 𝑆 مجموعه  ها، این همۀ   گردایه و است 𝑆 در مشمول
این، بر افزون .(𝑧, [𝑓٠]𝑧) ∈ 𝑉 (𝑓٠, 𝑈٠) و بوده تمامریخت 𝑧 از 𝑈٠ همسایگی یک در باید 𝑓٠
و 𝑈 = {𝑧 ∈ 𝑈١ ∩ 𝑈٢ | [𝑓١]𝑧 = [𝑓٢]𝑧} آن، در که 𝑉 (𝑓١, 𝑈١) ∩ 𝑉 (𝑓٢, 𝑈٢) = 𝑉 (𝑓 , 𝑈)
𝑆 روی توپولوژی یک برای پایه یک تشکیل 𝑉 (𝑓 , 𝑈) مجموعه  های بنابراین .𝑓 = 𝑓١|𝑈 = 𝑓٢|𝑈

هر به ازای یعنی است. موضعی٢ همسانریختی یک 𝜌 افکنش نگاشت توپولوژی، این به نسبت و می دهند
زیرا است، 𝑈 به روی همسانریختی یک 𝜌|𝑉 (𝑓 ,𝑈) یک به یک نگاشت ،𝑆 در 𝑉 (𝑓 , 𝑈) پایه همسایگی
١stalk ٢local homeomorphism
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𝜌−١
𝑓,𝑈 (𝑁) = 𝑉 (𝑓 , 𝑁) آن گاه باشد، 𝑈 از باز زیرمجموعۀ یک 𝑁 و بوده 𝜌|𝑉 (𝑓 ,𝑈) نمایش 𝜌𝑓,𝑈 اگر

توپولوژی .𝜌𝑓,𝑈 (𝑉 (𝑓 , 𝑈 ′)) = 𝑈 ′ آن گاه ،𝑉 (𝑓 , 𝑈 ′) ⊂ 𝑉 (𝑓 , 𝑈) اگر که حالی  در است؛ باز 𝑆 در
می گردد. تعیین یکتا به طور باشد، موضعی همسانریختی یک 𝜌 افکنش نگاشت که آن به شرط 𝑆 روی

بافۀ می نگارد، ℂ𝑛 به روی را 𝑆 که 𝜌 موضعی همسانریختی به همراه 𝑆 توپولوژیک فضای این
اصطلاحات که همان گونه می شود. نامیده ℂ𝑛 زمینه فضای روی تمامریخت نگاشت های ریشه های

ریشه ها از انباشته سری با ساقه ها از دسته   یک همانند را بافه می کنند، ایجاب کشاورزی تخصصی
.(٢ (شکل می پنداریم دانه) بذر، دارید، تمایل اگر (یا

٢ شکل
به است ممکن 𝑆 نقاط است: هاسدورف ،𝑆 ساقه ای فضای که دهیم نشان می توانیم زیر شرح به
یک از مختلفی ترازهای روی یا می گیرند قرار متفاوتی ساقه های روی یا باشند متفاوت یکدیگر با گونه دو
ℂ𝑛 چون این رو از است. متفاوت ℂ𝑛 در 𝑝, 𝑞 ∈ 𝑆 نقطۀ دو نگاره های اول، حالت در واقع اند. ساقه 
𝑆 به و بالا به را آنها می توان که دارند وجود 𝜌(𝑞) و 𝜌(𝑝) از مجزایی همسایگی های است، هاسدورف
آن گاه ،𝑧 ≠ 𝑤 آن، در که 𝑞 = (𝑤, [𝑔]𝑤) و 𝑝 = (𝑧, [𝑓 ]𝑧) اگر مطلب، شدن روشن تر برای برگرداند.
و 𝑓 ∈ [𝑓]𝑧 تمامریخت نگاشت های آنها بر و 𝑤 و 𝑧 از به ترتیب 𝑈𝑤 و 𝑈𝑧 مجزای باز همسایگی های
𝑞 و 𝑝 از مجزایی همسایگی های به ترتیب 𝑉 (𝑔, 𝑈𝑤) و 𝑉 (𝑓 , 𝑈𝑧) که به گونه ای موجودند 𝑔 ∈ [𝑔]𝑤

هستند.
اگر دارد. بستگی تمامریخت نگاشت های یکتایی خاصیت به زیرا است، پیچیده تر کمی دوم حالت
بنابراین .[𝑓 ]𝑧 ≠ [𝑔]𝑧 آن گاه باشند، ساقه یک از متفاوتی نقاط 𝑞 = (𝑧, [𝑔]𝑧) و 𝑝 = (𝑧, [𝑓 ]𝑧)
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روی آنها دوی هر که باشند داشته وجود 𝑔 ∈ [𝑔]𝑧 و 𝑓 ∈ [𝑓]𝑧 متفاوت تمامریخت نگاشت های باید
همسایگی های 𝑉 (𝑔, 𝑈) و 𝑉 (𝑓 , 𝑈) که می کنیم ادعا شده اند. تعریف 𝑧 از 𝑈 مانند همسایگی یک
𝑤 ∈ 𝑈 آن گاه ،(𝑤, [ℎ]𝑤) ∈ 𝑉 (𝑓 , 𝑈) ∩ 𝑉 (𝑔, 𝑈) اگر منظور، این برای هستند. 𝑞 و 𝑝 از مجزایی
نگاشت های یکتایی خاصیت کردیم، مشاهده بالا در که همان طور اما .[𝑓 ]𝑤 = [ℎ]𝑤 = [𝑔]𝑤 و
تعلق [ℎ]𝑤 یکسان ریشۀ یک به که 𝑈 یکسان دامنۀ با 𝑔 و 𝑓 نگاشت دو که می کند بیان تمامریخت
بنابراین .[𝑓 ]𝑧 ≠ [𝑔]𝑧 زیرا نیستند، مساوی هم با 𝑈 روی آنها اما باشند. برابر هم با 𝑈 بر باید دارند،

است. هاسدورف 𝑆 لذا و 𝑉 (𝑓 , 𝑈) ∩ 𝑉 (𝑔, 𝑈) = ∅
روشن تر برای می تواند که دارد وجود تمامریخت نگاشت های یکتایی خاصیت از دیگری نتیجۀ هنوز
تقریباً را یکتایی خاصیت گیرد. قرار استفاده مورد تمامریخت نگاشت های ریشه های بافۀ مفهوم شدن
روی رفتارش توسط یکتا به طور تمامریخت نگاشت یک کلی رفتار که کرد تفسیر صورت این به می توان
تمامریخت نگاشت که دامنه ای بزرگ ترین یافتن دربارۀ مبهم پرسش به این می شود. تعیین باز مجموعۀ هر
این تحلیلی، نگاشت های کلاسیک مطالعۀ در می بخشد. معنا داد، گسترش آن به می توان را مفروضی

شد. منجر مختلط تحلیلی خمینه های به کلی تر، به طور یا ریمان سطح مفهوم به پرسش

٣ شکل
𝑛-فضای با همسانریخت موضعی به طور که است توپولوژیک فضای یک اساساً خمینه١، یک
(𝑛 بعد (از اقلیدسی٢ موضعاً را 𝑋 توپولوژیک فضای یک دقیق تر، عبارت به می باشد. ℂ𝑛 اقلیدسی
١manifold ٢locally Euclidean
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همسانریخت 𝜋𝑥 نگاشت یک تحت که باشد 𝑈𝑥 باز مجموعۀ یک در مشمول 𝑥 ∈ 𝑋 هر اگر می نامیم
که معنی این به هستند، منسجم 𝑈𝑥

مختصاتی١ قطعه های این، بر افزون است. ℂ𝑛 از زیرمجموعه ای با
نیمۀ است. 𝜋𝑥(𝑈𝑥 ∩ 𝑈𝑦) و 𝜋𝑦(𝑈𝑥 ∩ 𝑈𝑦) بین همسانریختی یک 𝜋𝑥 ∘ 𝜋−١

𝑦 ،𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 هر به  ازای
قطعه های که است این مستلزم دوم، شرط و است ℂ𝑛 شبیه موضعاً 𝑋 که می کند تضمین تعریف این اول
سراسر روی منسجم اقلیدسی ساختار یک تشکیل که باشند داشته همپوشانی به گونه ای اقلیدسی موضعاً
مختصات دستگاه 𝜋−١

𝑥 زیرا می نامیم، موضعی٢ مختصات دستگاه یک را (𝑈𝑥, 𝜋𝑥) زوج هر ما دهند. 𝑋
.(٣ (شکل برمی گرداند 𝑈 به را ℂ𝑛 روی

دستگاه  های از متفاوت مجموعۀ  چندین توسط است ممکن توپولوژیک فضای یک که آنجا از
مختصاتی ساختار اساساً که پوشش دو بین نداریم قصد که آنجا از و شود پوشانده (𝑈𝑥, 𝜋𝑥) مختصاتی
اقلیدسی موضعاً توپولوژیک فضای یک را خمینه شویم، قائل تمایزی می کنند، فراهم 𝑋 روی یکسانی
برای کننده  تعریف خواص به نسبت (𝑈𝑥, 𝜋𝑥) مختصاتی دستگاه های مجموعۀ آن، در که می کنیم تعریف
تولید را یکتا خمینۀ یک اقلیدسی موضعاً فضای هر چون باشد. ماکسیمال اقلیدسی، موضعاً فضای یک
مختصاتی دستگاه های مجموعۀ اگر حتی خمینه گوییم؛ نیز را اقلیدسی موضعاً فضاهای اغلب می کند،
اقلیدسی فضای به نگاشتن با است ممکن خمینه ها از دیگری گونه های نباشد. ماکسیمال موضعی،
همسانریختی های بودن مشتق پذیر) بار (بینهایت ℂ∞ یا تحلیلی شرط به نیاز با یا ℂ𝑛 به جای ℝ𝑛 حقیقی
می شوند. نامیده ℂ∞ خمینه های یا تحلیلی خمینه های طبیعی به طور خمینه ها این شوند. تولید 𝜋𝑥 ∘ 𝜋−١

𝑦

اگر گوییم تمامریخت را دیگر تحلیلی خمینۀ یک به تحلیلی خمینۀ یک از 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑌 نگاشت
حالت در باشد. تمامریخت 𝜋𝑥(𝑈𝑥 ∩ 𝑓 −١(𝑈𝑦)) یعنی دامنه اش روی 𝜋𝑦 ∘ 𝑓 ∘ 𝜋−١

𝑥 ،𝑦 و 𝑥 هر به ازای
موضعی مختصاتی دستگاه های کردن تعریف برای 𝑖 ∶ 𝑌 → ℂ١ همانی نگاشت ،𝑌 = ℂ١ که خاصی
که خاصیت این توسط ℂ١ به 𝑋 تحلیلی خمینۀ از 𝑓 تمامریخت نگاشت یک بنابراین می شود. استفاده

می شود. مشخص است، تمامریخت 𝜋𝑥(𝑈𝑥) روی 𝑓 ∘ 𝜋−١
𝑥

استفاده با می توان، را تمامریخت نگاشت های ریشه های بافۀ که باشد واضح باید توضیحات این از
یک این گرفت. نظر در تحلیلی خمینۀ یک مانند موضعی، مختصاتی دستگاه های تعریف جهت 𝜌 از
شناخته جهانی٣ تمامریخت نگاشت به عنوان که را چیزی آن روی می توانیم زیرا است، ویژه و مهم خمینۀ
تعریف 𝐹 ((𝑧, [𝑓 ]𝑧)) = 𝑓(𝑧) توسط که است 𝐹 ∶ 𝑆 → ℂ نگاشت این، کنیم. تعریف است، شده
١coordinate patches ٢local coordinate system ٣universal holomorphic function
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،(𝑈, 𝜌|𝑈 ) موضعی مختصاتی دستگاه هر به ازای زیرا است، تمامریخت 𝐹 که است واضح می شود.
است. تمامریخت 𝑓 ∶ 𝜌(𝑈) → ℂ آن، در که 𝐹 ∘ (𝜌|𝑈 )−١ = 𝑓|𝜌(𝑈) داریم

استنتاج 𝐹 از رده ای ℂ𝑛 روی تمامریخت نگاشت های تمام رفتار که معنی این به است جهانی١ 𝐹
می توانیم است)، ℂ𝑛 در دامنه یک 𝐷 آن، در (که باشد تمامریخت 𝑓 ∶ 𝐷 → ℂ هرگاه به ویژه می شوند.
به طوری که دارد وجود ̂𝑓 ∶ 𝐷 → 𝑆 یکتای نگاشت یک کنیم: تجزیه زیر به صورت 𝑆 بافۀ طریق از را 𝑓
آن به وابسته  نمودار لذا و می شود تعریف ̂𝑓 (𝑧) = (𝑧, [𝑓 ]𝑧) ضابطۀ با ̂𝑓 وضوح به .𝐹 ∘ ̂𝑓 = 𝑓

. ̂𝑓 −١(𝑉 (𝑓 , 𝑈)) = 𝑈 زیرا است، پیوسته ̂𝑓 است. تعویض پذیر (۴ (شکل
𝑆

𝐹

��?
??

??
??

??
??

??
??

??

𝐷

̂𝑓

OO

𝑓
// ℂ

۴ شکل
دامنه ای بزرگ ترین همان (که را 𝑓 تمامریخت نگاشت تمامریختی٢ دامنۀ می توانیم ساختار، این با اکنون
شامل که 𝑆 از 𝐸 همبندی مؤلفۀ دهیم: توضیح شود) داده گسترش یکتا به طور آن به می تواند 𝑓 که است
𝐷 اینکه با است.) همبند مجموعۀ یک پیوستۀ تصویر زیرا است، همبند ̂𝑓 (𝐷) (البته است. ̂𝑓 (𝐷)
𝐹 جهانی تمامریخت نگاشت این رو از و می شود نشانده 𝐸 در ̂𝑓 توسط نیست، 𝐸 زیرمجموعۀ دقیقاً

است. 𝐸 به 𝑓 نگاشت از توسیعی

موضعی حلقه های بافۀ .٢
که باشد 𝐴 از ضربی ناتهی بستۀ زیرمجموعۀ یک 𝑆 و یکدار تعویضپذیر حلقۀ یک 𝐴 کنیم فرض
در که می سازیم را 𝐴 خارج قسمت ها ی حلقۀ به نام 𝐴𝑆 مانند حلقه ا ی ،𝑆 و 𝐴 از استفاده با .٠ ∉ 𝑆

مجموعۀ روی هستند. ضربی وارون  دارای 𝑆 عضوهای آن،

𝐴 × 𝑆 = {(𝑎, 𝑠) | 𝑎 ∈ 𝐴, 𝑠 ∈ 𝑆}
١universal ٢domain of holomorphy
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که باشد داشته وجود 𝑟 ∈ 𝑆 عضو اگر تنها و اگر (𝑎, 𝑠) ∼ (𝑏, 𝑡) می کنیم: تعریف هم ارزی رابطۀ یک
می کنیم: تعریف ضرب و جمع عمل دو همچنین، .(𝑎𝑡 − 𝑏𝑠)𝑟 = ٠

(𝑎, 𝑠) + (𝑏, 𝑡) = (𝑎𝑡 + 𝑏𝑠, 𝑠𝑡) و (𝑎, 𝑠)(𝑏, 𝑡) = (𝑎𝑏, 𝑠𝑡),

نمایش 𝐴𝑆 با را شده القا عمل های به همراه هم ارزی رده های حلقۀ هستند. سازگار گفته شده رابطۀ با که
(𝑎, 𝑠) هم ارزی کلاس  ،𝑆 به عنوان ناصفر عضوهای مجموعۀ به همراه صحیح اعداد حلقۀ همانند می دهیم.

می نامیم. هم ١ مخرج ها مجموعۀ را 𝑆 این رو از می دهیم. نمایش 𝑎
𝑠 با را

آن گاه ،𝑠 ∈ 𝑆 اگر می باشد. 𝑠
𝑠 همانی عضو و بوده ٠

𝑠 (𝑆 از 𝑠 هر (به ازای 𝐴𝑆 از ٠ عضو
است 𝑠 انتخاب از مستقل که 𝛼(𝑎) = 𝑎𝑠/𝑠 ضابطۀ با 𝛼 ∶ 𝐴 → 𝐴𝑆 همریختی یک .𝑠−١ = ١/𝑠

زیرا است، یک به یک 𝛼 باشد، صحیح دامنۀ یک 𝐴 اگر البته می باشد. موجود

𝐾𝑒𝑟 𝛼 = {𝑎 | ∃𝑠 ∈ 𝑆; 𝑠𝑎 = ٠}.

توسط می توان را 𝐴𝑆 در 𝛼(𝐼) ایدآل باشد، 𝐴 از ایدآلی 𝐼 اگر

𝛼(𝐼) = {𝑎/𝑠 | 𝑎 ∈ 𝐼, 𝑠 ∈ 𝑆},

تناظر یک 𝐴 ایدآل های مجموعۀ روی 𝛼 نگاشت این .𝐼𝐴𝑆 می نویسیم 𝛼(𝐼) به جای و داد نمایش
تهی 𝑆 با اشتراکشان که 𝐴 در اول ایدآل های مجموعۀ و 𝐴𝑆 در اول ایده  آل های مجموعۀ بین یک به یک

.[٢٢٣ ص ،١٢] می کند تعریف است،
خارج قسمت های حلقۀ می توانیم است، ضربی آن بستۀ متمم که است ایدآلی 𝐴 در 𝑃 اول ایدآل که آنجا از
نمایش 𝐴𝑃 با را خارج قسمت ها حلقۀ این دهیم. تشکیل است، 𝑃 متمم آن، مخرج های مجموعۀ که را 𝐴
است، ،𝑃 𝐴𝑃 ماکسیمال، ایدآل یک دارای تنها 𝐴𝑃 حلقۀ می نامیم. 𝑃 در 𝐴 موضعی حلقۀ را آن و داده

است. تهی 𝑃 متمم با اشتراکش که است خاصیت این با 𝐴 از اول ایدآل بزرگ ترین 𝑃 به وضوح زیرا
اول ایدآل های مجموعۀ و بود خواهند موضعی حلقه های بافۀ برای ساقه هایی موضعی، حلقه های این
می شود داده نمایش Spec 𝐴 با و شده نامیده 𝐴 طیف فضا، این داد. خواهد را زمینه فضای تشکیل 𝐴

مجموعه های خانوادۀ که است توپولوژی یک دارای و

𝑉𝑥 = {𝑃 ∈ Spec 𝐴 | 𝑥 ∉ 𝑃 },
١set of denominators
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بنابراین و 𝑉𝑥 ∩ 𝑉𝑦 = 𝑉𝑥𝑦 و 𝑉٠ = ∅ ،𝑉١ = Spec 𝐴 پس است. آن برای پایه یک ،𝑥 ∈ 𝐴
ایدآل (𝑥)𝑥∈𝑀 آن، در که ⋃𝑥∈𝑀 𝑉𝑥 = {𝑃 | (𝑥)𝑥∈𝑀 ⊄ 𝑃 } چون است. پایه یک {𝑉𝑥}𝑥∈𝐴

𝑉𝐼 = {𝑃 |𝐼 ⊄ 𝑃 } باز مجموعۀ یک 𝐴 از 𝐼 ایدآل هر است، 𝐴 از 𝑀 زیرمجموعۀ توسط شده تولید
نمی شود. مشخص 𝑈 توسط یکتا به طور 𝐼 اگرچه است؛ گونه همین به 𝑈 باز مجموعۀ هر و می کند تعریف
یک لذا و هستند ثابتی ایدآل شامل که اولی ایدآل  های از است مجموعه ای بسته، مجموعۀ یک بنابراین
حلقه ها، اکثر برای بنابراین باشد. ماکسیمال ایدآل یک اگر تنها و اگر است بسته Spec 𝐴 از 𝑃 نقطۀ

است. 𝑇٠ همواره Spec 𝐴 که حالی در نیست، 𝑇١ حتی زمینه فضای
زیرا کنیم، تعریف 𝑃 اول ایدآل یک متمم به نسبت را خارج قسمت ها حلقۀ که دارد وجود امکان این
باز مجموعۀ هر به این رو از است. ضربی  بستۀ نیز اول ها از اجتماع یک متمم اما است. ضربی  بستۀ

خارج قسمت های حلقۀ می توانیم Spec 𝐴 در 𝑈 ناتهی
𝐴𝑈 = {𝑎/𝑠 |𝑃 ∈ 𝑈 ⇒ 𝑠 ∉ 𝑃 }

𝑉 و 𝑈 اگر است. 𝑈 اول های همۀ اجتماع متمم با برابر مخرج هایش مجموعۀ که کنیم وابسته را
𝜌𝑈,𝑉 ∶ تحدید١ همریختی های می توانیم ،𝑈 ⊂ 𝑉 به طوری که باشند Spec 𝐴 در باز مجموعه های
در 𝑃 اول ایدآل های از هیچ یک عضو 𝑠 ،𝑎/𝑠 ∈ 𝐴𝑉 اگر کنیم: تعریف صورت این به را 𝐴𝑉 → 𝐴𝑈

از عضوی 𝑎/𝑠 این رو از نیست. 𝑈 در 𝑃 اول ایدآل های از هیچ یک عضو اولىٰ، طریق به و نیست 𝑉
نیست، یک به یک حتی یا همانی نگاشت، این اما .𝜌𝑈,𝑉 (𝑎/𝑠) = 𝑎/𝑠 می کنیم تعریف هست. نیز 𝐴𝑈

تعریف برای که است آنهایی از بزرگ تر می شوند استفاده 𝐴𝑈 حلقۀ تعریف برای که هم ارزی رده های زیرا
نسبت مقسوم علیه صفر یک 𝑎 که است 𝑎/𝑠 عضوهای آن شامل 𝜌𝑈,𝑉 هستۀ می شود. استفاده 𝐴𝑉 کردنِ

ندارد. تعلق 𝑈 عضوهای از هیچ یک به که باشد 𝑉 اول ایدآل های از یکی از عضوی به
𝑎 ،𝛼𝑈 ∶ 𝐴 → 𝐴𝑈 آن، در که است ۵ شکل نمودار بودنِ تعویضپذیر 𝜌𝑈,𝑉 مهم خاصیت یک
𝜌𝑈,𝑈 که می شود نتیجه این، از و شده تعیین یکتا به طور خاصیت این با 𝜌𝑈,𝑉 حال می برد. 𝑎/١ به را
شامل که دستگاه این .𝜌𝑈,𝑊 = 𝜌𝑈,𝑉 ∘ 𝜌𝑉 ,𝑊 آن گاه ،𝑈 ⊂ 𝑉 ⊂ 𝑊 اگر و است همانی نگاشت
پیش بافه٢ یک است، 𝑈 ⊂ 𝑉 وقتی 𝜌𝑈,𝑉 ∶ 𝐴𝑉 → 𝐴𝑈 نگاشت های و 𝐴𝑈 حلقه های ،Spec 𝐴
،𝑈 ⊂ 𝑉 که باز مجموعه های زوج با متناظر 𝜌𝑈,𝑉 نگاشت های کنار در می شود. نامیده Spec 𝐴 روی
،𝑃 ∈ 𝑉 و باشد باز 𝑉 اگر کنیم. تعریف را ،𝑃 ∈ 𝑉 ،𝜌𝑃 ,𝑉 ∶ 𝐴𝑉 → 𝐴𝑃 نگاشت های می توانیم
زیرا است، امکانپذیر این و می کنیم تعریف 𝜌𝑃 ,𝑉 (𝑎/𝑠) = 𝑎/𝑠 ضابطۀ با را 𝜌𝑃 ,𝑉 ∶ 𝐴𝑉 → 𝐴𝑃

١restriction homomorphism ٢presheaf
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را وابسته نمودار که است یکتایی نگاشت 𝜌𝑃 ,𝑉 نگاشت .𝑠 ∉ 𝑃 که می کند ایجاب 𝑎/𝑠 ∈ 𝐴𝑉

.(۶ (شکل می سازد تعویضپذیر
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۵ شکل ۶ شکل
که می شود نتیجه 𝜌𝑃 ,𝑉 یکتایی از قبل، مانند

𝜌𝑃 ,𝑊 ∘ 𝜌𝑊 ,𝑈 = 𝜌𝑃 ,𝑈 , 𝑃 ∈ 𝑊 ⊂ 𝑈 .

𝑈 از نگاشت یک به عنوان 𝑢 با می توانیم باشد، 𝐴𝑈 از عضوی 𝑢 و بوده باز Spec 𝐴 در 𝑈 اگر
،𝑃 ∈ 𝑈 هر به ازای که تعریف این با کنیم رفتار 𝑆 = ⋃{𝐴𝑃 |𝑃 ∈ Spec 𝐴} ساقه  ای فضای به
𝑣 ∈ 𝐴𝑉 و 𝑢 ∈ 𝐴𝑈 اگر گوییم. 𝑉 به 𝑢 تحدید را 𝜌𝑉 ,𝑈 (𝑢) ،𝑉 ⊂ 𝑈 اگر .𝑢(𝑃 ) = 𝜌𝑃 ,𝑈 (𝑢) ∈ 𝐴𝑃

𝑢 گوییم ،𝜌𝑊 ,𝑈 (𝑢) = 𝜌𝑊 ,𝑉 (𝑢) به طوری که باشد داشته وجود 𝑊 ⊂ 𝑈 ∩ 𝑉 باز مجموعۀ یک اگر و
آن گاه ،𝑃 ∈ 𝑊 اگر زیرا هستند، یکسان 𝑊 باز مجموعۀ روی 𝑣 و

𝑢(𝑃 ) = 𝜌𝑃 ,𝑈 (𝑢) = 𝜌𝑃 ,𝑊 ∘ 𝜌𝑊 ,𝑈 (𝑢) = 𝜌𝑃 ,𝑊 ∘ 𝜌𝑊 ,𝑉 (𝑣) = 𝜌𝑃 ,𝑉 (𝑣) = 𝑣(𝑃 ).

مجموعۀ می شود. نامیده پیش بافه از برش١ یک ،𝑆 در 𝑢(𝑈) آن نگاره  یا 𝑢 نگاشت ،𝑢 ∈ 𝐴𝑈 اگر
آن، در که است 𝐴𝑉 از مخرج یک 𝑠 آن گاه ،𝑎/𝑠 ∈ 𝐴𝑃 اگر زیرا می پوشاند. را 𝑆 ،𝑢(𝑈) برش های

می باشد. 𝑎/𝑠 ،𝑃 در آن نگارۀ که است 𝑉 روی برش یک 𝑎/𝑠 ∈ 𝐴𝑉 و 𝑉 = {𝑄 | 𝑠 ∉ 𝑄 }
از اجتماعی برش دو اشتراک زیرا است، 𝑆 روی توپولوژی برای پایه یک 𝑢(𝑈) برش های همۀ گردایۀ
و 𝑈 باز مجموعه های روی برش هایی 𝑣 ∈ 𝐴𝑉 و 𝑢 ∈ 𝐴𝑈 گیریم مطلب، این اثبات برای است. برش ها
،𝑥 ∈ 𝑢(𝑈) ∩ 𝑣(𝑉 ) اگر نمی ماند. دادن نشان برای چیزی آن گاه ،𝑢(𝑈) ∩ 𝑣(𝑉 ) = ∅ اگر باشند. 𝑉
که 𝑢 = 𝑎/𝑠 صورت این در .𝑥 = 𝜌𝑃 ,𝑈 (𝑢) = 𝜌𝑃 ,𝑉 (𝑣) ∈ 𝐴𝑃 داریم 𝑃ای ∈ 𝑈 ∩ 𝑉 به ازای آن گاه
١section
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عضوهای از هیچ یک عضو 𝑠′ آن، در که 𝑣 = 𝑎′/𝑠′ و نیست 𝑈 عضوهای از هیچ یک عضو 𝑠 آن، در
.𝑡(𝑎𝑠′ − 𝑎′𝑠) = ٠ به طوری که دارد وجود 𝑡 ∉ 𝑃 ،𝑎/𝑠 = 𝑎′/𝑠′ داریم 𝐴𝑃 در که آنجا از نیست. 𝑉
نمودار چون و 𝑎/𝑠 = 𝑎′/𝑠′ داریم 𝐴𝑊 ∩𝑈∩𝑉 در صورت این در .𝑊 = {𝑄 | 𝑡 ∉ 𝑄} کنیم فرض
از زیرمجموعه ای ،𝑎/𝑠 = 𝑎′/𝑠′ با شده تعریف 𝑊 ∩ 𝑈 ∩ 𝑉 روی برش است، تعویضپذیر ٧ شکل

است. 𝑥 از همسایگی یک و 𝑣(𝑉 ) و 𝑢(𝑈)
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٧ شکل
آن گاه ،𝑥 ∈ 𝐴𝑃 اگر زیرا است، موضعی همسانریختی یک 𝜌 افکنش نگاشت توپولوژی، این در
است. پوشا و یک به یک 𝑣(𝑉 ) برش به 𝜌 تحدید و دارد وجود 𝑥 از گذرا 𝑉 روی 𝑣 برش 𝑉ای به ازای
،𝑢(𝑈) لذا و بوده 𝑥 از گذرا برش یک همچنان 𝑈 به 𝑣 تحدید آن گاه ،𝑥 ∈ 𝑈 و باشد باز 𝑈 ⊂ 𝑉 اگر
باز زیرمجموعه ا  ی 𝑁 اگر می باشد. پیوسته 𝜌 بنابراین و است باز 𝑢(𝑉 ) در ،𝑢 = 𝜌𝑈,𝑉 (𝑣) آن، در که
این اجتماع 𝜌(𝑁) و هست نیز 𝑉 باز زیرمجموعه های روی برش ها از اجتماعی آن گاه باشد، 𝑣(𝑉 ) از

می باشد. باز زیرمجموعه های
Spec 𝐴 روی موضعی حلقه های بافۀ 𝜌 ∶ 𝑆 → Spec 𝐴 افکنش به همراه 𝑆 توپولوژیک فضای
𝑓 ∶ 𝑈 → 𝑆 مانند پیوسته نگاشت باشد، هر Spec 𝐴 از باز زیرمجموعۀ یک 𝑈 اگر می شود. نامیده
باز مجموعۀ روی برش ها همۀ مجموعۀ می شود. نامیده 𝑆 بافۀ از برش یک باشد، همانی 𝑈 روی 𝜌∘𝑓  که
عضوهای (یعنی، پیش بافه  برش های و 𝑆 بافۀ برش های بین رابطۀ می شود. داده نمایش Γ(𝑈, 𝑆) با 𝑈
روی (پیوسته) نگاشت یک مانند می شود را پیش بافه برش هر اگرچه زیرا است، ظریف نسبتاً (𝑢 ∈ 𝐴𝑈

دو اینکه یکی دهد. رخ است ممکن غیرعادی حالت دو پنداشت، است 𝜌 برای موضعی وارون که 𝑈
اشاره آن به بالا در که تفسیری تحت را یکسانی نگاشت 𝐴𝑈 حلقۀ از 𝑣 = 𝑏/𝑡 و 𝑢 = 𝑎/𝑠 متفاوت عضو
برش های از هیچ یک از که باشند داشته وجود Γ(𝑈, 𝑆) در نگاشت هایی اینکه دیگر و کنند تولید شد
نیست، پوشا و یک به یک لزوماً Γ(𝑈, 𝑆) به 𝐴𝑈 از تفسیری نگاشت این رو از نشوند. مشتق 𝑢 ∈ 𝐴𝑈

آن گاه باشد)، 𝑉𝑥 به صورت 𝑥 ∈ 𝐴 یک به ازای (یعنی باشد پایه ای مجموعۀ یک 𝑈 اگر حال به هر
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ممتاز١ باز مجموعه های اغلب 𝑉𝑥 مجموعه های دلیل، همین به .[٨۶ ص ،۴ شماره ،۵] است یکریختی

می شوند. نامیده

٨ شکل
اگر اما باشد. هاسدورف نمی تواند 𝑆 بافۀ قطعاً نباشد، هاسدورف Spec 𝐴 زمینه فضای اگر
دو که است) مشکل هاسدورف برگۀ روی آن کشیدن تصویر به (اگرچه است ممکن باشد 𝑇٢ ،Spec 𝐴
.(٨ (شکل باشند یکسان 𝑈 از 𝑉 مناسب باز زیرمجموعۀ یک روی بر ،𝑈 روی 𝑢′ و 𝑢 متمایز برش
نمی توانند اما هستند بافه  از متمایز نقاطی 𝑢′(𝑃 ) و 𝑢(𝑃 ) نباشد، 𝑉 در ولی باشد 𝑉 بستار در 𝑃 اگر

هستند. یکسان 𝑢′ و 𝑢 آن روی که است 𝑉 از نقاطی شامل 𝑃 از همسایگی هر زیرا شوند جدا
سرچشمۀ به نگاهی با نیز و موضعی حلقه های بافۀ از بیشتری هندسی تفسیر آوردن فراهم به منظور
ℚ[𝑥١, ⋯ 𝑥𝑛] گویا، اعداد میدان ℚ کنیم فرض می   اندازیم. خاص حلقه های از برخی به نگاهی موضوع،
𝐴 کنیم فرض باشد. ℚ[𝑥١, ⋯ 𝑥𝑛] از ایدآل یک 𝐼 و گویا ضرایب با متغیره 𝑛 چندجمله ای های حلقۀ
آن، در که نوشت ℚ[�̄�١, ⋯ �̄�𝑛] به صورت را آن می توان که باشد ℚ[𝑥١, ⋯ 𝑥𝑛]/𝐼 خارج قسمتی حلقۀ

اگر .𝑖 = ١, … , 𝑛 ،�̄�𝑖 = 𝑥𝑖 + 𝐼
𝐸 = {(𝑥١, ⋯ , 𝑥𝑛) ∈ ℂ𝑛 |∀𝑝 ∈ 𝐼, 𝑝(𝑥١, ⋯ , 𝑥𝑛) = ٠},

به عنوان را 𝐴 می توانیم آن گاه باشد، 𝐼 ایدآل در چندجمله ای های همۀ صفر مجموعه های اشتراک 𝐸 یعنی
١distinguished
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𝑝١(𝑥)−𝑝٢(𝑥) ∈ آن گاه ،𝑝١(�̄�) = 𝑝٢(�̄�) اگر زیرا کنیم، تفسیر 𝐸 روی مختلط-مقدار نگاشت های حلقۀ
.𝑝١(𝑥) = 𝑝٢(𝑥) که می کند ایجاب 𝑝١(�̄�) = 𝑝٢(�̄�) آن گاه ،𝑥 = (𝑥١, ⋯ , 𝑥𝑛) ∈ 𝐸 اگر لذا .𝐼

بین یک به یک تناظر یک می برد، 𝑝(𝑥) ∈ ℂ به را 𝑥 ∈ 𝐸 و 𝑝 ∈ 𝐴 که زوج سازی١ با می توانیم
𝑝 که نگاشتی آن گاه ،𝑥 = (𝑥١, ⋯ , 𝑥𝑛) ∈ 𝐸 اگر کنیم. ایجاد ℂ به 𝐴 از همریختی های و 𝐸 نقاط
باشد، همریختی یک 𝜙 ∶ 𝐴 → ℂ اگر برعکس و است ℂ به 𝐴 از همریختی یک می برد، 𝑝(𝑥) به را

آن گاه ،𝑝 ∈ 𝐼 اگر چون .𝑥 = (𝜙(�̄�١), ⋯ , 𝜙(�̄�𝑛)) ∈ 𝐸 آن گاه
𝑝(𝑥) = 𝑝(𝜙(�̄�١), ⋯ , 𝜙(�̄�𝑛)) = 𝜙(𝑝(�̄�١), ⋯ , 𝑝(�̄�𝑛)) = 𝜙(٠) = ٠.

است. 𝐴 در اول ایدآل یک 𝑥 ∈ 𝐸 توسط شده تعریف نگاشت هستۀ است، صحیح حوزۀ یک ℂ چون
به 𝐴 از همریختی یک هستۀ آن گاه باشد، Spec 𝐴 از عضو یک 𝑃 اگر که داد نشان می توان برعکس،
در زیر رابطۀ تحت 𝐸 هم ارزی رده های از مجموعه ای  را Spec 𝐴 می توانیم لذا .[١۶۴ ص ،١٣] است ℂ
این رو از باشند. 𝑝 ∈ 𝐴 یکسان چندجمله ای های صفرهای 𝑥′ و 𝑥 اگر تنها و اگر 𝑥 ∼ 𝑥′ بگیریم: نظر
نگاشت های حلقۀ یک می توان را 𝐴 بنابراین .𝑝(𝑥) = 𝑝(𝑥′) ،𝐴 در 𝑝 هر به ازای آن گاه ،𝑥 ∼ 𝑥′ اگر

دانست. نیز Spec 𝐴 روی
نگاشت هستۀ در 𝑝 که است معنی این به باشد نداشته قرار 𝑃 اول ایدآل یک در 𝐴 از 𝑝 عضو اینکه
مشمول متناظر، همریختی هستۀ آن به ازای که 𝐸 در 𝑥 نقطۀ هر روی 𝑝 معادلا ندارد؛ قرار 𝐴 → 𝐴/𝑃
حلقۀ است، 𝑝 ∉ 𝑃 هر وارون شامل که 𝑃 در 𝐴𝑃 موضعی حلقۀ این رو از است. ناصفر 𝑃 باشد در
شده اند. تعریف Spec 𝐴 در 𝑃 از همسایگی یک در یعنی موضعی، به طور که است گویا نگاشت های همۀ
𝐴𝑈 حلقۀ است. حلقه این ماکسیمال ایدآل تنها می شوند، صفر 𝑃 در که نگاشت هایی چنین مجموعۀ
هر روی که است نگاشت ها از حلقه  یک 𝑈 ⊂ Spec 𝐴 باز مجموعۀ یک روی پیش بافه برش های از
نگاشت هایی این چنین همۀ حلقۀ 𝐴𝑈 باشد، ممتاز باز مجموعۀ یک 𝑈 (اگر شده اند. تعریف 𝑈 از نقطه
نگاشت هایی مجموعۀ ،(𝑈 ⊂ 𝑉 آن، در (که 𝜌𝑈,𝑉 ∶ 𝐴𝑉 → 𝐴𝑈 تحدید نگاشت یک هستۀ است.)
𝐴𝑈 از عضوهایی نباشند. صفر 𝑉 همۀ روی است ممکن اگرچه می شوند؛ صفر 𝑈 نقطۀ هر در که است
می باشند. صفر دارای 𝑉 ⧵ 𝑈 در که هستند نگاشت  هایی وارون نیستند، 𝐴𝑉 در نگاشت های تحدید که
نگاشت آن، در که توپولوژیی ضعیف ترین می کند: القا 𝐸 در توپولوژی یک Spec 𝐴 توپولوژی
همۀ مجموعۀ با برابر 𝑥 ∈ 𝐸 نقطه ی بستار توپولوژی، این در است. پیوسته Spec 𝐴 به 𝐸 از شناسایی٢
را 𝐴 ویژۀ حلقۀ یک می کند. صدق 𝑥 که می کنند صدق چندجمله ای هایی همان در که است 𝐸 از نقاطی
١pairing ٢identification map
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و 𝐼 = (𝑥𝑦) کنیم فرض ،ℚ[𝑥, 𝑦] در بپردازیم. مطالعه به بیشتر جزئیات با تا می کنیم انتخاب
𝐴 = ℚ[𝑥, 𝑦]/(𝑥𝑦) ≃ ℚ[�̄�, ̄𝑦]

صورت این در .�̄� ̄𝑦 = 𝑥𝑦 + (𝑥𝑦) = (𝑥𝑦) = (٠) آن، در که
𝐸 = {(𝑧, 𝑤) ∈ ℂ٢ | 𝑧𝑤 = ٠} = {(𝑧, ٠) | 𝑧 ∈ ℂ} ∪ {(٠, 𝑤) | 𝑤 ∈ ℂ}

است. ℂ٢ در مختلط مختصاتی (صفحات) محورهای اجتماع
ℚ[�̄�, ̄𝑦]/(�̄�) ≃ ℚ[ ̄𝑦] ≃ ℚ[𝑦] زیرا نیستند، ماکسیمال ولی اول اند 𝐴 در ( ̄𝑦) و (�̄�) ایدآل های
(٠, 𝑤) به صورت هستند نقاطی است، (�̄�) متناظرشان ایدآل که 𝐸 در (𝑧, 𝑤) نقاط نیست. میدان یک
برای (𝑧, ٠) به شکل ( ̄𝑦) ایدآل با متناظر نقاط مشابه، به طور و است متعالی١ ℚ روی به 𝑤 آن، در که
است (�̄�) هستۀ دارای ̄𝑦 → 𝑤 و �̄� → ٠ ضابطۀ با ℚ[�̄�, ̄𝑦] → ℂ همریختی زیرا هستند، متعالی 𝑧
( ̄𝑦) یا (�̄�) شامل اول ایدآل هر ،(�̄�) ∩ ( ̄𝑦) = (٠) داریم 𝐴 در به علاوه، باشد. متعالی 𝑤 اگر تنها و اگر

.(�̄�) ∪ ( ̄𝑦) با است برابر 𝐴 در مقسوم علیه های صفر مجموعۀ و است
آنها برد که هستند 𝜙 ∶ ℚ[�̄�, ̄𝑦] → ℂ همریختی های هسته های 𝐴 در ماکسیمال اول ایدآل های
از یکی باید ،𝜙(�̄�)𝜙( ̄𝑦) = 𝜙(�̄� ̄𝑦) = ٠ چون و جبری اند 𝜙( ̄𝑦) و 𝜙(�̄�) که به طوری است میدان یک
𝑧 با (𝑧, ٠) به شکل یا 𝐸 در (𝜙(�̄�), 𝜙( ̄𝑦)) نقاط چنین باشد. جبری دیگری، و صفر 𝜙( ̄𝑦) و 𝜙(�̄�)
(𝑝(�̄�), ̄𝑦) ایدآل های ،(٠, 𝑤) و (𝑧, ٠) به همریختی های هسته های هستند. جبری 𝑤 با (٠, 𝑤) یا جبری
و (�̄�) به همراه ایدآل ها این است. (𝑤 از 𝑞 (و 𝑧 مینیمال چندجمله ای 𝑝 آن، در که هستند (�̄�, 𝑞( ̄𝑦)) و

هستند. Spec 𝐴 نقاط دقیقاً ( ̄𝑦)
هر به می شوند: تقسیم Spec 𝐴 در مشمول ایدآل  های با متناظر هم ارزی رده های به 𝐸 ⊂ ℂ٢ نقاط
(که (𝑝(�̄�), ̄𝑦) ماکسیمال ایدآل هر که حالی در می گردد، متناظر متعالی نقاط از رده یک (𝑦) و (𝑥) از یک
می باشد. 𝑝 از ریشه ای 𝑧 که است {(𝑧, ٠)} جبری نقاط مجموعۀ با متناظر است) تحویلناپذیر 𝑝 آن، در
،(𝑧, ٠) مانند متعالی نقطۀ یک بستار ،Spec 𝐴 توسط 𝐸 روی القایی توپولوژی در
ریشۀ یک 𝑧′ آن، در که است ,′𝑧)هایی ٠) همۀ (𝑧, ٠) مانند جبری نقطۀ یک بستار و 𝑧 محور
مجموعه های همۀ خانوادۀ ،Spec 𝐴 در باز مجموعه  های برای پایه یک است. نیز 𝑧 مینیمال چندجمله ای

،𝑝 = �̄� خاص حالت در است. 𝑉𝑝 = {𝑃 ∈ Spec 𝐴 | 𝑝 ∉ 𝑃 }

𝑉�̄� = {𝑃 ∈ Spec 𝐴 | �̄� ∉ 𝑃 } = {( ̄𝑦, 𝑝(�̄�)) | 𝑝 ≠ �̄� و است صفر یا تحویلناپذیر 𝑝 ∈ 𝐴}.
١transcendental
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متمم می توان را 𝑉 ̄𝑦 مشابه، به طور است. 𝐸 در 𝑤 محور متمم با متناظر 𝑉�̄� ⊂ Spec 𝐴 باز مجموعۀ
ماکسیمال ایدآل های با متناظر جبری نقاط از متناهی مجموعه ا ی متمم گرفت. نظر در 𝑧 محور

(�̄�, 𝑝١( ̄𝑦)), ⋯ , (�̄�, 𝑝𝑘( ̄𝑦)), (𝑝𝑘+١(�̄�), ̄𝑦), ⋯ , (𝑝𝑛(�̄�), ̄𝑦)

به صورت می توان را 𝑝 ∈ 𝐴 = ℚ[�̄�, ̄𝑦] چندجمله ای هر چون .𝑉𝑝١( ̄𝑦) ∩ ⋯ ∩ 𝑉𝑝𝑛(�̄�) با است برابر
عبارت اند 𝑉𝑝 در نقاط ،𝑝(٠)١ = 𝑝(٠)٢ = 𝑝(٠, ٠) = 𝑐 آن، در که نوشت 𝑝 = 𝑝١(𝑥) + 𝑝٢(𝑦) − 𝑐

.𝑝٢(𝑤) = ٠ که (٠, 𝑤) و 𝑝١(𝑧) = ٠ که (𝑧, ٠) از
اجتماع ،𝐸 سراسر در تعریف شده چندجمله ای های حلقۀ ،𝐴 = ℚ[�̄�, ̄𝑦] حلقۀ هندسی، نظر از
حلقۀ ،𝑃 اول ایدآل با متناظر است) ٠ ،𝑤 یا 𝑧 (که 𝐸 از (𝑧, 𝑤) نقطۀ در است. مختلط محورهای
حلقۀ نمی شوند. صفر (𝑧, 𝑤) در مخرجش هایشان که است گویایی نگاشت های همۀ شامل 𝐴𝑃 موضعی
مجموعۀ جبری، نظر از است. متعالی 𝑤 آن، در که است (٠, 𝑤) نقطه هر در موضعی حلقۀ ،𝐴�̄� موضعی
.𝑝 = 𝑝١ + 𝑝٢ − 𝑐 بالا مانند آن، در که است 𝑆 = 𝐴 − (�̄�) = {𝑝 | 𝑝٢( ̄𝑦) ≠ ٠} به صورت مخرج ها
اگر .{𝑞 ∈ 𝐴 | ∃𝑝 ∈ 𝑆; 𝑝𝑞 = ٠} با است برابر 𝛼 ∶ 𝐴 → 𝐴�̄� همریختی از 𝐼 هستۀ
داریم باشد، نیز 𝑆 در نقطه ای چنین اگر .𝑐 = ٠ آن گاه باشد، مقسوم علیه صفر یک 𝑝١ + 𝑝٢ − 𝑐
این رو از .𝐼 = (�̄�) بنابراین است. ( ̄𝑦) − {٠} از عضوی نقطه این لذا .𝑝(٠)٢ = ٠ و 𝑝٢( ̄𝑦) ≠ ٠
میدان با یکریخت 𝐴�̄� لذا است. ℚ[ ̄𝑦] − {٠} ،ℚ[ ̄𝑦] در 𝑆 تصویر و 𝐴/𝐼 = ℚ[�̄�, ̄𝑦]/(�̄�) = ℚ[ ̄𝑦]

.𝐴 ̄𝑦 = ℚ(𝑥) مشابه، به طور است. 𝑦 در گویا نگاشت های
،𝑃 = (�̄�, ̄𝑦٢−٢) مثال برای (�̄�, ̄𝑦) به جز ماکسیمالی اول ایدآل در موضعی حلقۀ برای مشابه بحثی
شامل 𝐴𝑃 یعنی شد. خواهد 𝐴𝑃 = {𝑝/𝑞 ∈ ℚ(𝑦) | نمی کند عاد را 𝑞 ،(𝑦٢ − ٢)} حلقۀ به منجر
که ̄𝑦 و �̄� از چندجمله ای دو که آن حال نمی شوند؛ صفر (٠, √٢) در که است نگاشت هایی همۀ وارون
این رو از می شوند. گرفته نظر در یکسان 𝐴𝑃 در هستند، یکی (٠, √٢) شامل باز مجموعۀ یک روی
مخرج ها مجموعۀ آن  گاه ،𝑃 = (�̄�, ̄𝑦) اگر حال است. پوشا نه و یک به یک نه 𝛼 ∶ 𝐴 → 𝐴𝑃 نگاشت
نگاشت حالت، این در لذا است. 𝑐 ≠ ٠ برای 𝑝١ + 𝑝٢ − 𝑐 چندجمله ای های مجموعۀ دقیقاً 𝐴𝑃 برای

نیست. پوشا که می باشد شمول یک 𝛼 ∶ 𝐴 → 𝐴𝑃

𝑈 اگر می پردازیم. 𝑈 باز مجموعه های برای 𝐴𝑈 پیش بافه برش های حلقه ها ی شرح به نهایت، در
ماکسیمال اول  ایدآل های از متناهی بستۀ مجموعۀ یک متمم

(�̄�, 𝑝١( ̄𝑦)), ⋯ , (�̄�, 𝑝𝑘( ̄𝑦)), (𝑝𝑘+١(�̄�), ̄𝑦), ⋯ (𝑝𝑛(�̄�), ̄𝑦)
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مجموعۀ همان که {𝑝 ∈ 𝐴 | 𝑝 ∉ ⋃𝑃 ∈𝑈 𝑃 } با است برابر 𝐴𝑈 برای مخرج ها مجموعۀ آن گاه باشد،
هرگاه 𝐴𝑈 → 𝐴𝑃 نگاشت می باشد. ناصفر ثابت جملۀ به همراه 𝑝𝛼١

١ ⋯ 𝑝𝛼𝑛
𝑛 حاصلضرب های تمام

̄𝑦 به جز تحویلناپذیر چندجمله ای هر 𝑝 (که 𝑃 = (�̄�, 𝑝( ̄𝑦)) اگر بود خواهد (�̄�) هستۀ دارای 𝑃 ∈ 𝑈
(٠) هسته  ی و (𝑝(𝑥) ≠ 𝑥 (که 𝑃 = ( ̄𝑦, 𝑝(�̄�)) یا 𝑃 = ( ̄𝑦) اگر داشت خواهد ( ̄𝑦) هستۀ و است)
𝐴𝑈 برای مخرج ها مجموعۀ آن گاه باشد، 𝑤 محور متمم 𝑈 = 𝑉�̄� اگر .𝑃 = (�̄�, ̄𝑦) اگر داشت خواهد

بنابراین است. 𝑛 ≥ ٠ و 𝑝 ∈ ℚ[ ̄𝑦] به ازای ̄𝑦𝑝( ̄𝑦) + 𝑐�̄�𝑛 چندجمله ای های مجموعۀ با برابر

𝐴𝑈 = {𝑝(𝑥)/𝑥𝑛 |𝑝 ∈ ℚ[𝑥]}.

( ̄𝑦) در ساقه  به برش ها حلقۀ از 𝜌( ̄𝑦),𝑈 ∶ 𝐴𝑈 → 𝐴( ̄𝑦) نگاشت ،𝐴( ̄𝑦) ≃ ℚ(𝑥) که آنجا از
،𝑝(𝑥) ≠ 𝑥 که ،( ̄𝑦, 𝑝) ∈ 𝑉�̄� ماکسیمال اول ایدآل یک برای نیست. پوشا ولی است یک به یک
بسته  ی مجموعۀ متمم 𝑈 اگر نمی کند. عاد را 𝑝 ،𝑥 زیرا است شمول یک 𝜌( ̄𝑦,𝑝),𝑈 ∶ 𝐴𝑈 → 𝐴( ̄𝑦,𝑝)

دارای 𝜌𝑉�̄�,𝑈
∶ 𝐴𝑈 → 𝐴𝑉�̄�

تحدید نگاشت و 𝑉�̄� ⊂ 𝑈 آن گاه باشد، (�̄�, 𝑝١( ̄𝑦)), ⋯ , (�̄�, 𝑝𝑘( ̄𝑦))
صفر Spec 𝐴 از نقطه ای در 𝐴 از عضو هر زیرا است، 𝐴 ،Spec 𝐴 روی برش ها حلقۀ است. ( ̄𝑦) هستۀ
نگاشت هایی 𝐴𝑈 حلقه های عضوهای ،Spec 𝐴 در 𝑈 باز مجموعۀ از نوع هر برای این رو از می شود.
مجموعۀ روی برش های �̄� + ̄𝑦 و �̄� نگاشت های به ویژه، شده اند. تعریف 𝑈 از نقطه  هر در که هستند گویا
𝜌𝑉�̄�,Spec 𝐴 تحدید نگاشت هستۀ ( ̄𝑦) زیرا برابرند، 𝑉�̄� باز سرۀ زیرمجموعۀ روی آنها هستند. Spec 𝐴 باز
گرچه 𝐴(�̄�, ̄𝑦) در �̄� + ̄𝑦 و �̄� نقاط بنابراین نیستند. یکی دارد، قرار 𝑉�̄� بستار در که (�̄�, ̄𝑦) روی اما است
کند. قطع را 𝑉�̄� باید (�̄�, ̄𝑦) شامل باز مجموعۀ هر چون شوند، جداسازی برش ها با نمی توانند متمایزند،

باشد. هاسدورف افقی هم و عمودی به طور هم نمی تواند بافه این این رو از

دیفرانسیلی فرم های بافۀ .٣
𝑋 از نگاشت ها همۀ مجموعۀ است. ℝ𝑛 روی ℂ∞ خمینۀ یک 𝑋 آن، در که 𝑝 ∈ 𝑋 کنید فرض
به وضوح می دهیم. نمایش ℂ∞

𝑝 با هستند، ℂ∞ ،𝑝 از همسایگی یک در که می دهیم را ℝ١ حقیقی خط به
تعریف 𝑔 و 𝑓 دامنه های اشتراک روی 𝑓 + 𝑔 جمع آن، در که است ℝ روی برداری فضای یک ℂ∞

𝑝

که به طوری است 𝑡 ∶ ℂ∞
𝑝 → ℝ١ مانند خطی نگاشتی ،𝑝 در 𝑋 بر مماس١ یک می شود.

𝑡(𝑓𝑔) = 𝑡(𝑓) ⋅ 𝑔(𝑝) + 𝑓(𝑝) ⋅ 𝑡(𝑔)
١tangent
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ℝ روی برداری فضای یک تشکیل 𝑝 در 𝑋 بر مماس  بردارهای همۀ مجموعۀ .𝑓, 𝑔 ∈ ℂ∞
𝑝 آن، در که

ردۀ از نگاشت یک 𝛾 ∶ [٠, ١] → 𝑋 اگر می خوانیم. 𝑝 در 𝑋 بر مماس فضای 𝑋𝑝 را آن که می دهد
(𝑓 ∘𝛾)′ اگر .𝑓 ∘𝛾 ∶ [٠, ١] → 𝑋 → ℝ١ آن گاه ،𝑓 ∈ ℂ∞

𝑝 اگر و 𝛾(𝑡٠) = 𝑝 که به طوری باشد ℂ∞

است. مماس یک 𝛾∗(𝑓 ) = (𝑓 ∘𝛾)′(𝑡٠) با شده تعریف 𝛾∗ ∶ ℂ∞
𝑝 → ℝ١ نگاشت باشد، 𝑓 ∘𝛾 مشتق

𝜋𝑝 ∶ آن، در که را (𝑈𝑝, 𝜋𝑝) خاص موضعی مختصات دستگاه یک مطلب، این هندسی تفسیر برای
𝜋𝑖(𝑡١, ⋯ , 𝑡𝑛) = 𝑡𝑖 با که باشد افکنش نگاشت 𝜋𝑖 ∶ ℝ𝑛 → ℝ١ اگر می گیریم. نظر در 𝑈𝑝 → ℝ𝑛

اگر .𝜋𝑝(𝑝) = (𝑥١(𝑝), ⋯ , 𝑥𝑛(𝑝)) ∈ ℝ𝑛 صورت این در 𝑥𝑖؛ = 𝜋𝑖 ∘ 𝜋𝑝 می نویسیم می شود، تعریف
مختصاتی محور به عنوان را 𝛾(𝑡) = 𝜋−١

𝑝 (𝜋𝑝(𝑝) + 𝑡𝑒𝑖) خم آن گاه ،𝑒𝑖 = (٠, ٠, ⋯ , ١, ⋯ , ٠) ∈ ℝ𝑛

در 𝛾∗ مماس بنابراین .(𝑑/𝑑𝑡)(𝜋𝑝 ∘ 𝛾) |٠
= 𝑒𝑖 زیرا می پنداریم، 𝑈𝑝 در 𝑖ام

𝛾∗(𝑓 ) = (𝑓 ∘ 𝛾)′(٠) = 𝑑
𝑑𝑡(𝑓 ∘ 𝜋−١

𝑝 ∘ 𝜋𝑝 ∘ 𝛾) |٠

= (
𝜕(𝑓 ∘ 𝜋−١

𝑝 )
𝜕𝑡١

, ⋯ ,
𝜕(𝑓 ∘ 𝜋−١

𝑝 )
𝜕𝑡𝑛

) |𝜋𝑝(𝑝)
⋅𝑒𝑖 =

𝜕(𝑓 ∘ 𝜋−١
𝑝 )

𝜕𝑡𝑖
|𝜋𝑝(𝑝)

٩ شکل
،... ،(𝜕/𝜕𝑥١) مماس های می شود. داده نشان (𝜕/𝜕𝑥𝑖)𝑓 با معمولا 𝛾∗(𝑓 ) این رو از می کند. صدق
𝑛-بعدی ابرصفحۀ یک را 𝑋𝑝 .[٧ ص ،٨] می دهند 𝑋𝑝 برداری فضای برای پایه یک تشکیل (𝜕/𝜕𝑥𝑛)

.(٩ (شکل می پنداریم 𝑝 در 𝑋 بر مماس
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اگر

𝛾∗ = ∑ 𝑎𝑖
𝜕

𝜕𝑥𝑖
,

است. 𝑎 = (𝑎١, ⋯ , 𝑎𝑛) ∈ ℝ𝑛 راستای در 𝑓 مشتق یعنی ،𝑎 ⋅ grad 𝑓 همان 𝛾∗(𝑓 ) آن گاه
𝑑𝜙 ∶ 𝑋𝑝 → خطی نگاشت 𝜙 دیفرانسیل باشد، خمینه ها از ℂ∞ نگاشت یک 𝜙 ∶ 𝑋 → 𝑌 اگر
(𝑈𝑝, 𝜋𝑝) اگر .[𝑑𝜙(𝑡)](𝑓 ) = 𝑡(𝑓 ∘ 𝜙) آن گاه ،𝑓 ∈ ℂ∞

𝜙(𝑝) و 𝑡 ∈ 𝑋𝑝 اگر که است ضابطۀ با 𝑌𝜙(𝑝)

زیرخمینۀ از ∞ℂ-نگاشت یک 𝑥𝑖 = 𝜋𝑖 ∘ 𝜋𝑥 آن گاه باشد، 𝑝 ∈ 𝑋 در موضعی مختصاتی دستگاه یک
ℝ١

𝑥𝑖(𝑝) به 𝑋𝑝 از خطی تبدیل یک 𝑥𝑖 از 𝑑𝑥𝑖 دیفرانسیل این رو از می  کند. تعریف ℝ١ خمینۀ به 𝑈𝑝

برداری فضای از عضوی را 𝑑𝑥𝑖 می توانیم است، ℝ١ با یکریخت ℝ١
𝑡 ،𝑡 ∈ ℝ١ هر به ازای چون است.

اگر 𝛿𝑖𝑗 = ١ و 𝑖 ≠ 𝑗 اگر ،𝛿𝑖𝑗 = ٠ آن، در (که 𝑑𝑥𝑖(𝜕/𝜕𝑥𝑗) = 𝛿𝑖𝑗 چون بدانیم. 𝑋𝑝 از 𝑋∗
𝑝 دوگان

،(𝜕/𝜕𝑥١) پایۀ دوگان که می دهند را 𝑋∗
𝑝 از پایه یک تشکیل 𝑑𝑥𝑛 ،... ،𝑑𝑥١ دیفرانسیل های ،(𝑖 = 𝑗

می باشد. 𝑋𝑝 از (𝜕/𝜕𝑥𝑛) ،...
نگاشت یک دیفرانسیلی فرم است، متغیره یک صرفاً نگاشت یک 𝑑𝑥𝑖 دیفرانسیل هر که حالی در
از متناوب 𝑘-خطی نگاشت یک 𝑋𝑝 روی 𝜃 دیفرانسیلی 𝑘-فرم یک دقیق تر، به طور است. چندمتغیره
جداگانه به طور متغیر هر به نسبت اگر است 𝑘-خطی ،𝜃) است. ℝ١ به 𝑋𝑝 عضوهای از 𝑘-تایی ها یی
𝜎 ∶ {١, ⋯ , 𝑘} → آن، در که 𝜃(𝑡١ ⋯ 𝑡𝑘) = sgn 𝜎𝜃(𝑡𝜎(١) ⋯ 𝑡𝜎(𝑘)) اگر است متناوب و باشد خطی
از منظور باشد.) فرد 𝜎 اگر است −١ و زوج 𝜎 اگر است +١ ،sgn 𝜎 و بوده جایگشت یک {١, ⋯ , 𝑘}
مجموعۀ برای پایه یک روی که است 𝑋𝑝 روی یکتا 𝑘-خطی فرم 𝑑𝑥𝑖١ ∧ ⋯ ∧ 𝑑𝑥𝑖𝑘

گوه ای حاصلضرب
به وسیله 𝑘-تایی ها

𝑑𝑥𝑖١ ∧ ⋯ ∧ 𝑑𝑥𝑖𝑘 (
𝜕

𝜕𝑥𝑗١
, ⋯ 𝜕

𝜕𝑥𝑗𝑘 )
= 𝛿,

.𝛿 = ٠ صورت این غیر در و (𝑖١, ⋯ , 𝑖𝑘) = (𝑗١, ⋯ , 𝑗𝑘) اگر 𝛿 = ١ آن، در و است شده تعریف
فرم های 𝑛𝑘 و است ℝ روی 𝑛𝑘-بعدی برداری فضای یک 𝑋𝑝 روی 𝑘-خطی فرم های همۀ مجموعۀ
می دهند. را برداری فضای این برای پایه یک تشکیل ،𝑖𝑗 ∈ {١, ⋯ , 𝑛} که 𝑑𝑥𝑖١ ∧ ⋯ ∧ 𝑑𝑥𝑖𝑘

-𝑘 فرم های و است 𝑘-خطی فرم های همۀ مجموعۀ از زیرفضا یک دیفرانسیلی، 𝑘-فرم های مجموعۀ
یک را اندیس ها از دنباله این گونه است. آن پایۀ 𝑖١ < 𝑖٢ < ⋯ < 𝑖𝑘 که ،𝑑𝑥𝑖١ ∧ ⋯ ∧ 𝑑𝑥𝑖𝑘

خطی
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و 𝑘 ≤ 𝑛 اگر است
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑛
𝑘

⎞
⎟
⎟
⎠

دیفرانسیلی، 𝑘-فرم های فضای بعد این رو از می نامیم. صعودی 𝑘-تایی

.𝑘 > 𝑛 اگر است صفر
مساوی یا کوچک تر مثبت صحیح اعداد از صعودی 𝑘-تایی های همۀ مجموعۀ 𝑆𝑘 کنیم فرض
نمایش 𝑑𝑥𝑠 با ،𝑠 = (𝑖١, ⋯ , 𝑖𝑘) که را 𝑑𝑥𝑖١ ∧ ⋯ ∧ 𝑑𝑥𝑖𝑘

𝑘-فرم ،𝑥 ∈ 𝑆𝑘 برای باشد. 𝑛
𝑘-فرم یک ،𝑝 ∈ 𝑈 هر به که باشد نگاشتی 𝜃 و باز مجموعۀ یک 𝑈 ⊂ 𝑋 کنیم فرض حال می دهیم.
و اختیار 𝑝 در موضعی مختصاتی دستگاه یک بار یک وقتی می دهد. نسبت 𝑝 در 𝜃(𝑝) دیفرانسیلی

بنویسیم می توانیم شوند، تعریف 𝑑𝑥١, 𝑑𝑥٢, ⋯ , 𝑑𝑥𝑛 فرم های

𝜃(𝑝) = ∑
𝑠∈𝑆𝑘

𝑎𝑠(𝑝)𝑑𝑥𝑠

یک به عنوان می  توان را 𝑎𝑠 این رو از است. {𝑑𝑥𝑠}𝑠∈𝑆𝑘
پایۀ برحسب 𝜃(𝑝) بسط ضریب 𝑎𝑠(𝑝) هر که

𝑘-فرم یک را 𝜃 است، 𝑝 در دیفرانسیلی 𝑘-فرم یک 𝜃(𝑝) هر چون گرفت. نظر در ℝ١ به 𝑈 از نگاشت
روی ℂ∞ 𝑘-فرم های همۀ حقیقی برداری فضای باشد. ℂ∞ ،𝑎𝑠 نگاشت هر اگر می نامیم 𝑈 روی ℂ∞

𝜌𝑈,𝑉 ∶ Ω𝑘(𝑉 ) → Ω𝑘(𝑈) مانند خطی تبدیل آن گاه ،𝑈 ⊂ 𝑉 اگر می دهیم. نمایش Ω𝑘(𝑈) با را 𝑈
𝑋 در باز 𝑈 به ازای {Ω𝑘(𝑈)} گردایۀ می شود. تعریف 𝜃 ∈ Ω𝑘(𝑉 ) دامنۀ تحدید با که است موجود

می شود. نامیده دیفرانسیلی 𝑘-فرم های پیش بافۀ 𝜌𝑈,𝑉 خطی تبدیلات به همراه
است {𝑈𝛼} باز پوشش هر تسلط٣ تحت ℂ∞ یکانی٢ افراز یک دارای پیرافشرده١ خمینۀ هر چون
𝑈 = ⋃ 𝑈𝛼 اگر می کنند: صدق زیر ویژۀ خاصیت در خمینه هایی روی چنین پیش بافه های ،[٨۵ ص ،٨]
به 𝜃𝛽 و 𝜃𝛼 تحدیدهای که معنی این به باشند منسجم 𝜃𝛼 ∈ Ω𝑘(𝑈𝛼) اگر و است باز 𝑋 در 𝑈𝛼 که
تحدیدش که دارد وجود یکتا 𝜃 ∈ Ω𝑘(𝑈) یک آن گاه (𝑈𝛼 ∩ 𝑈𝛽 ≠ ∅ (هرگاه باشند یکی 𝑈𝛼 ∩ 𝑈𝛽

به طوری باشد {𝑈𝛼} برای ℂ∞ یکانی افراز یک {𝑓𝛼} اگر مشخص به طور است. 𝜃𝛼 برابر 𝑈𝛼 هر به
∑ 𝑓𝛼𝜃𝛼 برابر را 𝜃 می توانیم آن گاه ،∑ 𝑓𝛼 = ١ و شود، صفر 𝑈𝛼 بیرون 𝑓𝛼 و 𝑓𝛼 ∶ 𝑈 → ℝ١ که

کنیم. تعریف
دستگاه باشد، پیرافشرده 𝑋 هرگاه بنابراین می گویند. بافه یک را فوق ویژگی با پیش بافه  هر
دیفرانسیلی 𝑘-فرم های مجموعۀ Ω𝑘(𝑝) اگر می نامیم. دیفرانسیلی 𝑘-فرم های بافۀ را {Ω𝑘(𝑈), 𝜌𝑈,𝑉 }
نگاشت .𝑆 = ⋃𝑝∈𝑋 Ω𝑘(𝑝) بپنداریم: 𝑆 بافۀ ساقه  های به عنوان را Ω𝑘(𝑝) می توانیم باشد، 𝑝 در
١paracompact ٢partition of unity ٣subordinate to
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𝜃 ∈ Ω𝑘(𝑈) ،ℂ∞ 𝑘-فرم می دهد. نسبت را 𝑝 نقطۀ 𝑝 در دیفرانسیلی فرم هر به 𝜌 ∶ 𝑆 → 𝑋 افکنش
توپولوژی برای پایه یک تشکیل {𝜃(𝑈) ⊂ 𝑆 | است باز 𝑋 در 𝑈} خانوادۀ و بوده 𝑆 از برش یک

می دهد. 𝑆 روی
عمومی تعریف بافه ها: .۴

بر أکید ت برای می کنند. منعکس را بافه یک عمومی مفهوم مختلف وجوه قبلی مثال سه از یک هر
بافۀ سه ،١٠ شکل در بعدی، عمومی تعریف برای منسجم چارچوب یک آوردن فراهم و گوناگونی این

کرده ایم. خلاصه را قبلی بحث  مورد

دیفرانسیلی فرم های بافۀ موضعی حلقه های بافۀ ریشه  های بافۀ
تمامریخت نگاشت های

𝑎/𝑠 ∈ 𝐴𝑃 [𝑓 ]𝑧 ریشه
𝑆 = ⋃{𝐴𝑃 |𝑃 ∈ Spec 𝐴} 𝑆 = {(𝑥, [𝑓 ]𝑧)} ساقه ای فضای

𝜌 ∶ 𝑆 → Spec 𝐴 𝜌 ∶ 𝑆 → ℂ𝑛 افکنش نگاشت
موضعی) (حلقۀ 𝐴𝑃 {(𝑧, [𝑓 ]𝑧) |𝑓 ∈ 𝐴𝑧} ساقه

𝑋 = ℂ∞ خمینه Spec 𝐴 = {𝑃 | است 𝐴 اول ایدآل یک 𝑃 } ℂ𝑛 زمینه فضای
𝜃 ∈ Ω𝑘(𝑈) 𝑎/𝑠 ∈ 𝐴𝑈 پیش بافه برش

𝜌𝑈,𝑉 ∶ Ω𝑘(𝑉 ) → Ω𝑘(𝑈) 𝜌𝑈,𝑉 ∶ 𝐴𝑉 → 𝐴𝑈 تحدیدی همریختی

١٠ شکل
همسانریختی یک و توپولوژی یک به همراه 𝑆 فضای ساقه  ای تمامریخت، نگاشت های ریشه های بافۀ
مورد، این در اگرچه شد. تعریف مشابه به طور موضعی حلقه های بافۀ شد. تعریف ،ℂ∞ به روی 𝜌 موضعی
پیش بافه یک به عنوان را 𝜌𝑈,𝑉 ∶ 𝐴𝑉 → 𝐴𝑈 تحدیدی همریختی  های و 𝐴𝑈 حلقه های شامل دستگاه
دیفرانسیلی 𝑘-فرم های پیش بافۀ دیفرانسیلی، 𝑘-فرم های بافۀ سوم، مورد در کردیم. معرفی حلقه ها از
نظریۀ آغاز توصیف، دو این بودن هم ارز تشخیص باشد. پیرافشرده 𝑋 زمینۀ فضای که صورتی در بود
هم ارزی و بخشیده رسمیت را رویکرد دو این تا می کنیم ارائه را تعریف ها اکنون می  دهد. تشکیل را بافه

کنیم. اثبات را تعریف ها

آشنا ریاضی اشیاء از رده یک 𝒞 و بوده توپولوژیک فضای یک (𝑋, 𝜏) کنیم فرض .١ تعریف
هر برای و بوده 𝒞 به 𝜏 از نگاشت یک 𝐹 کنیم فرض باشد. حلقه ها) یا مدول  ها آبلی، گروه  های (مانند
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چون یکریختی) یا مدولی، همریختی همریختی، یک (مانند نگاشتی ،𝑈 ⊂ 𝑉 که 𝑈, 𝑉 ∈ 𝜏 زوج
𝜌𝑈,𝑉 ∘𝜌𝑉 ,𝑊 = اگر می  کند. حفظ را 𝒞 اشیاء ساختار که باشد داشته وجود 𝜌𝑈,𝑉 ∶ 𝐹 (𝑉 ) → 𝐹 (𝑈)
به همراه را 𝐹 نگاشت باشد، 𝐹 (𝑈) روی همانی نگاشت 𝜌𝑈,𝑈 اگر و 𝑈 ⊂ 𝑉 ⊂ 𝑊 هرگاه 𝜌𝑈,𝑊

روی 𝐹 برش های ،𝐹 (𝑈) عضوهای می کنیم. تعریف 𝑋 روی پیش بافه یک 𝜌𝑈,𝑉 تحدید نگاشت های
و باز مجموعه های رستۀ از پادورد تابعگون یک پیش بافه یک رسته، نظریۀ زبان (به نامیده می شوند. 𝑈
اصل دو در که است پیش بافه یک بافه، است.) ریختار ها و اشیاء از رسته یک به 𝑋 شمول نگاشت های

می کند: صدق ذیل انسجام
𝑠, 𝑡 ∈ 𝐹 (𝑈) برش اگر و 𝑈 = ⋃ 𝑈𝛼 و باشد 𝑋 در باز مجموعه های از خانواده یک {𝑈𝛼} اگر .١

.𝑠 = 𝑡 آن گاه ،(𝜌𝑈𝛼 ,𝑈 (𝑠) = 𝜌𝑈𝛼 ,𝑈 (𝑡) ،𝛼 هر به ازای (یعنی باشند یکی 𝑈𝛼 هر روی
برش های اگر و 𝑈 = ⋃ 𝑈𝛼 و باشد 𝑋 در باز مجموعه های از خانواده یک {𝑈𝛼} اگر .٢
(یعنی باشند یکی 𝑈𝛼 ∩ 𝑈𝛽 به 𝑠𝛽 و 𝑠𝛼 تحدیدهای که معنی این به باشند منسجم 𝑠𝛼 ∈ 𝐹 (𝑈𝛼)
دارد وجود 𝑠 ∈ 𝐹 (𝑈) برش یک آن گاه ،(𝑈𝛼 ∩ 𝑈𝛽 ≠ ∅ هرگاه 𝜌𝑈𝛼∩𝑈𝛽 ,𝑈𝛼

(𝑠𝛼) = 𝜌𝑈𝛼∩𝑈𝛽 ,𝑈𝛽
(𝑠𝛽)

.𝜌𝑈𝛼 ,𝑈 (𝑠) = 𝑠𝛼 ،𝛼 هر به ازای که به طوری

(مانند آشنا ریاضی اشیاء از رده یک 𝒞 و توپولوژیک فضای یک (𝑋, 𝜏) کنیم فرض .٢ تعریف
𝑆 آن، در که است {𝑆, 𝜋, 𝑋} سه تایی 𝑋 روی بافه یک باشد. حلقه ها) یا مدول  ها آبلی، گروه  های
𝑝 ∈ 𝑆 نقطۀ هر که (نگاشتی موضعی همسانریختی یک 𝜋 ∶ 𝑆 → 𝑋 و توپولوژیک فضای یک
ساقه هر که به طوری است می باشد) همسانریختی یک 𝜋|𝑈 آن روی که بوده 𝑈 همسایگی یک دارای
القایی توپولوژی (با ⋃𝑥∈𝑋(𝜋−١(𝑥) × 𝜋−١(𝑥)) از نگاشت یک به عنوان عمل هر و ،𝜋−١(𝑥) ∈ 𝒞

است. پیوسته ⋃𝑥∈𝑋 𝜋−١(𝑥) = 𝑆 به (𝑆 × 𝑆 از

از نوع دو این بین ارتباط می نامیم. ریشه ها بافۀ را ٢ نوع از بافه و برش ها بافۀ را ١ نوع از بافه
شد. داده نشان قبلی مثال های در که است همان  دقیقاً بافه ها

متناظر ریشه  های بافۀ باشد. 𝑊 روی برش ها) (از پیش بافه یک 𝐹 کنید فرض صریح، بیان به
تحت 𝐴𝑥 = ⋃𝑥∈𝑈 𝐹 (𝑈) از هم ارزی ردۀ یک ،𝑥 ∈ 𝑋 در ریشه یک که تعریف این با می سازیم را
.𝜌𝑊 ,𝑈 (𝑠) = 𝜌𝑊 ,𝑉 (𝑡) ،𝑊 ⊂ 𝑈 ∩ 𝑉 یک به ازای اگر است 𝑠 ∈ 𝐹 (𝑈) ∼ 𝑡 ∈ 𝐹 (𝑉 ) رابطۀ
𝑡 ∈ 𝐹 (𝑉 ) برش های همۀ گردایۀ 𝑥 ∈ 𝑈 مانند  نقطه ای در 𝑠 ∈ 𝐹 (𝑈) برش یک ریشۀ بنابراین
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نمایش [𝑠]𝑥 با را 𝑥 در 𝑠 ریشۀ معمول، مطابق هستند. یکی 𝑥 از 𝑉 همسایگی یک روی 𝑠 با که است
توپولوژی باشد. {(𝑥, [𝑠]𝑥) | 𝑠 ∈ 𝐹 (𝑈), 𝑥 ∈ 𝑈} ،𝑆 ساقه ا ی فضای که می کنیم فرض و می دهیم
نگاشت لذا می شود. تولید 𝑉 (𝑠, 𝑈) = {(𝑥, [𝑠]𝑥) |𝑥 ∈ 𝑈} به شکل همسایگی های توسط 𝑆 روی
نگاشت ، به عنوان برش  کردن تفسیر با بود. خواهد موضعی همسانریختی یک 𝜋 ∶ 𝑆 → 𝑋 افکنش
توپولوژی هایی آن بین در 𝑆 روی توپولوژی و هستند تحدید واقعاً 𝜌𝑈,𝑉 تحدید به اصطلاح نگاشت های
به عنوان را 𝑆 روی توپولوژی می توان (همچنین است. قوی ترین پیوسته اند، آنها به نسبت برش ها که
توصیف ∼ توسط شده القا هم ارزی رابطۀ به نسبت ⋃𝑈∈𝜏(𝑈 × 𝐹 (𝑈)) روی توپولوژی خارج قسمت

است.) گسسته 𝐹 (𝑈) و است مجهز زیرفضایی توپولوژی به توپولوژی 𝑈 هر آن، در که کرد
پیوسته عملی چنین هر و می برد ارث به را 𝐹 (𝑈) عمل های 𝜋−١(𝑥) ساقۀ هر که است روشن
آن گاه ،[𝑠]𝑥, [𝑡]𝑥 ∈ 𝜋−١(𝑥) اگر و باشد جمع تحت آبلی گروه یک 𝐹 (𝑈) هر اگر مثال، برای است.
باشد، [𝑠 + 𝑡]𝑥 همسایگی یک 𝑉 (𝑠 + 𝑡, 𝑈) اگر می شود. تعریف [𝑠 + 𝑡]𝑥 به صورت [𝑠]𝑥 + [𝑡]𝑥

شامل + تحت 𝑉 (𝑠 + 𝑡, 𝑈) معکوس تصویر آن گاه
{(𝑟, 𝑞) | 𝑟 ∈ 𝑉 (𝑠, 𝑈), 𝑞 ∈ 𝑉 (𝑡, 𝑈), 𝜋(𝑟) = 𝜋(𝑞)}

یک واقع در {𝑆, 𝜋, 𝑋} بنابراین می باشد. ⋃𝑥∈𝑋(𝜋−١(𝑥) × 𝜋−١(𝑥)) در باز مجموعۀ یک که است
ریشه  هاست. بافۀ

ساخته پیش بافه یک از بالا مانند (شاید باشد ریشه  ها بافۀ یک {𝑆, 𝜋, 𝑋} کنید فرض برعکس،
𝑠 ∶ 𝑈 → 𝐹 پیوسته نگاشت های گردایۀ 𝐹 (𝑈) کنید فرض آن گاه باشد، باز 𝑋 در 𝑈 اگر باشد). شده
تعریف های به وسیلۀ ساقه ها از را جبری ساختار 𝐹 (𝑈) است. همانی 𝑈 روی 𝜋 ∘ 𝑠 که به طوری است f
اولین هستند. 𝑈 زیرمجموعۀ به 𝑉 از 𝑠 تحدید صرفاً 𝜌𝑈,𝑉 تحدید نگاشت های و می برد ارث به نقطه ای١
برقرار نیز اصل دومین و هستند نگاشت برش ها زیرا است، برقرار به روشنی بافه  ها برای انسجام اصل
اگر حال هستند. 𝜋 وارون های که است 𝐹 به 𝑈 از پیوسته نگاشت های همۀ شامل 𝐹 (𝑈) زیرا است،
یکریخت 𝐹 با متعارف به طور برش ها (پیش)بافۀ از مشتق شده بافۀ باشد، ریشه ها بافۀ یک {𝐹 , 𝜋, 𝑋}
بافۀ به وابسته 𝑆′ برش های پیش بافۀ آن گاه باشد، برش ها پیش بافۀ یک 𝑆 اگر حال، این با است.
ممکن است، بافه یک 𝑆′ که آنجا از زیرا است، متفاوت 𝑆 با کلی حالت در 𝑆 از منتج شده ریشه های
حالی در باشد داشته 𝑆 به نسبت بیشتری برش های انسجام)، اصل دومین در کردن صدق (به منظور است
اگر البته شوند. یکی 𝑆′ در اول) اصل واسطۀ (به است ممکن بودند متمایز 𝑆 در که برش  ها از برخی که
١pointwise
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بافه یک از تعریف دو معنی، این به لذا است. 𝑆 با یکریخت طبیعی به طور 𝑆′ آن گاه باشد، بافه یک 𝑆
هم ارزند. اساساً
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١١ شکل
است. مستقیم حدهای از استفاده هم ارزی، رده های ساختن برای دیگر مناسبِ و معمول راه یک
تشکیل 𝑥 همسایگی های به 𝐹 تحدید آن گاه ،𝑥 ∈ 𝑋 و بوده 𝑋 روی برش ها پیش بافۀ یک 𝐹 اگر
هرگاه 𝜌𝑈,𝑉 ∘ 𝜌𝑉 ,𝑊 = 𝜌𝑈,𝑊 زیرا می دهد، ({𝐹 (𝑈)}𝑥∈𝑈 , {𝜌𝑈,𝑉 }𝑥∈𝑈⊂𝑉 ) مستقیم١ دستگاه یک
شکل تعویضپذیر نمودار با می توان را دستگاهی عضوهای چنین از کمی تعداد .𝑥 ∈ 𝑈 ⊂ 𝑉 ⊂ 𝑊

داد. نمایش ١١
نمودار این راست سمت در می تواند که است شیئی اولین دستگاه، این مستقیم حد جزئيات، از صرفنظر
حد 𝐹 (𝑈) هر برای 𝜌𝑈 ∶ 𝐹 (𝑈) → 𝐹𝑥 نگاشت های به همراه 𝐹𝑥 شئ یک به ویژه، شود. ظاهر

باشیم: داشته هرگاه می شود نامیده ({𝐹 (𝑈)}𝑥∈𝑈 , {𝜌𝑈,𝑉 }𝑥∈𝑈⊂𝑉 ) مستقیم دستگاه مستقیم٢

باشد؛ تعویضپذیر ١٢ شکل نمودار آن گاه ،𝑈 ⊂ 𝑉 اگر (الف)
صدق (الف) خاصیت در نیز (𝐺𝑥, {𝜎𝑈 }) اگر یعنی باشد، جهانی (الف) خاصیت به نسبت 𝐹𝑥 (ب)
١directed system ٢direct limit
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𝜎𝑈 ∶ هر برای که به طوری باشد داشته وجود 𝜂 ∶ 𝐹𝑥 → 𝐺𝑥 مانند یکتا نگاشت یک آن گاه کند،
.𝜎𝑈 = 𝜂 ∘ 𝜌𝑈 ،𝐹 (𝑈) → 𝐺𝑥

𝐹 (𝑉 )
𝜌𝑉 //
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١٢ شکل
می کند ادعا (ب) شرط و می سازد روشن را نمودار» راست سمت در شدن «ظاهر ایدۀ (الف)، شرط
حد (تا مستقیم حد که می شود نتیجه به روشنی شرط ها این از است. این چنینی شئ اولین 𝐹𝑥 که
مشتق شده ،𝑥 در ریشه های ساقۀ حال می دهیم. نمایش lim

⟶
𝑥∈𝑈

𝐹 (𝑈) با را آن لذا است. یکتا یکریختی)
تعریف با 𝜋−١(𝑥) ساقۀ به 𝐹 (𝑈) از نگاشتی نشان دهندۀ 𝜌𝑈 اگر بگیرید. نظر در را 𝐹 پیش بافۀ از
،𝑥 ∈ 𝑈 ⊂ 𝑉 اگر زیرا ،𝜋−١(𝑥) = lim

⟶
𝑥∈𝑈

𝐹 (𝑈) آن گاه ،(𝑥 ∈ 𝑈 (که باشد 𝜌𝑈 (𝑠) = (𝑥, [𝑠]𝑥)

فرض اخیر، حکم اثبات برای است. جهانی خاصیت، آن به نسبت 𝜋−١(𝑥) و 𝜌𝑉 = 𝜌𝑈 ∘𝜌𝑈,𝑉 آن وقت
و 𝑡١ ∈ 𝐹 (𝑈١) دوی هر اگر که می کنیم مشاهده و باشد دیگر مستقیم حد یک (𝐺, {𝜎𝑈 }) که می کنیم
بر بنا زیرا ،𝜎𝑈١(𝑡١) = 𝜎𝑈٢(𝑡٢) آن گاه باشند، داشته قرار [𝑠]𝑥 یکسان ریشۀ یک در 𝑡٢ ∈ 𝐹 (𝑈٢)
صورت این در .𝜌𝑉 ,𝑈١(𝑡١) = 𝜌𝑉 ,𝑈٢(𝑡٢) که به طوری است موجود 𝑉 ⊂ 𝑈١ ∩ 𝑈٢ یک ،[𝑠]𝑥 تعریفِ

داریم ،١٣ شکل نمودار بودن تعویض پذیر به توجه با
𝜎𝑈١(𝑡١) = 𝜎𝑉 ∘ 𝜌𝑉 ,𝑈١(𝑡١) = 𝜎𝑉 ∘ 𝜌𝑉 ,𝑈٢(𝑡٢) = 𝜌𝑈٢(𝑡٢).

𝐹 (𝑈١)
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١٣ شکل
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𝐺 از نقطه یک به 𝜎𝑈 ∘ 𝜌−١
𝑈 مناسب نگاشت یک به وسیلۀ 𝜋−١(𝑥) از [𝑠]𝑥 عضو هر بنابراین

به  𝜋−١(𝑥) از نیاز مورد یکتای نگاشت وسیله بدین و می نامیم 𝜂(𝑥, [𝑠]𝑥) را نقطه این می شود. نگاشته
می کنیم. تعریف را 𝐺

ساقه ،𝑥 ∈ 𝑋 هر به ازای کنیم: خلاصه جامع تعمیم یک در را رویکرد سه هر می توانیم ترتیب این به
است. 𝑥 همسایگی های به پیش بافه تحدید مستقیم حد ریشه ها، بافۀ از 𝑥 روی

اساس بر نیز مشخص سازی این می رسانیم. اتمام به بافه ها مشخصۀ چهارمین با را بخش این
رده یک 𝔉 کنید فرض است. آمده در نمایش به قبلی مثال های در حدی تا و است جهانی خاصیت
گردایۀ 𝐹 (𝑈) اگر باشد. 𝑋 توپولوژیک فضای از باز زیرمجموعه های روی شده تعریف نگاشت های از
𝜌𝑈,𝑉 (𝑓 ) = 𝑓|𝑈 (یعنی باشد تحدید نگاشت 𝜌𝑈,𝑉 و است 𝑈 دامنه شان که باشد 𝑓 ∈ 𝔉 تمام
پیش بافه این اگر است. پیش بافه یک {𝐹 (𝑈), 𝜌𝑈,𝑉 } گردایۀ آن گاه ،(𝑓 ∈ 𝐹 (𝑉 ) و 𝑈 ⊂ 𝑉 هرگاه
ℂ𝑛 باز زیرمجموعه های روی تمامریخت نگاشت های مجموعۀ 𝔉 اگر که (همان طور باشد 𝑆 بافۀ یک
خواهد چنین باشد، 𝑋 پیرافشرده خمینۀ یک باز زیرمجموعه های روی دیفرانسیلی فرم های مجموعۀ یا
هر که به طوری کنیم تعریف 𝔉 نوع از Φ ∶ 𝑆 → ℝ جهانی پیوستۀ نگاشت یک می توانیم آن گاه شد)،
وجود ̂𝑓 ∶ 𝑈 → 𝑆 یکتای نگاشت یک یعنی شود؛ تجزیه 𝑆 بافۀ طریق از یکتا به طور  𝑓 ∈ 𝐹 (𝑈)

. ̂𝑓 = Φ ∘ 𝑓 که به طوری دارد
𝑓 ∶ 𝑈 → ℝ نگاشت هر که خاصیت این با Φ ∶ 𝑆 → ℝ نگاشت و 𝑆 شئ هر کلی، حالت در
𝑓 نگاشت های مشخص کنندۀ خاصیت های به نسبت شود، تجزیه Φ طریق از 𝑆 واسطۀ به یکتا به طور
از می شود. تعیین خاصیت این با یکریختی) حد (تا یکتا به طور (𝑆, Φ) زوج می شود. نامیده جهانی
تمامریخت نگاشت های خانوادۀ یک برای یکتا جهانی شئ یک تمامریخت، نگاشت های بافۀ مثلا این رو

می شود. تلقی
نگاشت ها، پیچیدۀ خاصیت یک بافه ها این رو از است. پیوسته ̂𝑓 ، ̂𝑓 −١(𝑉 (𝑓 , 𝑈)) = 𝑈 چون
انتخاب طوری بافه روی توپولوژی زیرا می دهند؛ انتقال پیوستگی از ساده تر چیزی به را بودن تحلیلی مانند
خاص نگاشت های از یکی با متناظر (𝐹 (𝑈) از عضو یک (یعنی 𝑈 روی پیوسته برش یک که است شده

است. 𝐹 (𝑈) از مشتقپذیر) تحلیلی، مثلا)
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