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جریان شبکه در آن کاربردهای و معکوس بهینه سازی
سهام بهینه سازی و

عموکاظمی شیدا و دامنه سلیمانی مجید

چکیده
کاربرد و معکوس مخروطی و خطی برنامه ریزی مسائل معرفی نوشتار، این اصلی هدف
بهینگی، شرایط پایه بر حل، روش یک معکوس، خطی برنامه ریزی مسائل برای است. آن ها
مطالعه مورد را جریان شبکه های در معکوس خطی مسائل کاربردهای سپس و می کنیم مطرح
مجدداً شرایط برخی تحت معکوس مخروطی مسائل می دهیم نشان همچنین می دهیم. قرار
مسائل از مهم کاربرد یک پایانی، قسمت در می شوند. حل و بیان مخروطی مسائل به صورت

است. گرفته قرار بررسی مورد سهام بهینه سازی در معکوس مخروطی

مقدمه .١
توجه مورد ریاضی٢ برنامه ریزی در اخیر دهه های در که است مباحثی جمله از معکوس١ بهینه سازی
مقاله، این هدف دارند. صنعت و مدیریت اقتصاد، در زیادی کاربردهای مسائل این است. گرفته قرار

است. مخروطی و خطی حالت در مسائل این معرفی
این که به طوری است شده داده 𝑥٠ شدنی نقطه می شود فرض معکوس، خطی برنامه ریزی مسائل در
پارامترها جدید مقادیر تحت 𝑥٠ که کنیم تعدیل طوری را هدف تابع ضرایب می خواهیم نیست. بهینه نقطه
اندازه گیری بی نهایت) نرم و ٢ نرم ،١ نرم (مانند مختلفی نرم های توسط می تواند تعدیل این شود. بهینه

. سهام بهینه سازی جریان، شبکه مخروطی، برنامه ریزی خطی، برنامه ریزی معکوس، بهینه سازی کلیدی. کلمات و عبارات
١inverse optimization ٢mathematical programming

ایران) ریاضی (انجمن ١٣٩۴ ©
٨١



٨٢ آن کاربردهای و معکوس سازی ٨٢بهینه آن کاربردهای و معکوس سازی ٨٢بهینه آن کاربردهای و معکوس سازی بهینه
ضرایب در ممکن تغییرات کمترین با بهینه جواب یک به شدنی جواب یک تبدیل مسائل این هدف شود.

است. هزینه
مسائل این می آیند. شمار به محدب بهینه سازی مسائل از دسته ای مخروطی برنامه ریزی مسائل
صورتبندی محدب مخروط یک و آفین مجموعه یک اشتراک روی محدب تابع یک مینیمم  سازی به صورت
یکی به که دارند فراوانی کاربردهای سهام١ سبد بهینه سازی در معکوس مخروطی مسائل .[۴] می شوند

پرداخت. خواهیم آن ها از

معکوس خطی برنامه ریزی .٢
است: زیر به صورت خطی برنامه ریزی مسئله کلی شکل

(٢ . ١) min{𝑐𝑥 ∣ 𝐴𝑥 = 𝑏, 𝑙 ≤ 𝑥 ≤ 𝑢}

سطری بردار است. 𝑚 × ١ بردار یک 𝑏 و 𝑚 × 𝑛 ماتریس یک 𝐴 متغیرها، بردار 𝑥 ∈ 𝑅𝑛 آن در که
پایین و بالا کران های بیانگر و هستند ثابت 𝑙, 𝑢 ∈ 𝑅𝑛 بردارهای می شود. نامیده هزینه بردار ،𝑐
و 𝐴𝑥٠ = 𝑏 یعنی بگیرید، نظر در را 𝑥٠ شدنی جواب یک .𝑙 < 𝑢 به علاوه، هستند. تصمیم متغیرهای
تعریف شود. (٢ . ١) مسئله بهینه جواب 𝑥٠ که کنیم تعدیل طوری را 𝑐 بردار خواهیم می .𝑙 ≤ 𝑥٠ ≤ 𝑢

می کنیم:
(٢ . ٢) 𝐹 (𝑥٠) = { ̃𝑐 ∈ 𝑅𝑛 ∣ min{ ̃𝑐𝑥 ∣ 𝐴𝑥 = 𝑏, 𝑙 ≤ 𝑥٠ ≤ 𝑢} = ̃𝑐𝑥٠}.

می شود: تعریف زیر به صورت (٢ . ١) مسئله با متناظر معکوس بهینه سازی مسئله
(٢ . ٣) min{‖𝑐 − ̃𝑐‖𝑝 ∣ ̃𝑐 ∈ 𝐹 (𝑥٠)},

است. مسئله مناسب نرم یک ‖.‖𝑝 آن  در که
.[٢] می شود نتیجه خطی برنامه ریزی در 𝐾𝐾𝑇 قضیه از زیر لم

اگر است مسئله این بهینه جواب 𝑥٠ است. (٢ . ١) مسئله شدنی نقطه یک 𝑥٠ کنید فرض [١٢] .٢ . ١ لم
𝑗 = ١, … , 𝑛 هر به ازای به طوری که باشد داشته وجود 𝜋 ∈ 𝑅𝑚 اگر تنها و

(۴ . ٢) 𝑙𝑗 < 𝑥٠
𝑗 < 𝑢𝑗 ⇒ 𝜋𝑃𝑗 = 𝑐𝑗 ,

(۵ . ٢) 𝑙𝑗 = 𝑥٠
𝑗 < 𝑢𝑗 ⇒ 𝜋𝑃𝑗 ≤ 𝑐𝑗 ,

١portfolio optimization
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(۶ . ٢) 𝑙𝑗 < 𝑥٠
𝑗 = 𝑢𝑗 ⇒ 𝜋𝑃𝑗 ≥ 𝑐𝑗 ,

است. 𝐴 ماتریس ام −𝑗 ستون  𝑃𝑗 آن در که

می شود: نوشته زیر به صورت (٢ . ٣) معکوس بهینه سازی مسئله فوق، لم به توجه با

min ‖𝑐 − ̃𝑐‖𝑝

𝑠.𝑡. 𝜋𝑃𝑗 = ̃𝑐𝑗 , 𝑗 ∈ 𝐽 ٠,
𝜋𝑃𝑗 ≤ ̃𝑐𝑗 , 𝑗 ∈ 𝐽 −,
𝜋𝑃𝑗 ≥ ̃𝑐𝑗 , 𝑗 ∈ 𝐽 +

.𝐽 + = {𝑗|𝑥٠
𝑗 = 𝑢𝑗} و 𝐽 − = {𝑗|𝑥٠

𝑗 = 𝑙𝑗} ،𝐽 ٠ = {𝑗|𝑙𝑗 < 𝑥٠
𝑗 < 𝑢𝑗} آن در که

به 𝛼𝑗 و 𝜃𝑗 .𝑗 = ١, … , 𝑛 هر به ازای 𝜃𝑗 , 𝛼𝑗 ≥ ٠ اینجا در که ̃𝑐𝑗 = 𝑐𝑗 + 𝜃𝑗 − 𝛼𝑗 می دهیم قرار
این بهینه جواب های در که می شود دیده به سادگی می دهند. نشان را 𝑐𝑗 در کاهش و افزایش میزان ترتیب

.𝜃𝑗𝛼𝑗 = ٠ داریم مدل
است: زیر به صورت معکوس مسئله فوق، توضیحات به توجه با

min ‖𝜃 − 𝛼‖𝑝

𝑠.𝑡. 𝜋𝑃𝑗 − 𝜃𝑗 + 𝛼𝑗 = 𝑐𝑗 , 𝑗 ∈ 𝐽 ٠,
𝜋𝑃𝑗 − 𝜃𝑗 + 𝛼𝑗 ≤ 𝑐𝑗 , 𝑗 ∈ 𝐽 −,
𝜋𝑃𝑗 − 𝜃𝑗 + 𝛼𝑗 ≥ 𝑐𝑗 , 𝑗 ∈ 𝐽 +,
𝜃𝑗 , 𝛼𝑗 ≥ ٠, 𝑗 = ١, … 𝑛.

(٢ . ٧)

با می توان را دوم قید است، ‖𝜃 − 𝛼‖𝑝 مینیمم سازی هدف تابع و 𝜃𝑗 , 𝛼𝑗 ≥ ٠ چون
−𝜋𝑃𝑗 + 𝜃𝑗 ≥ −𝑐𝑗

با می توان را سوم قید مشابه، به طور .−𝜋𝑃𝑗 + 𝜃𝑗 ≥ −𝑐𝑗 + 𝛼𝑗 ≥ −𝑐𝑗 داریم زیرا کرد؛ جایگزین
نامساوی دو به صورت را بالا مسئله اول محدودیت می توان طرفی از کرد. جایگزین 𝜋𝑃𝑗 + 𝛼𝑗 ≥ 𝑐𝑗

کرد: جایگزین زیر قیود با را آن ها و نوشت

𝜋𝑃𝑗 + 𝛼𝑗 ≥ 𝑐𝑗 , −𝜋𝑃𝑗 + 𝜃𝑗 ≥ −𝑐𝑗



٨۴ آن کاربردهای و معکوس سازی ٨۴بهینه آن کاربردهای و معکوس سازی ٨۴بهینه آن کاربردهای و معکوس سازی بهینه
نوشت: زیر به صورت را (٢ . ٧) مسئله می توان بنابراین

min ‖𝜃 − 𝛼‖𝑝

𝑠.𝑡. − 𝜋𝑃𝑗 + 𝜃𝑗 ≥ −𝑐𝑗 , 𝑗 ∈ 𝐽 − ∪ 𝐽 ٠,
𝜋𝑃𝑗 + 𝛼𝑗 ≥ 𝑐𝑗 , 𝑗 ∈ 𝐽 + ∪ 𝐽 ٠,
𝜃𝑗 ≥ ٠, 𝑗 ∈ 𝐽 − ∪ 𝐽 ٠,
𝛼𝑗 ≥ ٠, 𝑗 ∈ 𝐽 + ∪ 𝐽 ٠.

(٢ . ٨)

می پردازیم. جریان شبکه در معکوس بهینه سازی مسائل از کاربرد یک بیان به حال
نظر در هستند 𝐺 گراف یال های و گره ها مجموعه به ترتیب 𝒜 و 𝑉 آن در که را ،𝐺(𝑉 , 𝒜) جهت دار گراف
(𝑏𝑖 < ٠) 𝑏𝑖 > ٠ اگر باشد. صفر یا منفی مثبت، می تواند که داریم را 𝑏𝑖 عدد 𝑖 گره هر با متناظر بگیرید.
(مصرف) تولید گره این در که است جریانی میزان 𝑏𝑖 و می نامیم (مصرف کننده) مولد گره یک را 𝑖 گره باشد،
یال های در جریان تعیین هدف است. 𝑐𝑖𝑗 با برابر (𝑖, 𝑗) یال در جریان واحد یک انتقال هزینه می شود.

شود. برآورده هزینه کمترین با مصرف کنندگان تقاضای میزان به طوری که است، 𝐺 گراف
است: زیر به صورت جریان، شبکه در هزینه مینیمم مسئله کلی شکل

min ∑
(𝑖,𝑗)∈𝒜

𝑐𝑖𝑗𝑥𝑖𝑗

𝑠.𝑡. − ∑
𝑗∈𝑡(𝑖)

𝑥𝑗𝑖 + ∑
𝑗∈𝑓(𝑖)

𝑥𝑖𝑗 = 𝑏𝑖, 𝑖 ∈ 𝑉

𝑙𝑖𝑗 ≤ 𝑥𝑖𝑗 ≤ 𝑢𝑖𝑗 , (𝑖, 𝑗) ∈ 𝒜

(٢ . ٩)

میزان که است 𝑥𝑖𝑗 مسئله این در تصمیم متغیر می دهد. نشان را 𝑗 گره به 𝑖 گره از یال یک (𝑖, 𝑗)
مجموعه 𝑡(𝑖) و آن ها به 𝑖 گره از کمانی که است گره هایی مجموعه 𝑓(𝑖) است. (𝑖, 𝑗) یال در جریان
حداقل و حداکثر نشان دهنده به ترتیب 𝑙𝑖𝑗 و 𝑢𝑖𝑗 می شود. وارد 𝑖 گره به آن ها از کمانی که است گره هایی

یابد. انتقال 𝑗 گره به 𝑖 گره از می تواند که هستند جریانی
می گیریم: نظر در را زیر گراف مثال، برای
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جریان شبکه به مربوط گراف یک .١ شکل

است: زیر صورت به فوق گراف در هزینه مینیمم مسئله

min 𝑥١٢ + ۴𝑥١٣ + ٢𝑥٢۴ − 𝑥٣٢ + ۶𝑥٣۴
𝑠.𝑡. 𝑥١٢ + 𝑥١٣ = ۵,

𝑥٢۴ − 𝑥١٢ − 𝑥٣٢ = ٠,
𝑥٣٢ + 𝑥٣۴ − 𝑥١٣ = ٣,
−𝑥٢۴ − 𝑥٣۴ = −٨,
٠ ≤ 𝑥١٢ ≤ ۶,
٠ ≤ 𝑥١٣ ≤ ٣,
٠ ≤ 𝑥٢۴ ≤ ۴,
١ ≤ 𝑥٣٢ ≤ ٨,
١ ≤ 𝑥٣۴ ≤ ۵.

معکوس مسئله ،(٢ . ٨) مسئله به توجه با می دهیم. نشان 𝜋𝑖 با را ام −𝑖 قید با متناظر دوگان متغیر
است: زیر به صورت 𝑝 = ١ که حالتی در ،(٢ . ٩) مسئله با متناظر

min ∑
(𝑖,𝑗)∈𝐽 −

𝜃𝑖𝑗 + ∑
(𝑖,𝑗)∈𝐽 +

𝛼𝑖𝑗 + ∑
(𝑖,𝑗)∈𝐽 ٠

|𝛽𝑖𝑗|

𝑠.𝑡. − 𝜋𝑗 + 𝜋𝑖 − 𝜃𝑖𝑗 ≤ 𝑐𝑖𝑗 , (𝑖, 𝑗) ∈ 𝐽 −,
−𝜋𝑗 + 𝜋𝑖 + 𝛽𝑖𝑗 = 𝑐𝑖𝑗 , (𝑖, 𝑗) ∈ 𝐽 ٠,
−𝜋𝑗 + 𝜋𝑖 + 𝛼𝑖𝑗 ≥ 𝑐𝑖𝑗 , (𝑖, 𝑗) ∈ 𝐽 +,
𝜃𝑖𝑗 , 𝛼𝑖𝑗 ≥ ٠,

(٢ . ١٠)



٨۶ آن کاربردهای و معکوس سازی ٨۶بهینه آن کاربردهای و معکوس سازی ٨۶بهینه آن کاربردهای و معکوس سازی بهینه
𝐽 − = {(𝑖, 𝑗)|𝑥٠

𝑖𝑗 = و 𝐽 ٠ = {(𝑖, 𝑗)|𝑙𝑖𝑗 < 𝑥٠
𝑖𝑗 < 𝑢𝑖𝑗} ،𝐽 + = {(𝑖, 𝑗)|𝑥٠

𝑖𝑗 = 𝑢𝑖𝑗} آن در که
کمان ها برای تعدیل یافته هزینه ضرایب به ترتیب 𝑐𝑖𝑗 − 𝛽𝑖𝑗 و 𝑐𝑖𝑗 − 𝛼𝑖𝑗 ،𝑐𝑖𝑗 + 𝜃𝑖𝑗 مسئله، این در .𝑙𝑖𝑗}

است. 𝐽 ٠ و 𝐽 + ،𝐽 − در
می دهیم قرار می کنیم. استفاده شاپیرو١ متغیر تغییر از است، آزاد بالا مسئله در 𝛽𝑖𝑗 متغیر چون

می شود: تبدیل زیر صورت به بالا مسئله بنابراین .𝜇𝑖𝑗 , 𝛾𝑖𝑗 ≥ ٠ که ،𝛽𝑖𝑗 = 𝜇𝑖𝑗 − 𝛾𝑖𝑗

min ∑
(𝑖,𝑗)∈𝐽 −

𝜃𝑖𝑗 + ∑
(𝑖,𝑗)∈𝐽 +

𝛼𝑖𝑗 + ∑
(𝑖,𝑗)∈𝐽 ٠

(𝜇𝑖𝑗 + 𝛾𝑖𝑗)

𝑠.𝑡. − 𝜋𝑗 + 𝜋𝑖 − 𝜃𝑖𝑗 ≤ 𝑐𝑖𝑗 , (𝑖, 𝑗) ∈ 𝐽 −,
−𝜋𝑗 + 𝜋𝑖 + 𝜇𝑖𝑗 − 𝛾𝑖𝑗 = 𝑐𝑖𝑗 , (𝑖, 𝑗) ∈ 𝐽 ٠,
−𝜋𝑗 + 𝜋𝑖 + 𝛼𝑖𝑗 ≥ 𝑐𝑖𝑗 , (𝑖, 𝑗) ∈ 𝐽 +,
𝜃𝑖𝑗 , 𝛼𝑖𝑗 , 𝜇𝑖𝑗 , 𝛾𝑖𝑗 ≥ ٠.

(٢ . ١١)

گره هایی مجموعه را 𝐽𝑡(𝑖) و می شود وارد آن ها به 𝑖 از کمانی که 𝐽 در گره هایی مجموعه را 𝐽𝑓(𝑖) اگر
و 𝐽𝑓 (𝑖) = {𝑗 ∣ (𝑖, 𝑗) ∈ 𝐽} یعنی بگیریم، نظر در می شود وارد 𝑖 گره به آن ها از کمانی که 𝐽 در

می شود: نوشته زیر به صورت بالا مسئله دوگان آن گاه ،𝐽𝑡 (𝑖) = {𝑗 ∣ (𝑗, 𝑖) ∈ 𝐽}

min ∑
(𝑖,𝑗)∈𝐽 −

𝑐𝑖𝑗𝑦𝑖𝑗 − ∑
(𝑖,𝑗)∈𝐽 ٠

𝑐𝑖𝑗𝑦𝑖𝑗 − ∑
(𝑖,𝑗)∈𝐽 +

𝑐𝑖𝑗𝑦𝑖𝑗

𝑠.𝑡. ∑
𝑗∈𝐽 −𝑓(𝑖)

𝑦𝑖𝑗 − ∑
𝑗∈𝐽 −𝑡(𝑖)

𝑦𝑗𝑖 − ∑
𝑗∈𝐽 ٠𝑓(𝑖)

𝑦𝑖𝑗 + ∑
𝑗∈𝐽 ٠𝑡(𝑖)

𝑦𝑗𝑖 − ∑
𝑗∈𝐽 +𝑓(𝑖)

𝑦𝑖𝑗

+ ∑
𝑗∈𝐽 +𝑡(𝑖)

𝑦𝑗𝑖 = ٠, 𝑖 ∈ 𝑉

٠ ≤ 𝑦𝑖𝑗 ≤ ١, (𝑖, 𝑗) ∈ 𝐽 − ∪ 𝐽 +,
−١ ≤ 𝑦𝑖𝑗 ≤ ١, (𝑖, 𝑗) ∈ 𝐽 ٠.

مینیمم مسئله یک هستند، صفر ها 𝑏𝑖 همه آن در که جریان شبکه در هزینه مینیمم مسئله یک به
منفی دور حذف الگوریتم مسائل، این حل برای الگوریتم ها معروف ترین از یکی می گوییم. گردشی٢ هزینه
بالا مسئله آن گاه کنیم، استفاده 𝑦𝑖𝑗 جای به −𝑦𝑖𝑗 متغیر تغییر از ،𝐽 − در کمان هر برای اگر .[١] است
مینیمم مسئله یک معکوس که دادیم نشان این جا تا می شود. تبدیل گردشی هزینه می نیمم مسئله یک به
اینکه بر علاوه موضوع این است. گردشی هزینه مینیمم مسئله یک به تبدیل قابل جریان شبکه در هزینه
١Shapiro ٢minimum cost circulation problem



عموکاظمی شیدا و دامنه سلیمانی مجید عموکاظمی٨٧ شیدا و دامنه سلیمانی مجید عموکاظمی٨٧ شیدا و دامنه سلیمانی مجید ٨٧

شبکه در هزینه مینیمم مسئله حل برای موجود نرم افزارهای با می دهد نشان است، جالب نظری دیدگاه از
موضوع این زیر ساده مثال کرد. حل نیز را جریان شبکه در هزینه مینیمم معکوس مسائل می توان جریان،

می سازد. روشن را

می گیریم: نظر در را زیر شدنی نقطه باشد. شده داده قبل مثال جریان شبکه می کنیم فرض .٢ . ٢ مثال

(𝑥١٢ = ٢, 𝑥١٣ = ٣, 𝑥٢۴ = ٣, 𝑥٣٢ = ١, 𝑥٣۴ = ۵) .

.𝐽 + = {(١, ٣) , (٣, ۴)} و 𝐽 ٠ = {(١, ٢) , (٢, ۴)} ،𝐽 − = {(٣, ٢)} داریم
است: زیر به صورت معکوس مسئله (٢ . ١١) طبق

min 𝜃٣٢ + 𝛼١٣ + 𝛼٣۴ + 𝜇١٢ + 𝛾١٢ + 𝜇٢۴ + 𝛾٢۴
𝑠.𝑡. 𝜋٣ − 𝜋٢ − 𝜃٣٢ ≤ −١,

𝜋١ − 𝜋٢ + 𝜇١٢ − 𝛾١٢ = ١,
𝜋٢ − 𝜋۴ + 𝜇٢۴ − 𝛾٢۴ = ٢,
𝜋١ − 𝜋٣ + 𝛼١٣ ≥ ۴,
𝜋٣ − 𝜋۴ + 𝛼٣۴ ≥ ۶,

𝜃٣٢, 𝜇١٢, 𝛾١٢, 𝜇٢۴, 𝛾٢۴, 𝛼١٣, 𝛼٣۴ ≥ ٠.

می نویسیم را آن دوگان ابتدا مسئله، این حل برای

max 𝑦٣٢ + 𝑦١٢ + ٢𝑦٢۴ + ۴𝑦١٣ + ۶𝑦٣۴
𝑠.𝑡. 𝑦١٢ + 𝑦١٣ = ٠,

𝑦٣٢ − 𝑦١٢ + 𝑦٢۴ = ٠,
−𝑦٣٢ − 𝑦١٣ + 𝑦٣۴ = ٠,
−𝑦٢۴ − 𝑦٣۴ = ٠,
٠ ≤ 𝑦١٣, 𝑦٣٢, 𝑦٣۴ ≤ ١,
−١ ≤ 𝑦١٢, 𝑦٢۴ ≤ ١.



٨٨ آن کاربردهای و معکوس سازی ٨٨بهینه آن کاربردهای و معکوس سازی ٨٨بهینه آن کاربردهای و معکوس سازی بهینه
می شود تبدیل زیر به صورت بالا مسئله کنیم، استفاده 𝑦٣٢ جای به −𝑦٣٢ متغیر تغییر از اگر حال

min 𝑦٣٢ − 𝑦١٢ − ٢𝑦٢۴ − ۴𝑦١٣ − ۶𝑦٣۴
𝑠.𝑡. 𝑦١٢ + 𝑦١٣ = ٠,

−𝑦٣٢ − 𝑦١٢ + 𝑦٢۴ = ٠,
𝑦٣٢ − 𝑦١٣ + 𝑦٣۴ = ٠,
−𝑦٢۴ − 𝑦٣۴ = ٠,
٠ ≤ 𝑦١٣, 𝑦٣۴ ≤ ١,
−١ ≤ 𝑦١٢, 𝑦٢۴ ≤ ١,
−١ ≤ 𝑦٣٢ ≤ ٠.

مسئله این با متناظر گراف است. گردشی هزینه مینیمم مسئله یک حاصل مسئله که می کنیم ملاحظه
است زیر صورت به معکوس

معکوس جریان شبکه مسئله به مربوط گراف .٢ شکل
معکوس مخروطی مسائل .٣

بگیرید: نظر در را زیر شکل به بهینه سازی مسئله یک
min 𝑓(𝑥; 𝜃)
𝑠.𝑡. 𝑥 ∈ 𝜑,

(٣ . ١)

مسئله یک که مسئله این هدف است. تصمیم متغیر (بردار) یک 𝑥 و پارامتر (بردار) یک 𝜃 آن در که
نامعلوم پارامتر یک ̂𝜃 که است، ̂𝜃 از تخمینی با متناظر بهینه تصمیم یک محاسبه می شود، نامیده پیشرو١
١forward problem



عموکاظمی شیدا و دامنه سلیمانی مجید عموکاظمی٨٩ شیدا و دامنه سلیمانی مجید عموکاظمی٨٩ شیدا و دامنه سلیمانی مجید ٨٩

یک ،(٣ . ١) با متناظر معکوس بهینه سازی مسئله است. مسئله این شدنی جواب های مجموعه 𝜑 است.
است: زیر صورت به مرحله ای دو مسئله

آن ها به ازای که 𝜃 پارامتر مقادیر مجموعه را Θ(�̂�) مجموعه است. داده شده �̂� مشاهده شده تصمیم یک (𝑖)
می کنیم: حل را زیر بهینه سازی مسئله بود، نا تهی Θ(�̂�) اگر (𝑖𝑖) . می کنیم تعریف است، بهینه �̂�

min ‖𝜃 − ̄𝜃‖
𝑠.𝑡. 𝜃 ∈ Θ(�̂�),

(٣ . ٢)

است. مناسب نرم یک ‖.‖ و شده) (داده اسمی پارامتر مقدار یک ̄𝜃 آن در که
است: زیر صورت به (٣ . ١) پیشرو مسئله کنید فرض

min 𝑓(𝑥; 𝜃)
𝑠.𝑡. 𝑔(𝑥) ⪰𝒦 ٠,

𝐴𝑥 = 𝑏,

(٣ . ٣)

است. پارامتر یک 𝜃 ∈ Θ همچنین و 𝑏 ∈ 𝑅𝑙 ،𝐴 ∈ 𝑅𝑙×𝑛 است، تصمیم متغیر 𝑥 ∈ 𝑅𝑛 آن در که
تابع ثابت، 𝜃 ∈ Θ برای می کنیم، فرض .𝑥 − 𝑦 ∈ 𝒦 یعنی 𝑥 ⪰𝒦 𝑦 نماد ،𝑦 و 𝑥 بردار دو برای
برخی است. 𝜃 از آفین تابعی ∇𝑥𝑓(𝑥; 𝜃) و (𝑥 به (نسبت مشتق پذیر و محدب 𝑓(𝑥; 𝜃) ∶ 𝑅𝑛 ↦ 𝑅

هستند: زیر صورت  به سازند، برآورده را شرایط این می توانند که 𝑓(𝑥; 𝜃) توابع
𝑓(𝑥; 𝜃) = 𝜃𝑇 𝑥, ∇𝑥𝑓(𝑥; 𝜃) = 𝜃
𝑓(𝑥; 𝜃) = ‖𝐴𝑥 + 𝜃‖٢

٢, ∇𝑥𝑓(𝑥; 𝜃) = ٢(𝐴𝑇 𝐴𝑥 + 𝐴𝑇 𝜃).

ایجاد 𝒦 ⊂ 𝑅𝑚 سره٢ مخروط توسط که است 𝑅𝑚 در (اکید) جزئی١ ترتیب معنی به (≻𝒦 ) ⪰𝒦 نماد
یعنی می شود،

𝑥 ⪰𝒦 𝑦 (𝑥 ≻𝒦 𝑦) ⟺ 𝑥 − 𝑦 ∈ 𝒦 (𝑥 − 𝑦 ∈ 𝑖𝑛𝑡 𝒦)

زیر دسته سه از یکی به متعلق 𝒦𝑗 مخروط های که 𝒦 = 𝒦١ × 𝒦٢ × … × 𝒦𝑘 می کنیم فرض
هستند:

𝒦𝑙 = {𝑥 ∈ 𝑅𝑛 ∶ 𝑥𝑖 ≥ ٠, 𝑖 = ١, … , 𝑛} خطی: مخروط (١)
𝒦𝑠𝑜 = {𝑥 = (𝑥٠; �̄�) ∈ 𝑅𝑛+١ ∶ 𝑥٠ ≥ √�̄�𝑇 �̄�} دوم: مرتبه مخروط (٢)

𝒦𝑠𝑑 = {𝑥 ∈ 𝑅𝑛٢ ∶ 𝑚𝑎𝑡(𝑥) ⪰ ٠} معین: نیمه مخروط (٣)
١partial order ٢proper cone



٩٠ آن کاربردهای و معکوس سازی ٩٠بهینه آن کاربردهای و معکوس سازی ٩٠بهینه آن کاربردهای و معکوس سازی بهینه
.𝑚𝑎𝑡(𝑥)𝑖𝑗 = 𝑥𝑛(𝑖−١)+𝑗 و 𝑚𝑎𝑡(𝑥) ∈ 𝑅𝑛×𝑛 آن در که

یعنی، بودن مقعر باشد. مقعر ،⪰𝒦 جزئی ترتیب به نسبت و است مشتق پذیر 𝑔 تابع کنید فرض
داریم 𝜆 ∈ [٠, ١] و 𝑥١, 𝑥٢ ∈ 𝑅𝑛 هر برای

𝑔(𝜆𝑥١ + (١ − 𝜆)𝑥٢) ⪰𝒦 𝜆𝑔(𝑥١) + (١ − 𝜆)𝑔(𝑥٢)

وابسته 𝜃 پارامتر به 𝑔 تابع .𝑔(𝑥) = [𝑔١(𝑥), … 𝑔𝑘(𝑥)]𝑇 می دهیم: نمایش صورت این به را 𝑔(𝑥)
تابع یک مینیمم سازی به عبارت دیگر، می نامیم. مخروطی مسائل را (٣ . ٣) شکل به مسائل نیست.

می نامیم. مخروطی برنامه ریزی مسئله یک را مخروط یک با آفین مجموعه یک اشتراک روی محدب
می کنیم. بیان را ١(CQ)قیدی صلاحیت شرط یک حال

:١ فرض
∃ 𝑥٠ ∈ 𝑅𝑛; (𝐴𝑥٠ = 𝑏, 𝑔(𝑥٠) ≻𝒦 ٠)

است. برقرار CQ این می کنیم فرض بعد به اینجا از

(٣ . ٣) مسئله برای �̂� آن ها ازای به که است 𝜃 پارامتر های همه مجموعه Θ(�̂�) کنید فرض [۶] .٣ . ١ لم
یعنی متناظر، معکوس سازی بهینه مسئله آن گاه است. بهینه

min ‖𝜃 − ̄𝜃‖
𝑠.𝑡. 𝜃 ∈ Θ(�̂�)

(۴ . ٣)

است. مخروطی برنامه ریزی مسئله یک
می کنیم. بیان را مسائل این از مهم کاربرد یک ادامه در

حال در یا و پیشرفته کشورهای مالی مسائل مهم ترین از یکی سهام خرید مسئله سهام. انتخاب
رشد از جلوگیری و تولید گرفتن رونق باعث مردم، توسط سهام خرید در سرمایه گذاری است. توسعه
ثروت افزایش دارد. بستگی بازده و ریسک عامل دو به سهام صاحبان ثروت می شود. جامعه در نقدینگی
افزایش (٢ سهام، سود دریافت (١ می گیرد: صورت روش دو به سهام، مثبت بازده یعنی سهامداران،
سهام) (برای منفی بازدهی معنی به بازار در سهام قیمت کاهش دیگر، طرف از سهام. (ارزش) قیمت
قبول به مجبور خرید هنگام سهام صاحبان نیست امکان پذیر سهام آینده بازده تعیین که جا آن از است.
سرمایه گذاری جای به که می دهند ترجیح سرمایه گذاران معمولا ریسک، این مدیریت برای هستند. ریسک
١constraint qualification



عموکاظمی شیدا و دامنه سلیمانی مجید عموکاظمی٩١ شیدا و دامنه سلیمانی مجید عموکاظمی٩١ شیدا و دامنه سلیمانی مجید ٩١

چرا باشند، سهام) سبد یا سهام (پرتفوی مختلف سهام از گوناگونی مجموعه صاحب دارایی، قلم یک در
قلم یک بازده و ریسک از آن ها بازده و ریسک ترکیب که کرد تهیه را سهام از مجموعه ای می توان که

باشد. بهتر شرکت) یک سهام مثلا) دارایی
بتوانند تا باشند داشته اطلاع شرکت یک سهام ریسک شاخص و بازده نرخ از باید سرمایه گذاران
انتظار مورد نرخ با بازده واقعی نرخ بودن متفاوت احتمال از بازار ریسک کنند. اقدام خرید به نسبت

می شود. ناشی سرمایه گذار
میانگین با است برابر که است بازده متوسط سهام، انتخاب برای سرمایه گذاران شاخص های از یکی
سال های در اعداد این اگر طرفی از زمانی). دوره یک (در پیشین سال های در شرکت یک سهام بازده
سرمایه گذاری ریسک و است شرکت ناپایداری نشان دهنده این باشند، داشته زیادی تفاوت های مختلف
می نماییم. محاسبه اخیر سال های در سهام بازده های معیار انحراف با را ناپایداری این می شود. موجب را
آن ها بازده بین همبستگی که است این سهام سبد یک اجزای انتخاب در مهم بسیار شاخص های از یکی
کاهش را سرمایه گذار توسط شده انتخاب سهام سبد ریسک بازده ها، بودن غیر همسو این نباشد. زیاد
و سبد سهام همه ارزش کاهش احتمال باشد زیاد انتخابی بازده های بین همبستگی اگر زیرا می دهد،
کوواریانس ماتریس از همبستگی این محاسبه برای دارد. وجود سرمایه گذار شدن ورشکست نتیجه در
انتخاب در شاخص دو شد، گفته بالا در آنچه به توجه با .[١١] ،[٧] ،[۵] به کنید نگاه می کنند؛ استفاده
مورد دو این مختلف. سهام بازده های کوواریانس ماتریس و سهام بازده نرخ هستند: اساسی بسیار سهام

گردند. حداقل و حداکثر ترتیب به باید
صاحب عاید یک سال مدت در می رود انتظار که بازدهی یعنی می دهیم، نمایش را انتظار١ مورد بازده 𝜇 با

است. مثبت معین که می دهیم نشان را کوواریانس٢ ماتریس Σ با شود. سهام
:[٨] داریم را زیر تعاریف باشند، مستقل تصادفی متغیرهای 𝑥١, 𝑥٢, … , 𝑥𝑛 اگر

𝜇𝑖 = ١
𝑛 ∑𝑛

𝑟=١ 𝑥𝑟𝑖

𝜎𝑖𝑖 = ١
𝑛 ∑𝑛

𝑟=١(𝑥𝑟𝑖 − 𝜇𝑖)٢ = 𝜎٢
𝑖 𝑖 = ١, … , 𝑝

𝜎𝑖𝑗 = ١
𝑛 ∑𝑛

𝑟=١(𝑥𝑟𝑖 − 𝜇𝑖)(𝑥𝑟𝑗 − 𝜇𝑗).

کوواریانس ماتریس بالا در داده شده عناصر با ،Σ𝑝×𝑝 ≡ (𝜎𝑖𝑗) ماتریس و میانگین بردار 𝜇 بردار که
است.

١expected return ٢covariance matrix



٩٢ آن کاربردهای و معکوس سازی ٩٢بهینه آن کاربردهای و معکوس سازی ٩٢بهینه آن کاربردهای و معکوس سازی بهینه
به مربوط وزن  𝜙𝑖 کنیم فرض دارد. سرمایه گذار ثروت از را خود ویژه وزن سبد، یک در سهام از یک هر
سهام . تک تک برای انتظار مورد بازده های مجموع با است برابر سهام سبد انتظار مورد بازده باشد. 𝑖 سهم
.𝜇 = 𝜙𝐴𝜇𝐴+𝜙𝐵𝜇𝐵+𝜙𝐶𝜇𝐶 داریم 𝐶 و 𝐵 ،𝐴 شرکت های از متشکل سهام سبد برای مثال، به عنوان

می شود: محاسبه زیر به صورت 𝐶 و 𝐵 ،𝐴 شرکت های از متشکل سهام سبد بازده واریانس

𝜎٢ =
𝐶

∑
𝑖=𝐴

𝐶

∑
𝑗=𝐴

𝜙𝑖𝜙𝑗𝜎𝑖𝑗

داریم بنابراین می دهد. نشان را 𝑗 و 𝑖 سهام بین کوواریانس 𝜎𝑖𝑗 آن در که

𝜎٢ = 𝜙𝑇 Σ𝜙

داریم را زیر هدف تابع دو خلاصه به طور لذا

max 𝜇𝑇 𝜙

min 𝜙𝑇 Σ𝜙

می گیریم نظر در را زیر تابع بالا، تابع دو گرفتن نظر در به جای حال

max 𝜇𝑇 𝜙
√𝜙𝑇 Σ𝜙

داریم را زیر مسئله بنابراین
(۵ . ٣) max

{𝜙∶𝐴𝜙≤𝑏,𝑒𝑇 𝜙=١}

𝜇𝑇 𝜙
√𝜙𝑇 Σ𝜙

ارجحیت های به مربوط قیود نامنفی، محدودیت مانند جانبی محدودیت های 𝐴𝜙 ≤ 𝑏 آن در که
بهینه جواب هستند. یک آن مولفه های همه که است برداری 𝑒 و می کند اعمال را غیره و سرمایه گذار
با را آن که بالا مسئله بهینه مقدار می نامیم. شارپ١ بهینه سهام و می دهیم نشان 𝜙𝑠 با را (۵ . ٣) مسئله

می شود: محاسبه زیر صورت به 𝜓∗ بهینه سهام می شود. نامیده شارپ٢ نسبت می دهیم، نشان 𝑠(𝜇)

𝜓∗ = 𝑊 (𝛽𝑒𝑓 + (١ − 𝛽)𝜇𝑇 𝜙𝑠)
١sharpe optimal portfolio ٢sharpe ratio
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اسکالر هستند. سرمایه گذار ثروت 𝑊 و ریسک بدون سرمایه گذاری امکان با متناظر 𝑒𝑓 آن در که
ماتریس سهام بازارهای در معمولا می شود. مشخص سرمایه گذار مطلوبیت تابع به توجه با 𝛽 ∈ [٠, ١]

̂𝜇 نیست. چنین (𝜇) انتظار مورد بازده بردار درحالی که ، [٩] است پایدار نسبی طور به Σ کوواریانس
𝜓∗ = بنابراین بگیرید. نظر در آن با متناظر شارپ بهینه سهم وزن را ̂𝜙 و 𝜇 از جاری تخمین را
از جدیدی مشاهده مثال برای جدیدی ، اطلاعات کنید فرض حال .𝑊 (𝛽𝑒𝑓 + (١ − 𝛽) ̂𝜇𝑇 ̂𝜙)
صورت به جدید �̄� اکنون است. (≠ ̂𝜇) ̄𝜇 ،𝜇 جدید تخمین و است دسترس در روزانه، بازده های
تصمیم باید سرمایه گذار حال است. ̄𝜇 برای شارپ بهینه ̄𝜙 که است �̄� = 𝑊 (𝛽𝑒𝑓 + (١ − 𝛽) ̄𝜇𝑇 ̄𝜙)
هزینه  میان این در خیر؟ یا دهد تغییر �̄� به رسیدن منظور به را خود سهام ترکیب می خواهد آیا که بگیرد
کاهش را خالص بازده هزینه ها این می گیرد. قرار نظر مد نیز سهام فروش یا خرید هزینه  یعنی معامله
بازده  جدید، �̄� به عبارت دیگر، شود. زیان به منجر می تواند �̄� جدید مقدار به رسیدن بنابراین می دهند،
هزینه باید سرمایه گذار کل، بازده کردن ماکزیمم برای بنابراین می خواهد. بالاتری ریسک با شده١ تعدیل

کند. تنظیم بالاتر انتظار مورد بازده با را معامله
𝜇 برای اطمینان −𝛼 بازه یک 𝐶𝛼 = {𝜇 ∈ 𝑅𝑛 ∶ (𝜇 − ̄𝜇)𝑇 Σ−١(𝜇 − ̄𝜇) ≤ 𝑐٢

𝛼} کنید فرض
ماتریسی نرم با ‖𝜇 − ̄𝜇‖٢ همان (𝜇 − ̄𝜇)𝑇 Σ−١(𝜇 − ̄𝜇) ،𝐶𝛼 تعریف در کنید دقت دهد. نشان را
تشخیص قابل 𝜇ها، ∈ 𝐶𝛼 همه معمولا .𝐶𝛼 = {𝜇 ∶ ‖𝜇 − ̄𝜇‖Σ−١ ≤ 𝑐𝛼} یعنی است. ‖𝑥‖Σ−١

کنترل را بازده و هزینه ها بین توازن که معکوس بهینه سازی پایه بر استراتژی یک لذا نیستند، محاسبه یا
است: زیر صورت به می کند،

min √(𝜇 − ̄𝜇)𝑇 Σ−١(𝜇 − ̄𝜇)
𝑠.𝑡. 𝜇 ∈ Θ( ̂𝜙) = {𝑠(𝜇) ≥ ٠ و است (۵ . ٣) برای بهینه جواب ̂𝜙}

(۶ . ٣)

در تنها داد. نباید تغییر را سهام سبد بود، 𝑐𝛼 مساوی یا کوچکتر (۶ . ٣) بهینه مقدار اگر که شرط این با
جزئیات برای را [۶] (مرجع باشد (۶ . ٣) بهینه مقدار از کوچکتر 𝑐𝛼 که بده تغییر را سهام سبد صورتی

ببینید). بیشتر
است. (٣ . ٣) صورت به بهینه سازی مسئله یک به (۵ . ٣) مسئله تبدیل ،(۶ . ٣) مسئله حل برای اول گام

می شود. تجزیه Σ = 𝐿𝑇 𝐿 به صورت است، مثبت معین Σ چون
١risk-adjusted



٩۴ آن کاربردهای و معکوس سازی ٩۴بهینه آن کاربردهای و معکوس سازی ٩۴بهینه آن کاربردهای و معکوس سازی بهینه
با است معادل (۵ . ٣) مسئله آن گاه .𝑠(𝜇) ≥ ٠ شارپ نرخ کنید فرض [۶] .٣ . ٢ قضیه

max 𝜇𝑇 𝑥
𝑠.𝑡. 𝑒𝑇 𝑥 − 𝜉 = ٠,

−𝐴𝑥 + 𝑏𝜉 ≥ ٠,
𝜉 ≥ ٠,

[١; 𝐿𝑥] ⪰𝒦 ٠,

(٣ . ٧)

است. 𝒦 = 𝒦𝑠𝑜 ⊂ 𝑅𝑛+١ و Σ = 𝐿𝑇 𝐿 همگن ساز١، متغیر یک 𝜉 آن در که

بهینه سازی مسئله یک صورت به را آن بتوان باید نمود استفاده (۶ . ٣) مسئله از بتوان که این برای
. می پردازد موضوع این به زیر قضیه نوشت.

𝜇 جدید تخمین را ̄𝜇 .𝑒𝑇 𝜙٠ = ١ و 𝐴𝜙٠ < 𝑏 به طوری که دارد وجود 𝜙٠ کنید فرض [۶] .٣ . ٣ قضیه
آن گاه .(�̂�, ̂𝜉) = ( ̂𝜙, ١)

√ ̂𝜙𝑇 Σ ̂𝜙
دهید قرار بگیرید. نظر در (۵ . ٣) برای دلخواه شدنی جواب یک را ̂𝜙 و

است معادل زیر مسئله با (۶ . ٣) مسئله

min ((𝐴𝑇
𝐼 − 𝑒𝑏𝑇

𝐼 )𝑢𝐼 + 𝑣٠Σ�̂� − ̄𝜇)𝑇 Σ−١ ((𝐴𝑇
𝐼 − 𝑒𝑏𝑇

𝐼 )𝑢𝐼 + 𝑣٠Σ�̂� − ̄𝜇)
𝑠.𝑡. 𝑢𝐼 ≥ ٠,

𝑣٠ ≥ ٠,

(٣ . ٨)

𝑏 زیربردار و 𝐴 ماتریس زیر ترتیب به 𝑏𝐼 و 𝐴𝐼 و 𝑢𝐼 ∈ 𝑅|𝐼| ،𝐼 = {𝑖 ∶ 𝑎𝑇
𝑖 �̂� = 𝑏𝑖 ̂𝜉} آن در که

هستند. 𝐼 به متعلق سطر های با متناظر

مخروطی بهینه سازی تکنیک های کمک به و است مخروطی بهینه سازی مسئله یک (٣ . ٧) مسئله
را مسئله این حل (۶ . ٣) مسئله محدودیت های ببینید). را [١٠] مرجع مثال، عنوان (به است حل قابل
تکنیک های با که است دوم درجه بهینه سازی مسئله یک (٣ . ٨) مسئله آن، به جای ولی می سازد، مشکل

است. حل قابل متعددی
١homogenizing variable
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