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حدی نقاط مثابۀ به  اندازه پذیر مجموعه های
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کاظمی رسول برگردان:

مقدمه .١
آشنا کاراتئودوری توسیع قضیۀ با ارشد، کارشناسی دورۀ در حقیقی آنالیز درس دانشجویانِ
اندازۀ یک و جبر ــ 𝜎 یک به را جبر یک می توان چگونه که می دهد نشان قضیه این می شوند.
رویکرد داد. گسترش جبر،  ــ 𝜎 آن روی شماراجمعی اندازه ای به را جبر آن روی متناهی جمعی
متناهی جمعی اندازۀ به وابسته بیرونی اندازۀ تعریف از است عبارت قضیه، این بیان در متداول
این در اندازه پذیر. مجموعه های تعریف برای بیرونی اندازۀ بودنِ جمعی از استفاده سپس و اولیه
اندازه پذیر مجموعه های آن، در که می کنیم ارائه کاراتئودوری توسیع قضیۀ به دیگری رویکرد مقاله،
طبیعی به طور اندازه پذیر مجموعه های جبر  ــ 𝜎 که می دهیم نشان می آید. به دست حدی نقاط به عنوان
به را رهیافت این می آید. به وجود اولیه، جبر در کوشی دنباله های حدی نقاط تمام مجموعۀ به عنوان

بدانند. غیرشهودی را اندازه پذیری مرسوم تعریف است ممکن که می کنیم پیشنهاد دانشجویانی
آنالیز کتاب های بارز نمونه که ،[۶] در آن چنان که کاراتئودوری توسیع قضیۀ بر مختصر مروری با
جبر یک 𝑋 مجموعۀ زیرمجموعه های از ناتهی گردایه ای می کنیم. شروع می شود ارائه است، حقیقی
اگر دارد نام جبر  ــ 𝜎 یک و باشد بسته مکمل گیری و اجتماع عمل های تحت اگر می شود نامیده
مجموعۀ ℝ+ و جبر یک Ω گیریم باشد. بسته مکمل گیری، و شمارا اجتماع عمل های به نسبت
نامیده متناهی جمعی اندازۀ یک 𝜇 ∶ Ω ⟶ ℝ+ تابع باشد. +∞ با همراه نامنفی حقیقی اعداد
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٩٨ حدی نقاط مثابۀ به  اندازه پذیر ٩٨مجموعه های حدی نقاط مثابۀ به  اندازه پذیر ٩٨مجموعه های حدی نقاط مثابۀ به  اندازه پذیر مجموعه های

مجزا دوبه دو مجموعه های از 𝐸١, 𝐸٢. … 𝐸𝑛 متناهی تعداد هر برای و 𝜇(∅) = ٠ اگر می شود
𝜇 ∶ Ω ⟶ ℝ+ تابع باشد، جبر  ــ 𝜎 یک Ω اگر .𝜇(⋃𝑛

𝑖=١ 𝐸𝑖) = ∑𝑛
𝑖=١ 𝜇(𝐸𝑖) باشیم داشته

هر برای و 𝜇(∅) = 0 اگر می شود نامیده اندازه) یک ساده، به طور (یا شماراجمعی اندازۀ یک
جفت .𝜇(⋃∞

𝑖=١ 𝐸𝑖) = ∑∞
𝑖=١ 𝜇(𝐸𝑖) باشیم داشته مجزا دوبه دو مجموعه های از {𝐸𝑖} دنبالۀ

می شود. نامیده اندازه فضای یک است، شده تشکیل 𝜇 اندازۀ یک و Ω جبر  ــ 𝜎 یک از که (Ω, 𝜇)
{𝐸𝑖} اگر که می کنیم فرض به علاوه باشد. Ω جبر روی متناهی جمعی اندازۀ یک 𝜇 گیریم
𝜇(⋃∞

𝑖=١ 𝐸𝑖) = آن گاه ،⋃∞
𝑖=١ 𝐸𝑖 ∈ Ω و باشد Ω در مجزا دوبه دو مجموعه های از دنباله ای

اندازۀ یک به 𝜇 برای توسیعی هیچ نباشد، برقرار شرط این اگر که است (روشن .∑∞
𝑖=١ 𝜇(𝐸𝑖)

می شود: تشکیل زیر تعریف دو از کاراتئودوری توسیع نیست.) موجود جبر  ــ 𝜎 یک روی شماراجمعی

دستور با 𝜇∗ ∶ 𝒫(𝑋) ⟶ ℝ+ گیریم .١ . ١ تعریف

𝜇∗(𝐸) = inf{∑
𝑖

𝜇(𝐴𝑖) |𝐸 ⊆ ⋃
𝑖

𝐴𝑖, 𝐴𝑖 ∈ Ω, 𝑖 = ١, ٢, …}

می شود. نامیده 𝜇 توسط القایی بیرونی اندازۀ 𝜇∗ آن وقت باشد. شده تعریف

𝐴 ∈ 𝒫(𝑋) هر برای اگر می شود خوانده اندازه پذیر 𝜇∗ به نسبت 𝑋 از 𝐸 زیرمجموعۀ .١ . ٢ تعریف
.𝜇∗(𝐴) = 𝜇∗(𝐴 ∩ 𝐸) + 𝜇∗(𝐴 ∩ 𝐸𝑐) باشیم داشته

که می کند بیان کاراتئودوری توسیع قضیۀ نیست. 𝒫(𝑋) روی اندازه یک 𝜇∗ کلی، حالت در
شماراجمعی اندازۀ یک نیز 𝜇∗ و است جبر  ــ 𝜎 یک اندازه پذیر، مجموعه های از مرکب 𝑀 خانوادۀ

است. 𝑀 روی
مثال، (برای است آمار در هم و اندازه نظریۀ در هم توانمند ابزاری کاراتئودوری توسیع قضیۀ
شده بحث مقاله چندین در کاراتئودوری توسیع به مربوط بولی جبر ساختار ببینید.) را [١] و [۴]
گرفته قرار بحث مورد [٧] در فازی مجموعه های روی کاراتئودوری توسیع قضیۀ .([٢] و [۵]) است
حدی نقاط که می گیریم نظر در کاراتئودوری توسیع روی متریکی ساختار یک مقاله، این در است.
کامل فضای روی مشبکه یک ساخت چگونگی مورد در ،[٨] دیگر مقاله ای در است. ویژه توجه مورد
کاراتئودوری، توسیع کرده ایم. بحث کاراتئودوری اش، توسیع به آن از یکریختی یک و جبر یک شدۀ

باشند. آینده پژوهش های برای خوبی موضوع می توانند که دارد مختلفی غنی ساختارهای
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اصلی نتایج و پیشنیازها .٢
برای به کارگیری قابل می کنیم، بیان مقاله این در که کاراتئودوری توسیع به توپولوژیکی رهیافت
مجموعه های از {𝑋𝑛} دنبالۀ هرگاه می نامیم متناهی  ــ 𝜎 را 𝜇 اندازۀ است. متناهی  ــ 𝜎 اندازۀ هر
نامیده متناهی 𝜇 اندازۀ .𝜇(𝑋𝑛) < ∞ و 𝑋 = ⋃∞

𝑛=١ 𝑋𝑛 که به گونه ای باشد موجود اندازه پذیر
حالت زیرا کنیم، اثبات متناهی اندازه های برای را قضیه است کافی .𝜇(𝑋) < ∞ اگر می شود
به دست کاراتئودوری توسیع قضیۀ مرسوم اثبات همانند متناهی حالت از می توان را متناهی  ــ 𝜎

آورد.
از دنباله ای {𝐸𝑖} اگر که می کنیم فرض و باشد Ω جبر روی متناهی اندازۀ یک 𝜇 گیریم
.𝜇(⋃∞

𝑖=١ 𝐸𝑖) = ∑∞
𝑖=١ 𝜇(𝐸𝑖) آن گاه ،⋃∞

𝑖=١ 𝐸𝑖 ∈ Ω و باشد Ω در مجزا دوبه دو مجموعه های
کتاب های در که را بیرونی اندازۀ مشهور ویژگی های از برخی باشد. 𝜇 از القایی بیرونی اندازۀ 𝜇∗ گیریم

کرده ایم: گردآوری اینجا در یافت می توان ([۶] مثلا) حقیقی آنالیز
𝜇∗(𝐴)؛ ⩽ 𝜇∗(𝐵) آن گاه ،𝐴 ⊆ 𝐵 اگر 𝐴, 𝐵 ∈ 𝒫(𝑋) هر برای است: یکنوا 𝜇∗ •

⋃)∗𝜇؛ 𝐴𝑖) ⩽ ∑ 𝜇∗(𝐴𝑖) ،𝒫(𝑋) در {𝐴𝑖} دنبالۀ هر برای است: زیرجمعی شمارا 𝜇∗ •
ببینید)؛ را ٢٩٢ صفحۀ [۶]) 𝜇∗|Ω = 𝜇 •

شده تعریف 𝑑(𝐴, 𝐵) = 𝜇∗(𝐴 △ 𝐵) دستور با 𝑑 ∶ 𝒫(𝑋) × 𝒫(𝑋) ⟶ ℝ+ کنید فرض •
است، شبه متریک یک 𝑑 صورت این در می دهد. نمایش را 𝐵 و 𝐴 متقارن تفاضل 𝐴△𝐵 که است
𝐴, 𝐵 ∈ 𝒫(𝑋) مجموعه های است ممکن که این جز به می کند صدق متر یک تعریف در 𝑑 یعنی
هرگاه 𝐴 ∼ 𝐵 کنیم تعریف اگر .𝑑(𝐴, 𝐵) = ٠ و 𝐴 ≠ 𝐵 که گونه ای به باشند موجود
روی متریک یک 𝑑 و است 𝒫(𝑋) روی هم ارزی رابطۀ یک ∼ آن وقت ،𝑑(𝐴, 𝐵) = ٠

می کند. القا 𝒫(𝑋)⧸ ∼

حال .𝑚, 𝑛 → ∞ وقتی 𝑑(𝐵𝑛, 𝐵𝑚) → ٠ اگر نامیم کوشی  ــ 𝜇 را Ω در {𝐵𝑛} دنبالۀ
خانوادۀ �̃� دیگر، عبارت به می کنیم. تعریف کوشی  ــ 𝜇 دنباله های حدی نقاط تمام گردایۀ را �̃�
که دارد وجود {𝐵𝑛} کوشی  ــ 𝜇 دنبالۀ که ویژگی این با است 𝑆 ∈ 𝒫(𝑋) مجموعه های
تعریف در اندازه پذیر مجموعه های گردایۀ جایگزین �̃� خانوادۀ این .lim 𝜇∗(𝐵𝑛 △ 𝑆) = ٠
lim 𝜇(𝐵𝑛) با برابر را ̃𝜇(𝑆) ،𝑆 ∈ �̃� برای شد. خواهد کاراتئودوری توسیع قضیۀ به مربوط ١ . ٢

است. 𝑆 به همگرا کوشی  ــ 𝜇 دنبالۀ یک {𝐵𝑛} که می کنیم تعریف
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نظیر جملات اجتماع از جملاتش که دنباله ای که کرد توجه باید کلیدی نکتۀ این به اینجا در
مکمل جملاتش که دنباله ای و است کوشی دنبالۀ یک خود شود، حاصل کوشی دنبالۀ دو نظیر به
یک �̃� که می شود نتیجه موضوع این از است. کوشی دنبالۀ یک است، کوشی دنبالۀ یک جمله های
⋃∞

𝑖=١ 𝑆𝑖 به که کوشی  ــ 𝜇 دنبالۀ یک ساختن با باشد �̃� در دنباله یک {𝑆𝑖} اگر به علاوه است. جبر
همان (�̃�, ̃𝜇) که داد خواهیم نشان همچنین است. جبر  ــ 𝜎 یک �̃� که می دهیم نشان همگراست،
مجموعه های ترتیب، این به می آید. به دست کاراتئودوری توسیع قضیۀ در که است اندازه ای فضای

می نگریم. حدی نقاط به چشم را کاراتئودوری توسیع قضیۀ در اندازه پذیر

اصلی قضایای اثبات .٣
شد. خواهد استفاده مقاله این ادامۀ در بار چندین زیر لم

.𝑑(𝐴 ∪ 𝐵, 𝐶 ∪ 𝐷) ⩽ 𝑑(𝐴, 𝐶) + 𝑑(𝐵, 𝐷) ،𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 ∈ 𝒫(𝑋) هر برای .٣ . ١ لم
و یکنوایی از حکم ،(𝐴 ∪ 𝐵) △ (𝐶 ∪ 𝐷) ⊆ (𝐴 △ 𝐶) ∪ (𝐵 △ 𝐷) چون اثبات.
□ می شود. نتیجه 𝜇∗ بودنِ زیرجمعی

لازم اند. ̃𝜇 خوش تعریفی اثبات برای زیر لم دو
اعداد از کوشی دنبالۀ یک {𝜇(𝐵𝑛)} آن گاه باشد، کوشی  ــ 𝜇 دنبالۀ یک {𝐵𝑛} اگر .٣ . ٢ لم

است. حقیقی
داریم ،𝑑 برای مثلثی نامساوی از استفاده با اثبات.

|𝜇(𝐵𝑚) − 𝜇(𝐵𝑛)| = |𝑑(𝐵𝑚, ∅) − 𝑑(𝐵𝑛, ∅)| ⩽ 𝑑(𝐵𝑚, 𝐵𝑛).

□ است. ℝ در کوشی دنبالۀ یک {𝜇(𝐵𝑛)} پس ،𝑑(𝐵𝑚, 𝐵𝑛) ⟶ ٠ چون
آن گاه همگرایند، 𝑆 ∈ �̃� به که باشند کوشی  ــ 𝜇 دنباله های {𝐵𝑛} و {𝐴𝑛} اگر .٣ . ٣ لم

.lim 𝜇(𝐴𝑛) = lim 𝜇(𝐵𝑛) و موجودند lim 𝜇(𝐵𝑛) و lim 𝜇(𝐴𝑛)

استفاده حقیقت این از اثبات باقیماندۀ برای می شود. نتیجه ٣ . ٢ لم از حدود وجود اثبات.
که می کنیم

|𝜇(𝐴𝑛) − 𝜇(𝐵𝑛)| ⩽ 𝑑(𝐴𝑛, 𝐵𝑛) ⩽ 𝑑(𝐴𝑛, 𝑆) + 𝑑(𝑆, 𝐵𝑛) ⟶ ٠.
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به نسبت کوشی  ــ 𝜇 دنباله های که است این مهم نکتۀ یک شد، بیان ٢ بخش در که همان طور
دقیق تر: به طور هستند. بسته جملاتشان مکمل گیری و اجتماع

{𝐴𝑛 ∪ 𝐵𝑛} آن وقت باشند. کوشی  ــ 𝜇 دنباله های {𝐶𝑛} و {𝐵𝑛} ،{𝐴𝑛} گیریم .۴ . ٣ لم
هستند. کوشی  ــ 𝜇 دنباله های نیز {(𝐶𝑛)𝑐} و

(𝐶𝑛)𝑐△(𝐶𝑚)𝑐 = که حقیقت این از دومی است. آشکار ٣ . ١ لم از نخست ادعای اثبات.
□ می آید. به دست 𝐶𝑛 △ 𝐶𝑚

یک کوشی  ــ 𝜇 دنباله های حدی نقاط از �̃� گردایۀ که می دهیم نشان قبل، لم از استفاده با حال
است. جبر

است. جبر یک �̃� .۵ . ٣ لم

و 𝑆 با متناظر به ترتیب {𝐵𝑛} و {𝐴𝑛} کوشی  ــ 𝜇 دنباله های .𝑆, 𝐻 ∈ �̃� گیریم اثبات.
،٣ . ١ لم بنابر موجودند. 𝐻

𝑑(𝑆 ∪ 𝐻, 𝐴𝑛 ∪ 𝐵𝑛) ⩽ 𝑑(𝑆, 𝐴𝑛) + 𝑑(𝐻, 𝐵𝑛).

نتیجه طرف، دو از حدگیری با بنابراین است، کشی  ــ 𝜇 دنبالۀ یک {𝐴𝑛 ∪ 𝐵𝑛} ،۴ . ٣ لم طبق
متناظر کوشی  ــ 𝜇 دنبالۀ یک {𝐴𝑛 ∪ 𝐵𝑛} داده ایم نشان که کنید توجه .𝑆 ∪ 𝐻 ∈ �̃� می گیریم
□ است. جبر یک �̃� بنابراین و 𝑆𝑐 ∈ �̃� مشابه به طور است. 𝑆 ∪ 𝐻 با
{𝐵𝑛} که می کنیم تعریف lim 𝜇(𝐵𝑛) با برابر را ̃𝜇(𝑆) ،٢ بخش همانند .𝑆 ∈ �̃� گیریم
�̃� روی اندازه یک تعریف برای را زیرخود لم با همگراست. 𝑆 به که است کوشی  ــ 𝜇 دنبالۀ یک

می کنیم. آماده

.𝜇∗|𝐒 = ̃𝜇 و است خوش تعریف تابعی ̃𝜇 .۶ . ٣ لم

یک {𝐵𝑛} اگر است. خوش تعریف ̃𝜇(𝑆) که می دهد نشان ٣ . ٣ لم .𝑆 ∈ �̃� گیریم اثبات.
آن گاه باشد، 𝑆 به همگرا کوشی  ــ 𝜇 دنبالۀ

|𝜇∗(𝑆) − 𝜇(𝐵𝑛)| = |𝑑(𝑆, ∅) − 𝑑(𝐵𝑛, ∅)| ⩽ 𝑑(𝑆, 𝐵𝑛) ⟶ ٠.

□ .𝜇∗|𝐒 = ̃𝜇 این رو از و ̃𝜇(𝑆) = lim 𝜇(𝐵𝑛) = 𝜇∗(𝑆) بنابراین
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لم ها، این بیان از قبل است. اندازه فضای یک (�̃�, ̃𝜇) که داد خواهند نشان ٣ . ٩ و ٣ . ٨ لم های
دقیق تر: به طور است. متناهی جمعی اندازۀ یک ̃𝜇 که می دهیم نشان

. ̃𝜇(𝑆 ∪ 𝐻) = ̃𝜇(𝑆) + ̃𝜇(𝐻) آن گاه باشند، هم از جدا 𝑆, 𝐻 ∈ �̃� اگر .٣ . ٧ لم
به ترتیب {𝐵𝑛} و {𝐴𝑛} کوشی  ــ 𝜇 دنباله های باشند. هم از جدا 𝑆, 𝐻 ∈ �̃� گیریم اثبات.
کوشی  ــ 𝜇 دنبالۀ یک {𝐴𝑛 ∪𝐵𝑛} دیدیم، ۵ . ٣ لم اثبات در چنان که دارند. وجود 𝐻 و 𝑆 با متناظر
𝜇(𝐴𝑛 ∪𝐵𝑛) = 𝜇(𝐴𝑛)+𝜇(𝐵𝑛)− است، متناهی جمعی 𝜇 چون است. 𝑆 ∪𝐻 با متناظر
𝐴𝑛∩𝐵𝑛 ⊆ (𝐴𝑛△𝑆)∪(𝐵𝑛△𝐻) هستند، هم از جدا 𝐻 و 𝑆 حال چون .𝜇(𝐴𝑛∩𝐵𝑛)

لذا و
𝜇(𝐴𝑛, 𝐵𝑛) ⩽ 𝜇∗[(𝐴𝑛 △ 𝑆) ∪ (𝐵𝑛 △ 𝐻)]

⩽ 𝜇∗(𝐴𝑛 △ 𝑆) + 𝜇∗(𝐵𝑛 △ 𝐻)

= 𝑑(𝐴𝑛, 𝑆) + 𝑑(𝐵𝑛, 𝐻) ⟶ ٠.

می دهد نتیجه این،
̃𝜇(𝑆 ∪ 𝐻) = lim 𝜇(𝐴𝑛 ∪ 𝐵𝑛)

= lim 𝜇(𝐴𝑛) + lim 𝜇(𝐵𝑛) − lim 𝜇(𝐴𝑛 ∩ 𝐵𝑛)

= ̃𝜇(𝑆) + ̃𝜇(𝐻).

□

است. جبر  ــ 𝜎 یک �̃� .٣ . ٨ لم
لم های از استفاده با باشد. �̃� در مجزا دوبه دو مجموعه های از دنباله یک {𝑆𝑖} گیریم اثبات.

داریم 𝑛 مثبت صحیح عدد هر به ازای ،٣ . ٧ و ۶ . ٣
𝑛

∑
𝑖=١

𝜇∗(𝑆𝑖) =
𝑛

∑
𝑖=١

̃𝜇(𝑆𝑖) = ̃𝜇(
𝑛
⋃
𝑖=١

𝑆𝑖) = 𝜇∗(
𝑛
⋃
𝑖=١

𝑆𝑖) ⩽ 𝜇(𝑋) < ∞,

،𝜇∗ بودنِ زیرجمعی بنابر پس همگراست. ∑∞
𝑖=١ 𝜇∗(𝑆𝑖) سری بنابراین و

(٣ . ١) 𝑑(
𝑛
⋃
𝑖=١

𝑆𝑖,
∞
⋃
𝑖=١

𝑆𝑖) = 𝜇∗(
∞
⋃

𝑖=𝑛+١
𝑆𝑖) ⩽

∞
∑

𝑖=𝑛+١
𝜇∗(𝑆𝑖) ⟶ ٠
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□ .𝑛 ⟶ ٠ وقتی

باشد. همگرا ⋃∞
𝑖=١ 𝑆𝑖 به 𝑑 شبه متریک به نسبت که می سازیم کوشی  ــ 𝜇 دنبالۀ یک اکنون

با پس باشد. 𝑆𝑖 به همگرا کوشی  ــ 𝜇 دنبالۀ یک {𝐵𝑖
𝑛} گیریم 𝑖 مثبت صحیح عدد هر به ازای

داریم: را زیر همگرای دنباله های ،۵ . ٣ لم اثبات از استفاده

𝐵١١ 𝐵١٢ ⋯ ⟶ 𝑆١

𝐵١١ ∪ 𝐵٢١ 𝐵١٢ ∪ 𝐵٢٢ ⋯ ⟶ 𝑆١ ∪ 𝑆٢

⋮ ⋮ ⋮ ⋮

∪𝑚
𝑖=١𝐵𝑖١ ∪𝑚

𝑖=١ 𝐵𝑖٢ ⋯ ⟶ ∪𝑚
𝑖=١𝑆𝑖

⋮ ⋮ ⋮ ⋮

که است موجود چنان 𝑁𝐿 صحیح عدد می دهد نتیجه (٣ . ١) رابطۀ ،𝐿 مثبت صحیح عدد هر برای

𝑑(
𝑁𝐿

⋃
𝑖=١

𝑆𝑖,
∞
⋃
𝑖=١

𝑆𝑖) < ١
٢𝐿.

که به طوری می شود یافت 𝐾𝐿 صحیح عدد ،𝑁𝐿 هر برای این، علاوه بر

𝑑(
𝑁𝐿

⋃
𝑖=1

𝐵𝑖
𝐾𝐿

,
𝑁𝐿

⋃
𝑖=1

𝑆𝑖) < 1
2𝐿.

بنابراین
𝑑( ⋃𝑁𝐿

𝑖=١ 𝐵𝑖
𝐾𝐿

, ⋃∞
𝑖=١ 𝑆𝑖) ⩽ 𝑑( ⋃𝑁𝐿

𝑖=١ 𝐵𝑖
𝐾𝐿

, ⋃𝑁𝐿
𝑖=١ 𝑆𝑖)+𝑑( ⋃𝑁𝐿

𝑖=١ 𝑆𝑖, ⋃∞
𝑖=١ 𝑆𝑖)

⩽ ١
٢𝐿 + ١

٢𝐿 = ١
𝐿.

به که است کوشی  ــ 𝜇 دنبالۀ یک {𝑌𝐿} صورت این در .𝑌𝐿 = ⋃𝑁𝐿
𝑖=١ 𝐵𝑖

𝐾𝐿
می دهیم قرار

است. جبر  ــ 𝜎 یک �̃� لذا و ⋃∞
𝑖=١ 𝑆𝑖 ∈ �̃� پس همگراست. ⋃∞

𝑖=١ 𝑆𝑖

است. �̃� روی جمعی شمارا اندازۀ یک ̃𝜇 .٣ . ٩ لم
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که است موجود 𝑀 طبیعی عدد 𝜀 > ٠ هر برای ،٣ . ٨ لم اثبات نمادهای همان با اثبات.
𝑛 ⩾ 𝑀 هر به ازای

̃𝜇(
∞
⋃

𝑖=𝑛+١
𝑆𝑖) = 𝜇∗(

∞
⋃

𝑖=𝑛+١
𝑆𝑖) ⩽

∞
∑

𝑖=𝑛+١
𝜇∗(𝑆𝑖) < 𝜀.

𝑛 ∈ ℕ هر برای ٣ . ٨ و ٣ . ٧ لم های از استفاده با این، بر علاوه

̃𝜇(
∞
⋃
𝑖=١

𝑆𝑖) = ̃𝜇(
𝑛
⋃
𝑖=١

𝑆𝑖) + ̃𝜇(
∞
⋃

𝑖=𝑛+١
𝑆𝑖) =

𝑛
∑
𝑖=١

̃𝜇(𝑆𝑖) + ̃𝜇(
∞
⋃

𝑖=𝑛+١
𝑆𝑖).

است. 𝑆 روی شماراجمعی اندازۀ یک ̃𝜇 می دهد نشان که ̃𝜇(⋃∞
𝑖=١ 𝑆𝑖) = ∑∞

𝑖=١ ̃𝜇(𝑆𝑖) پس
□

جبر  ــ 𝜎 یک به Ω جبر از توسیع یک �̃� که می کند بیان ٣ . ١٠ اصلی قضیۀ در نتایج جمع بندی
علاوه براین، است. �̃� روی اندازه یک به Ω روی 𝜇 متناهی جمعی اندازۀ از توسیع یک ̃𝜇 و است

است. کاراتئودوری مرسوم توسیع همان توسیع این ،٣ . ١١ اصلی قضیۀ طبق

است. اندازه فضای یک (𝑆, ̃𝜇) .٣ . ١٠ قضیه

□ می شود. نتیجه ٣ . ٩ و ٣ . ٨ لم های از حکم اثبات.

مرسوم تعریفِ با مطابق 𝐸 اگر فقط و اگر 𝐸 ∈ �̃� داریم 𝐸 ∈ 𝒫(𝑋) هر برای .٣ . ١١ قضیه
باشد. اندازه پذیر ،١ . ٢ تعریف در اندازه پذیری

است. حقیقی آنالیز درسی کتاب های در معمولی تمرینی (⟹) اثبات.
داریم ،𝜇∗ بودنِ زیرجمعی از استفاده با باشد. دلخواه 𝐴 ∈ 𝒫(𝑋) و 𝐸 ∈ �̃� کنیم فرض (⟸)

𝜇∗(𝐴) ⩽ 𝜇∗(𝐴 ∩ 𝐸) + 𝜇∗(𝐴 ∩ 𝐸𝑐).

کنیم. بررسی را اخیر نامساوی عکس که است لازم است اندازه پذیر 𝐸 اینکه اثبات برای بنابراین
داریم بنابراین .lim 𝜇∗(𝐸 △ 𝐵𝑛) = ٠ که به قسمی باشد کشی  ــ 𝜇 دنبالۀ یک {𝐵𝑛} گیریم
{𝐵𝑛} چون 𝑛 ∈ ℕ هر برای به علاوه، .lim 𝜇∗(𝐸𝑐 ∩ 𝐵𝑛) = ٠ و lim 𝜇∗(𝐸 ∩ 𝐵𝑐

𝑛) = ٠
است، اندازه پذیر

(٣ . ٢) 𝜇∗(𝐴) = 𝜇∗(𝐴 ∩ 𝐵𝑛) + 𝜇∗(𝐴 ∩ 𝐵𝑐
𝑛);
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(٣ . ٣) 𝜇∗(𝐴 ∩ 𝐸) = 𝜇∗(𝐴 ∩ 𝐸 ∩ 𝐵𝑛) + 𝜇∗(𝐴 ∩ 𝐸 ∩ 𝐵𝑐
𝑛);

(۴ . ٣) 𝜇∗(𝐴 ∩ 𝐸𝑐) = 𝜇∗(𝐴 ∩ 𝐸𝑐 ∩ 𝐵𝑛) + 𝜇∗(𝐴 ∩ 𝐸𝑐 ∩ 𝐵𝑐
𝑛).

داریم ،(٣ . ٢) معادلۀ و یکنوایی به کارگیری و (۴ . ٣) و (٣ . ٣) معادلات کردن جمع با
𝜇∗(𝐴 ∩ 𝐸) + 𝜇∗(𝐴 ∩ 𝐸𝑐) = 𝜇∗(𝐴 ∩ 𝐸 ∩ 𝐵𝑛) + 𝜇∗(𝐴 ∩ 𝐸 ∩ 𝐵𝑐

𝑛)

+ 𝜇∗(𝐴 ∩ 𝐸𝑐 ∩ 𝐵𝑛) + 𝜇∗(𝐴 ∩ 𝐸𝑐 ∩ 𝐵𝑐
𝑛)

⩽ 𝜇∗(𝐴 ∩ 𝐵𝑛) + 𝜇∗(𝐸 ∩ 𝐵𝑐
𝑛)

+ 𝜇∗(𝐸𝑐 ∩ 𝐵𝑛) + 𝜇∗(𝐴 ∩ 𝐵𝑐
𝑛)

= 𝜇∗(𝐴) + 𝜇∗(𝐸 ∩ 𝐵𝑐
𝑛) + 𝜇∗(𝐸𝑐 ∩ 𝐵𝑛).

می گیریم نتیجه 𝑛 ⟶ ∞ وقتی حدگیری با سرانجام
𝜇∗(𝐴 ∩ 𝐸) + 𝜇∗(𝐴 ∩ 𝐸𝑐) ⩽ 𝜇∗(𝐴).

□ است. اندازه پذیر 𝐸 و 𝜇∗(𝐴) = 𝜇∗(𝐴 ∩ 𝐸) + 𝜇∗(𝐴 ∩ 𝐸𝑐) بنابراین

جمع بندی .۴
اندازۀ فضای است، متناهی اندازۀ یک 𝜇 وقتی که می دهند نشان ٣ . ١١ و ٣ . ١٠ قضیه های
مجموعه های که می دهد نشان ٣ . ١١ قضیۀ این، بر علاوه دارد. مطابقت کاراتئودوری توسیع با (�̃�, ̃𝜇)
قضیۀ مرسوم اثبات در توسیع یافته اندازۀ و کوشی اند  ــ 𝜇 دنباله های حدی نقاط دقیقاً اندازه پذیر
حالت از متناهی  ــ 𝜎 حالت است. کوشی  ــ 𝜇 دنباله های روی حدی اندازۀ همان کاراتئودوری،

می شود. نتیجه متناهی

قدردانی و تشکر
وکمک های بودنش الهام بخش خاطر به تاناکا١ ویچی بزرگش پدر از است علاقه مند اول نویسندۀ
حمایت های با نماید. تشکر تحصیلاتش بردن پیش در او تشویق برای ٢ آمس آندریو از و مالی
شود. نائل می کرد را تصورش که آنچه ورای پیشرفت هائی به توانست اول نویسندۀ دو، این مهربانانه
داوران و ۴ استافنی جیمز پروفسور و ٣ لاپیدوس میشل پروفسور از علاقه مندند نویسنده دو هر ضمناً
١Waichi Tanaka ٢Andrew Aames ٣Michel L. Lapidus ۴James D. Stafney
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برای ٢ دپالما الیجا و ١ هانسن آنه از و مقاله این مورد در آنها تخصصی توصیه های برای ناشناس
نمایند. تشکر ویرایشی کمک های
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