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نامنفی داده های تحلیل برای روشی ماتریسی: نامنفی تجزیۀ
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چکیده
پایگاه های آمدن به وجود نیز و داده ها حجم افزایش به منجر رایانه ای فناوریِ پیشرفت امروزه
شده معرفی آنها، از دانش کشف برای مختلفی روش های نتیجه در است. شده داده ها بزرگ
به موسوم علمی جدید نسبتاً شاخه های از یکی راستا، این در هستند. معرفی حال در یا و است
غالباً داده کاوی، کاربردهای در داده ماتریس های است. گرفته قرار زیادی توجه مورد داده کاوی
کلاسیک ماتریسی روش های از استفاده در را محدودیت هایی ویژگی این که هستند نامنفی
اما می شود، بزرگ داده های بعد کاهش سبب روش ها این به کارگیری اگرچه دارد. همراه به
تجزیۀ نام با جدیدی روش اخیراً نمی آید. به دست آنها از نامنفی داده های از صحیح تعبیری
کاهش بر علاوه که است شده پیشنهاد نامنفی داده های خطی نمایش برای ماتریسی نامنفی
با متناظر بزرگِ ماتریس روش، این در ندارد. را کلاسیک روش های محدودیت داده ها، بعد
روش های ابتدا مقاله، این در می شود. تجزیه کوچک نامنفی ماتریس دو به نامنفی داده های
و معرفی آن مختلف نسخه های با ماتریسی نامنفی تجزیۀ سپس می کنیم. مرور را کلاسیک

می شود. بررسی روش این برای خوشه بندی و رده بندی مانند داده کاوی مهم مسائل

مقدمه .١
درک برای است. آنها از استفاده و درک در ما توانایی از سریع تر بسیار داده ها تولید روش های رشد
از استفاده با را تجربیاتشان که کنیم فکر آنلاینی افراد تعداد به لحظه چند برای است کافی رشد، سرعت این
افزایش و داده ها تولید سرعت به می توان آن وقت می گذارند. اشتراک به یکدیگر با ... و عکس فیلم، متن،
رده بندی. خوشه بندی؛ نامنفی؛ قید با متناوب مربعات کمترین بعد؛ کاهش ماتریسی؛ نامنفی تجزیۀ کلیدی. کلمات و عبارات

ایران) ریاضی (انجمن ١٣٩۵ ©
٧١



٧٢ نامنفی داده های تحلیل برای روشی ماتریسی: نامنفی ٧٢تجزیۀ نامنفی داده های تحلیل برای روشی ماتریسی: نامنفی ٧٢تجزیۀ نامنفی داده های تحلیل برای روشی ماتریسی: نامنفی تجزیۀ

در باشند. گرفته قرار پردازش مورد که هستند مفید زمانی فقط داده ها اما برد. پی ثانیه هر در آنها حجم
مفید الگوی و شده پنهان دانش به اولیه، خام داده های بالای بسیار حجم از که است این مهم ما برای واقع،
این در باشد. داده ها میان ارتباط توصیف برای فهم قابل و معتبر ساده، باید الگو این یابیم. دست آنها در
آن شکل گیری انگیزۀ می توان که است گسترش حال در داده کاوی١ به موسوم علمی جدید نسبتاً شاخۀ راستا،
داده کاوی با دانست. داده ها پایگاه مدیریت و ماشینی یادگیری آمار، نظیر زمینه هایی در تحقیقات انجام را
اتخاذ مهمی تصمیمات آنها اساس بر و استخراج بزرگ داده های مجموعۀ از را باارزشی اطلاعات می توان
مانند نظارت٢ بدون یادگیری اصلی: دستۀ دو به را ماشینی یادگیری می توان کلی تقسیم بندی یک در کرد.
به سان رده بندی و خوشه بندی از داده کاوی، در کرد. تقسیم رده بندی۵ مانند نظارت۴ با یادگیری و خوشه بندی٣
رهیافت های مشترکِ اساس می شود. استفاده آنها پیش بینی کردنِ مدل و داده ها توصیف جهت ابزارهایی
صحیح تصوری و بینش تا است آنها نمایش برای مناسب مدل یک کردن پیدا داده ها، تحلیل در مختلف
که هستیم آن بر بلکه نیست، علمی جدید شاخۀ به عنوان داده کاوی توصیفِ ما، هدف آید. به وجود آنها از
کاهشی۶ مدل را آن که معمولی بسیار رهیافت بپردازیم. آن در مناسب مدل(های) کاربرد و اهمیت به
ملزومات حفظ ضمن و بکاهد بالا بعد با و اولیه داده های پیچیدگی از می کند سعی که است مدلی می نامیم،
سطحی در داده ها، کاهش ضمن مدل این واقع، در کند. آشکار را آنها پنهان ساختار داده ها، با همراه مسئله
که باشند غیرخطی یا و خطی می توانند کاهشی مدل های دارد. قرار اولیه سیستم به (واقعی تر) نزدیک تر
تجزیۀ نام های به خطی کاهشی مدل سه مقاله، این در می کنیم. مطالعه را خطی مدل های مقاله، این در
و می شوند بیان ٩(NMF) ماتریسی نامنفی تجزیۀ و ٨(PCA) اصلی مؤلفۀ تحلیل ،٧(SVD) تکین مقدار
ماتریس در ذخیره شده نامنفی داده های تقریب برای NMF مدل کرد. خواهیم تمرکز بیشتر اخیر مدل روی
H ∈ Rr×n و W ∈ Rm×r مانند دیگر نامنفی ماتریس دو تولید به دنبال ،A ∈ Rm×n نامنفی
معادلۀ این در شود. برقرار A ≈ WH تقریبی معادلۀ که به طوری است r ≪ min{m,n} شرط با
توضیح را ماتریسی تجزیۀ دوم، بخش در است. کمتر A ماتریس رتبۀ از WH ماتریس رتبۀ تقریبی،
می گیرند، قرار استفاده مورد داده کاوی در که را ماتریسی تجزیۀ در مشهور کلاسیک روش های داد. خواهیم
معرفی را NMF جدید روش سپس می دهیم. نشان داده ها توصیف در را آنها محدودیت و می کنیم مرور
روش از منتخب کاربردِ دو به سوم، بخش می کنیم. بررسی به تفصیل را آن از موجود مختلف نسخه های و
به پایانی، بخش در دارد. اختصاص عددی نتایج همراه به رده بندی و خوشه بندی مسائل برای NMF

پرداخت. خواهیم مقاله این مطالب نتیجه گیری و جمع بندی
١datamining ٢unsupervised learning ٣clustering ۴supervised learning ۵classification ۶reduction

model ٧singular value decomposition ٨principle component analysis ٩nonnegative matrix

factorization
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ماتریسی تجزیۀ .٢
ساختار از را مختلفی تعبیرهای تجزیه هر است. داده ها تحلیل برای ابزاری ماتریسی تجزیۀ کلی، به طور
در تعبیرها این از برخی هستند. هم ارز ریاضی نظر از تعبیرها این البته که می سازد آشکار داده ها ضمنی
سطر m با ماتریسی می توان را داده پایگاه یک می شوند. داده توضیح ٢ . ٣ . ١ قسمت در مثال هایی قالب
می تواند ستون هر تصویری، دادۀ پایگاه یک با متناظر ماتریس در مثال، برای گرفت. نظر در ستون n و
اولیه دادۀ ماتریس از ساده ای و ویژه باز نمایش ماتریسی تجزیۀ ببینید). را ١ (شکل باشد تصویر یک معرف
و هستند پیچیده اغلب داده ها که دلیل این به  آن، به کارگیری لذا است. جدید ماتریس های تولید طریق از
از می توان حتی بود. خواهد مناسب و معقول می شوند، داده کاوی در موجود روش های ناکارآمدی به منجر
[٢٠] مرجع مطالعۀ با کرد. استفاده نیز باشند نوفه به آلوده داده ها که شرایطی در داده ای١ پاکسازی برای آن
نامنفی تجزیۀ و اصلی مؤلفۀ تحلیل تکین، مقدار تجزیۀ آورد. به دست باره این در بیشتری جزئیات می توان
که است این بر سعی مقاله، این در هستند. ماتریسی تجزیۀ مبحث در شناخته شده روش های از ماتریسی
قبل اما گردد. ارائه به تفصیل NMF توسط داده ماتریس ضمنی ساختار آشکارسازیِ و محاسبه چگونگی

می کنیم. مرور را دیگر تجزیۀ دو آن، از
به صورت می توان را m ≥ n با A ∈ Rm×n ماتریس هر تکین. مقدار تجزیۀ .٢ . ١

A = U

(
Σ

٠

)
V T (٢ . ١)

نمایش با قطری ماتریس Σ ∈ Rn×n آن، در که کرد تجزیه
Σ = diag(σ١, ..., σn), σ١ ≥ σ٢ ≥ . . . ≥ σn ≥ ٠

مقدار تجزیۀ را (٢ . ١) رابطۀ هستند. متعامد V ∈ Rn×n و U ∈ Rm×m ماتریس های و است
داد: نمایش نیز زیر بسط به صورت می توان را تجزیه این می نامیم. A ماتریس (SVD) تکین

A =
n∑
i=١

σiuiv
T
i . (٢ . ٢)

مختلف، خطاهای وجود علت به عمل، در است. برابر آن ناصفرِ تکین مقدارهای تعداد با A ماتریس رتبۀ
وجود به سببِ ناسازگاری این ریاضی، تعبیر به کند. تغییر ماتریس ستون های خطی استقلال دارد امکان
البته که می شود خطا تأثیر افزایش به منجر رویداد این می دهد. رخ کوچک بسیار تکین مقدار چند یا یک
تکین مقدارهای تعداد نتیجه در کرد. جلوگیری آن از کوچک، تکین مقادیر این گرفتن نادیده با می توان
١data cleaning
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در .(r < n) است کوچکتر ماتریس اصلی رتبۀ از به روشنی که دارد اشاره ماتریس عددی١ رتبۀ به بزرگ
ماتریس جایگزین Ar ماتریس است، معروف ٢(TSVD) برشی تکین مقدار تجزیۀ روش به که زیر نمایش

می شود: A

A ≈
r∑

i=١
σiuiv

T
i =: Ar. (٢ . ٣)

به صورت اولیه داده های از یک هر که گفت می توان این رو از

aj ≈
r∑

i=١
(σivij)ui, j = ١, . . . , n (۴ . ٢)

ترتیب، به این است. σivij با برابر ui بردار هر (وزن) سهم که به طوری می شود بازسازی uiها توسط
بیشتر جزئیات مطالعۀ برای را [١٢] و [۶] مراجع بود. خواهد A برای پایه ای ماتریس U متعامد ماتریس

ببینید. آن کاربردهای و SVD مورد در
هستیم متعامد خطی تبدیل یک به دنبال نیز [٢٣] اصلی مؤلفۀ تحلیل در اصلی. مؤلفۀ تحلیل .٢ . ٢
شوند. توصیف آسان تر آن، اساس بر و یابند انتقال جدید مختصات دستگاه به تبدیل این توسط داده ها تا
بیشترین دارای داده ها که می گیرند قرار جهتی در پی در پی جدید، مختصات محورهای منظور، این برای
کوواریانس ماتریس و A نرمال شدۀ دادۀ ماتریس تعیین از پس روش، این در باشند. (واریانس) پراکندگی
مرتب متناظرشان، ویژۀ مقادیر کاهش اساس بر و محاسبه C ماتریس ویژۀ بردارهای آن، با متناظر C
برای می دهند. پایه تشکیل متعامدند، چون ویژه بردارهای ،C ماتریس بودنِ متقارن به توجه با می شوند.
بزرگتر ویژۀ مقادیر با متناظر نرمال شدۀ ویژۀ بردارهای از تا r مهم، اطلاعات حفظ و داده ها بعد کاهش
تبدیل برای را پایه) (ماتریس Q = [q١q٢ . . . qr] خطی تبدیل پایه ای، بردار r این شد. خواهند انتخاب
داده های اصلی، مؤلفۀ تحلیل روش در می دهند. تشکیل کمتر بعد با فضایی به بعدی چند فضای از داده ها
متناظر ماتریس ترتیب، این به که می شوند تصویر C پایۀ ماتریس توسط تولیدشده زیرفضای روی اولیه

:[٢٣] می آید به دست اوزان) (ماتریس H = [h١h٢ . . . hr] ∈ Rr×n

A ≈ QH =
r∑

j=١
qjh

T
j =: Ar. (۵ . ٢)

می شوند: بازسازی زیر به صورت اصلی مؤلفۀ r توسط اولیه، داده های از یک هر که گفت می توان این رو از

aj ≈ Qhj =
r∑

i=١
qihij , j = ١, . . . , n. (۶ . ٢)

١numerical rank ٢truncated SVD
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گرفته نظر در هم به جای دو این ،PCA و SVD روش های بین شباهت هایی وجود به دلیل وقت ها خیلی
می شود. پیشنهاد [٢۴] مطالعۀ باره، این در می شوند.

ماتریسی. نامنفی تجزیۀ .٢ . ٣
مربوط (پیکسل های نور شدت جمله از ما پیرامون واقعی دنیای داده های از بسیاری نظریه. .٢ . ٣ . ١
روشن هستند. نامنفی مقادیر با داده هایی (ژن ها)، بیوانفورماتیک در شیمیایی غلظت و دیجیتال) تصویر به
خاصیت این هستند. تعامد خاصیت دارای (qiها) PCA و (uiها) SVD در پایه ای بردارهای که است
روش ها این پس می گردد. اوزان و پایه ای بردارهای در دلخواه علامت های با مؤلفه هایی ایجاد سبب
بهتر ابزاری بر تمرکز برای کافی انگیزۀ محدودیت، این کنند. تضمین را داده ها بودنِ نامنفی شرط نمی توانند
نامنفی داده های خطی نمایش برای سودمند روشی تجزیه، این می آورد. به وجود را NMF مانند قوی تر و
و W ∈ Rm×r ماتریسی عوامل NMF شود. حفظ آنها (اطلاعات) فیزیکی واقعیت که به طوری است
می یابد چنان r ≪ min{m,n} شرط با A ∈ Rm×n نامنفی ماتریس تقریب برای را H ∈ Rr×n

کیفیت که است هزینه ای تابع نیازمندِ تقریبی، چنین کردن پیدا باشد. برقرار A ≈WH تقریبی رابطۀ که
باشد. یکدیگر از نامنفی ماتریس دو فاصلۀ اندازۀ می تواند تابع ها این از یکی دهد. نشان به خوبی را تقریب

بهینه سازی مسئلۀ به صورت تقریبی معادلۀ این معمولا

min
W≥٠
H≥٠

f(W,H) ≡ ١
٢∥A−WH∥٢

F (٢ . ٧)

این درآیه های کلیۀ که است این W ≥ ٠ و H ≥ ٠ نمادهای معنای اینجا در می شود. صورت بندی
که همان طور بود. خواهد (٢ . ٧) رابطۀ NMF از منظور مقاله، این سراسر در هستند. نامنفی ماتریس ها
که می شوند آشکار ماتریسی تجزیه های توسط داده ها ضمنی ساختار از مختلفی تعبیرهای شد، اشاره قبلا

.[٢١] هستند هم ارز ریاضی نظر از

هر و است پیکسل ها از N × N مستطیلی آرایۀ یک دیجیتال، تصویر هر عاملی). (تعبیر ٢ . ١ مثال
می شود، معین نامنفی مقادیری توسط نور شدت چون می شود. داده نمایش نورش شدت توسط پیکسل
دادنِ قرار هم سر پشت از ،١ شکل همانند گرفت. نظر در نامنفی ماتریس یک را تصویر هر می توان
بردار، این مختصات و شد خواهد حاصل آن با متناظر N٢بعدی بردار ،N × N ماتریس ستون های
تولید تصویری دادۀ n با متناظر ستونی n دادۀ ماتریس ترتیب، به این هستند. تصویر پیکسل های معرف
در دارد. ویژه ای اهمیت ،a ≈Wh نمایش با A ≈WH تقریبی معادلۀ برداریِ شکل به توجه می شود.
از ستون هر که می دهد نشان تقریبی معادلۀ این هستند. A و H از ستون یک معرف a و h نمایش، این
(۴ . ٢) (رابطه های نوشت W ماتریس ستون r از خطی ترکیبی به صورت می توان را A ماتریس داده های
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بردار به ماتریس قالب از داده تبدیل .١ شکل

W به لذا هستند. h بردار مؤلفه های خطی ترکیب این ضرایب که است روشن ببینید). نیز را (۶ . ٢) و
بود. خواهد اوزان ماتریس H همچنین و می شود اطلاق پایه ای بردارهای آن، ستون های به و پایه ماتریس

می شود. بازسازی W ماتریسی عامل توسط a نمونۀ که گفت می توان ،a ≈Wh نمایش به توجه با
جمله های که است اختیار در متفاوت موضوع دو و جمله پنج از متشکل متنی هندسی). (تعبیر ٢ . ٢ مثال
از مستقل (football) آخر سند موضوع که به طوری می کنید مشاهده زیر ترتیبِ به سند ۵ قالب در آن را

:[١٢] است (google) اسناد سایر موضوع
The google matrix P is a model of the Internet.
Pij is nonzero if there is a link from web page j to i.
The google matrix is used to rank all web pages.
The ranking is done by solving a matrix eigenvalue problem.
England dropped out of the top 10 in FIFA ranking.

دادۀ ماتریس به صورت متن، این با متناظر متن-سندِ ماتریس

A =



٠ ٠ ٠ ١ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ١
٠ ٠ ٠ ٠ ١
١ ٠ ٠ ٠ ١
١ ٠ ١ ٠ ٠
٠ ٠ ٠ ٠ ٠
١ ٠ ٠ ٠ ٠
٠ ١ ١ ١ ٠
٠ ٠ ١ ١ ١
٠ ١ ١ ٠ ٠


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هستند. سند هر در کلیدی کلمات حضور عدم و حضور نشان دهندۀ ٠ و ١ اعداد آن، در که می گردد تشکیل
و google موضوع با خوشه ای نمایندۀ را چهارم تا اول ستونی بردارهای میانگین می توان دانش، این با
می توان را نماینده هر دانست. football موضوع با خوشه ای نمایندۀ به عنوان را آخر ستونی بردار طبیعتاً
را A ماتریس ستون های مختصات و گرفت نظر در W ∈ R٢×١٠ پایۀ ماتریس برای پایه ای بردار یک

کرد: محاسبه زیر به صورت پایه ای بردارهای این برحسب
min
H≥٠ ∥A−WH∥ . (٢ . ٨)

یک هر مقادیر بیشینۀ به توجه با که هستند اولیه داده های جدید مختصات همان H ماتریس ستون های
قید (٢ . ٨) در اگر (خوشه بندی). کرد تعیین را داده ها از یک هر با متناظر خوشۀ می توان ستون ها، این از
اتفاق این شود. ظاهر منفی مؤلفه های H در که داشت خواهد وجود احتمال این شود، حذف بودن مثبت
که است شده زده تقریب منفی، درآیه های با اما پائین تر رتبۀ ماتریس با A نامنفی ماتریس که می کند بیان
اسناد، در کلمات حضور عدم یا حضور شرایط، این در چون می رسد. به نظر غیرطبیعی واقعیت، در این
کردن تصویر برای پایه وجود هندسی، تعبیر در نیست. صحیحی تعبیر که شد خواهد بیان منفی مقادیر با
،W ماتریس ستون های برای NMF در پایه مفهوم که است این توجه قابل نکتۀ اما است، ضروری داده ها
نام با تنها W ماتریس دیگر، به عبارت دارد. فرق جبرخطی، در پایه تعریفِ با دیگر، تجزیۀ دو برخلافِ

می شود. شناخته و نامگذاری پایه، ماتریس

ماتریسی عامل دو به نسبت همزمان (٢ . ٧)NMF مسئلۀ در هزینه تابع محاسبه. روش های .٢ . ٣ . ٢
ایستا، نقطۀ به همگرایی این رو از بود. سراسری کمینۀ یافتن پی در نمی توان لذا است. نامحدب W و H
نقطۀ (W,H) اگر ،[٣] در قضیه ای اساس بر می شود. دنبال NMF الگوریتم های همۀ در که است هدفی

به صورت ١KKT شرایط آن گاه باشد، (٢ . ٧) مسئلۀ موضعی کمینۀ
H ≥ ٠, W ≥ ٠
∇Hf(W,H) = W TWH −W TA ≥ ٠,
∇W f(W,H) = WHHT −AHT ≥ ٠,
H. ∗ ∇Hf(W,H) = ٠, W. ∗ ∇W f(W,H) = ٠

پس هستند. تابع گرادیان و عوامل مؤلفه ای ضرب نشان دهندۀ به ترتیب، ∇ و .* نمادهای برقرارند.
کند. صدق KKT شرایط در اگر تنها و اگر است (٢ . ٧) مسئلۀ برای ایستا نقطۀ یک (W,H)

١Karush–Kuhn–Tucker conditions
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پیش البته گردید. آغاز [١۴] سانگ١ و لی توسط NMF دربارۀ جدیدی مطالعات ١٩٩٩ سال در
١٩٩٩ و ١٩٩٧ ،١٩٩۴ سال های در پاترو٣ از اثر چندین [١٩] ماتریسی٢ مثبت تجزیۀ مورد در این، از
می شود. گرفته نظر در استاندارد NMF و اساس به عنوان سانگ و لی اثر این، وجود با بود. شده منتشر
این در شده اند. پیشنهاد NMF استاندارد الگوریتم به بخشیدن سرعت به منظور مختلفی تناوبی روش های
و [٢] ٢٠٠٧ سال در وی همکاران و بری۵ ،[١٧ ،١۶] ٢٠٠۵ سال در لین۴ پژوهش های به می توان باره
الگوریتم های برای دسته بندی کلی ترین کرد. اشاره [٩ ،٨] ٢٠٠٨ و ٢٠٠٧ سال های در پارک۶ و کیم سپس

گرادیان٩. روش های و متناوب٨ مربعات کمترین روش ضربی٧، بهنگام قواعد از: است عبارت NMF

بهنگام قواعد می توان را (٢ . ٧) مسئلۀ برای رهیافت پرکاربردترین ضربی. بهنگام قواعد .٢ . ٣ . ٣
NMF مسئلۀ هزینۀ تابع که گفتیم .[١۵] گردید پیشنهاد ٢٠٠١ سال در سانگ و لی توسط که دانست ضربی
وجود عددی بهینه سازی در روش هایی اما کرد. پیدا را سراسری کمینۀ نقطۀ نمی توان لذا و است نامحدب
ساده ترین از [٣] گرادیان کاهش روش های شاید می روند. به کار موضعی کمینۀ کردن پیدا برای که دارند
یک قالب در که دانست گرادیان کاهش روش یک می توان را سانگ و لی الگوریتم کلی، به طور باشند. آنها

قواعد از ماتریسی عوامل مؤلفه های کردن بهنگام برای متناوب فرم
Wia ←Wia − ηia(∇W f(W,H))ia,Hbj ← Hbj − µbj(∇Hf(W,H))bj (٢ . ٩)

به عنوان µbj =
Hbj

(WTWH)bj
و ηia = Wia

(WHHT )ia
اینجا در می کند. استفاده گرادیان جهت خلاف در

طول انتخاب به گرادیان، بر مبتنی روش های همگرایی که می کنیم توجه می شوند. گرفته نظر در گام طول
ضربی بهنگام قواعد ،∥A−WH∥٢

F فروبنیوس نرم کردن کمینه برای سانگ و لی است. حساس گام

Wia ←Wia
(AHT )

(WHHT )ia
, Hbj ← Hbj

(W TA)bj
(W TWH)bj

(٢ . ١٠)
خواهند یک با برابر قواعد این ضرایب از یک هر ،A = WH وقتی که است روشن کردند. پیشنهاد را
روش نوع یک روش این لذا .∇W f(W,H) = ٠ و ∇Hf(W,H) = ٠ که معنی این به شد؛
تحت ∥A −WH∥٢

F فروبنیوس نرم که کردند ثابت سانگ و لی شرایط، این تحت است. ثابت نقطه
که هست نیز دومی قسمت شامل [١۵] در قضیه این اصلی نسخۀ البته است. ناافزایشی (٢ . ١٠) قواعد
ادعا قضیه اصلی نسخۀ دوم قسمت در سانگ و لی .[١۶ ،٧ ،٢] نیست درست لزوماً شد معلوم بعداً
و لی الگوریتم که دلیل این به نمی کند تغییر ایستا نقطۀ یک در ،(٢ . ١٠) قواعد تحت نرم، این که کردند
شود، همگرا H∗ > ٠ ایستای نقطۀ به H > ٠ از شروع با اگر لذا و است ثابت نقطه روش یک سانگ،
١Daniel Lee and Sebastian Seung ٢positive matrix factorization ٣Paatero Pentti ۴Chih-Jen Lin
۵Michael Berry ۶Hyunsoo Kim and Haesun Park ٧multiplicative update rules ٨alternating least

squares method ٩gradient methods
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است ممکن تکرارها، همۀ در ماتریسی عامل بودنِ مثبت علی رغم اما .∇Hf(W∗,H∗) = ٠ آن گاه
دقت دارای آنها در اعداد که داریم سروکار دستگاه هایی با ما زیرا کنند، میل صفر به آن مؤلفه های از برخی
صفر مؤلفه های دیگر، عبارت به می شوند. گرد صفر به کوچک، بسیار اعداد نتیجه در و هستند محدود
با اما .H∗bj = ٠ آن گاه شود، صفر Hbj مانند مؤلفه ای تکرارها، از یکی در اگر حال نمی شوند. بهنگام
وقتی زیرا کند، عمل باید چگونه بهنگام قاعدۀ نیست معلوم ،∇Hf(W∗,H∗)bj ≥ ٠ شرط به توجه
جواب بودنِ بهینه حتماً این صورت در که کند بهنگام را فعلی نقطۀ باید روش ،∇Hf(W∗,H∗) ̸= ٠
کلیۀ شود. منفی گرادیان مقدار مؤلفه ای، شدنِ صفر با است ممکن گاهی حتی شد. خواهد نقض فعلی
دارای سانگ و لی الگوریتم شده، ذکر دلایل با است. برقرار نیز دوم قاعدۀ برای بیان شده، استدلال های
مانند مثبتی کوچک عدد عددی، مشکلات آمدن به وجود از جلوگیری برای معمولا نیست. قوی همگرایی
نرمدار، هزینۀ تابع برای سانگ و لی الگوریتم می کنند. اضافه قواعد از یک هر کسر مخرج به ϵ = ٩−١٠

می شود: معرفی زیر به صورت
k = ١ وقتی Hk ≥ ٠ و W k ≥ ٠ اولیه: مقداردهی

توقف: شرط برقراری تا زیر مراحل تکرار
کسرها؛ مخرج به ϵ مقدار افزودن با (٢ . ١٠) قواعد اعمال (١)

.k = k + ١ (٢)
،NMF مسئلۀ در هزینه تابع بودنِ نامحدب به توجه با متناوب. مربعات کمترین روش .۴ . ٢ . ٣
به نظر منطقی محدب بهینه سازی ویژگی های از استفاده نتیجه در و محدب زیرمسئلۀ دو به مسئله این تبدیل
مسئلۀ یک از را دیگر ماتریسی عامل می توان ماتریسی، عوامل از یکی نگه داشتن ثابت با اینجا در می رسد.
،١(ANLS) نامنفی قید با متناوب مربعات کمترین روش در ترتیب این به آورد. به دست مربعات کمترین

به صورت نامنفی قید با مربعات کمترین مسئلۀ دو به (٢ . ٧) مسئلۀ

min
H≥٠

١
٢∥A−WH∥٢

F (٢ . ١١)

و W ثابت عامل با

min
W≥٠

١
٢∥A

T −HTW T ∥٢
F (٢ . ١٢)

می آیند. هم به دنبال تناوبی به طور همگرایی، شرط برقراریِ تا و می شود بازنویسی (HT )H ثابت عامل با
نام از ادامه در است، ماتریس یک (٢ . ١٢) و (٢ . ١١) زیرمسئله های در راست سمت عامل که آنجا از

می شود. استفاده آنها برای ماتریسی ٢NLS
١alternating non-negativity-constrained least squares ٢non-negative least squares
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این در کردند. بیان NMF برای را ١ALS پایۀ الگوریتم [٢] وی همکاران و بری ،٢٠٠٧ سال در
به وجود صورت در و می شود حل به صورتLSنامقید (٢ . ١٢) و (٢ . ١١) زیرمسئله های از یک هر الگوریتم،
ضمن عمل، این شد. خواهد درآیه ها آن جایگزین صفر مقدار ماتریسی، عامل در منفی درآیه های آمدنِ

می کند. کمک نیز آنها تنکی٢ به تولیدشده، ماتریسی عوامل بودنِ نامنفی شرط برقراری
k = ١ وقتی W k ≥ ٠ اولیه: مقداردهی
توقف: شرط برقراری تا زیر مراحل تکرار

H؛ ماتریسی عامل برای نامقید به صورت (٢ . ١١) مسئلۀ حل (١)
کردن)؛ تصویر (عمل صفر مقدار با H ماتریس منفی درآیه های تعویض (٢)

H؛ ماتریسی عامل برای نامقید به صورت (٢ . ١٢) مسئلۀ حل (٣)
کردن)؛ تصویر (عمل صفر مقدار با W ماتریس منفی درآیه های تعویض (۴)

.k = k + ١ (۵)
زیرا بود، خواهد سخت آن برای همگرایی تحلیل اما می شود، محاسبات تسریع موجبِ الگوریتم این اگرچه
ایستا نقطۀ به الگوریتم این کلی، حالت در نمی شوند. برقرار دقیقاً محدب زیرمسئلۀ دو در نامنفی قیدهای
برای راه انداز یک به عنوان الگوریتم این معمولا نمی شود. استفاده مستقیم به طور آن از و نیست همگرا
مسائل با ،H و W گرفتن نظر در ثابت با به ترتیب ماتریسی NLS هر می رود. به کار دیگر الگوریتم های

min
H:j≥٠

١
٢
∑
j

∥A:j −WH:j∥٢٢, j = ١, ٢, . . . , n (٢ . ١٣)
و

min
WT

:j ≥٠
١
٢
∑
j

∥AT
:j −HTW T

:j ∥٢٢, j = ١, ٢, . . . ,m (١۴ . ٢)

تبدیل برداری NLS مسئلۀ m و n به به ترتیب (٢ . ١٢) و (٢ . ١١) زیرمسئله های این رو از است. معادل
برداری، NLS هر حل برای می بریم. به کار X ماتریس jام ستون دادن نشان برای را X:j نماد می شود.
نرم افزار در الگوریتم این کرد. استفاده فعال٣ مجموعۀ کاربردیِ نام با [١٣] NNLS الگوریتم از می توان

است. دسترس در lsqnonneg تابع نام با متلب
هر فرض، این با است. مفروض قید همان نامنفی، قید با مقید LS یک پذیرفتنی ناحیۀ که می دانیم
متغیرها از رده دو دارای پذیرفتنی جواب هر و باشد پذیرفتنی ناحیۀ در باید برداری NLS مسئلۀ جواب
ردۀ و پذیرفتنی ناحیۀ درون در که است متغیرهایی شامل اول، ردۀ می شود. شناسایی آنها توسط که است
اندیس توسط غیرفعال، مجموعۀ دارند. قرار پذیرفتنی ناحیۀ مرز روی بر که است متغیرهایی شامل دوم،
می شوند. شناخته دوم ردۀ متغیرهای با متناظر اندیس توسط فعال مجموعۀ و اول ردۀ متغیرهای با متناظر
١alternating least squares ٢sparsity ٣active set
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پذیرفتنی جواب هر برای که است این گونه برداری NLS مسئلۀ حل در فعال مجموعۀ الگوریتم سازوکار
تابع حالتی، چنین در می شوند. جابه جا غیرفعال و فعال مجموعۀ بین تکراری به طور متغیرها آغازین،
می ماند. محفوظ جواب، بودنِ پذیرفتنی حالی که در می کند پیدا کاهش یکنواخت و پیوسته به طور هزینه
که است روشن می شود. پیشنهاد [٢٠] مرجع مطالعۀ الگوریتم، این بیشتر جزئیات دریافت و درک برای
سریع، خیلی محاسبات انجام با حتی برداری، NLSهای همۀ برای فعال مجموعۀ الگوریتم از استفاده
و (٢ . ١٣) زیرمسائل حل برای که جایگزینی ارائۀ به منظور می شود. قبول قابل غیر و کُند اجرایی به منجر
ترکیبیاتی فعال مجموعۀ روش از استفاده در [٨] پارک و کیم اقدامات به می توان باشد، مناسب (١۴ . ٢)

کرد. اشاره گرادیان٢ تصویر روش از استفاده در [١٧] لین اقدامات نیز و ١(FC-NNLS)
این حقیقت، در گردید. پیشنهاد ماتریسی NLS حل برای کینن٣ و بنتم توسط FC-NNLS الگوریتم
به می توان را ماتریسی NLS هر که کردیم اشاره است. فعال مجموعۀ الگوریتم از مستقیم استفادۀ الگوریتم
زیرمسائل ضرایب ماتریس ستون های تعداد به برداری NLSهای تعداد کرد. تبدیل برداری NLS چندین
یک فقط برداری، NLS هر برای فعال مجموعۀ تکراریِ الگوریتم اجرای به جای می توان لذا دارد. بستگی
از ستون هایی ترکیبیاتی، استراتژی این در برد. به کار ماتریسی NLS یک برای را الگوریتم این از تکرار
به ازای مسئله و می شوند گرفته نظر در هم با یکسان اند غیرفعال مجموعه های دارای که ضرایب ماتریس
FC-NNLS الگوریتم ساختار دقیق مطالعۀ برای می شود. حل غیرفعال، مجموعۀ با متناظر متغیرهای
کیم توسط پیشنهادی رهیافت سرعت اگرچه کنید. رجوع [١] به ،fcnnls نام به آن متلب شبه کد با همراه

است. شده ارائه [١١ ،١٠] مراجع در آن از سریع تر نسخه هایی است، مطلوب پارک و
W ≥ ٠ اولیه: مقداردهی

توقف: شرط برقراری تا زیر مراحل تکرار
fcnnls؛ از استفاده با (٢ . ١١) مسئلۀ حل (١)
.fcnnls از استفاده با (٢ . ١٢) مسئلۀ حل (٢)

ضربی، بهنگام قواعد همانند ،NMF در ماتریسی عوامل تعیین برای . گرادیان روش های .۵ . ٢ . ٣
کرد: استفاده زیر به صورت گرادیان روش بر مبتنی بهنگام قواعد از می توان

H = H − αH∇Hf(W,H), W = W − αW∇W f(W,H). (١۵ . ٢)
انتخاب گرادیان جهت خلاف در و بوده الگوریتم به وابسته گام، طول به عنوان αH و αW پارامترهای
می شود. گرفته نظر در ثابت دیگر، عامل ماتریسی، عوامل از یک هر تعیین برای (١۵ . ٢) در می شوند.
استفاده آنها برای یک مقدار از ابتدا در می توان است. گام ها طول انتخاب چگونگی توجه، قابل نکتۀ اما
١fast combinatorial non-negative least squares ٢projected gradient ٣Mark H.Van Benthem and

Michael R.Keenan
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وجود عوامل نشدنِ منفی در تضمینی این، وجود با نمود. نصف را مقدار این بعدی تکرارهای در و کرد
صفر با را منفی مقدار هر که معنی این به دهیم، انجام را کردن تصویر عمل بخواهیم اگر طرفی، از ندارد.
NMF/MUR الگوریتم می توان که کردیم اشاره قبلا شد. خواهد سخت تر همگرایی تحلیل کنیم، جایگزین
انتخاب با حتی همگرایی که شد مشاهده (٢ . ٩ (روابط آنجا در گرفت. نظر در گرادیان کاهش روش یک را
روش بر مبتنی رهیافت های که گرفت نتیجه می توان کلی حالت در لذا است. آرام گام ها، طول دقیق تر
سه به می توان گرادیان روش های با را NMF ماتریسی عوامل محاسبۀ ندارند. مطلوبی همگرایی گرادیان،
برای نامنفی، فضایی در جدید ماتریسی عامل کردن تصویر و گام طول انتخاب گرادیان، محاسبۀ مرحله:
جدید ماتریسی عوامل کردن تصویر عمل و گام طول انتخاب مراحل می توان گاهی کرد. تقسیم تکرار هر
هر در ترتیب این به شود. حاصل هزینه تابع مقدار در کافی کاهش تا گرفت نظر در هم با و تکرار یک در را
خواهند برخوردار بهنگام قاعدۀ هر به ازای داخلی حلقۀ یک از گرادیان روش بر مبتنی الگوریتم های تکرار،
در (٢ . ١٢) و (٢ . ١١) زیرمسئله های قیود برای را بزرگی بسیار بالای کران های فرضی، به طور می توان شد.
زیرمسئله ها، این حل برای لین که بود خواهد کراندار مقید مسئلۀ یک آنها از یک هر آن وقت گرفت. نظر
در گام طول انتخاب برای مختلفی راه های کرد. استفاده [٣] گرادیان تصویر روش بر مبتنی رهیافتی از
لین راستا، این در است. مؤثر و ساده الگوریتمی [٣] آرمیژو روش آنها، میان در که دارد وجود روش این
برای را بیشتری انعطاف دیگر، سوی از و هدف تابع بودنِ دو درجه به توجه با را هزینه کاهش سو یک از
می شود گرفته نظر در اولیه حدس به عنوان گامی طول اساس، این بر داد. قرار توجه مورد گام طول تعیین
گام های طول که می دهد را امکان این لین رهیافت می یابد. کاهش یا افزایش الگوریتم جریان در سپس و
به همراه رهیافت این از لین استفادۀ مورد در بیشتر جزئیات شوند. امتحان جستجو، در نیز یک از بزرگتر

است. موجود [١٧] در ،alspgrad نام با آن متلب شبه کد
H ≥ ٠ و W ≥ ٠ اولیه: مقداردهی

: [١٧] توقف شرط برقراری تا زیر مراحل تکرار
alpsgrad؛ از استفاده با (٢ . ١١) مسئلۀ حل (١)
.alpsgrad از استفاده با (٢ . ١٢) مسئلۀ حل (٢)

در توقف، شرط و اولیه مقداردهی مبحث دو NMF برای توقف. شرط و اولیه مقداردهی .۶ . ٢ . ٣
NMF الگوریتم های اغلبِ که مشکلی دارند. به سزایی نقش همگرایی و بهین ماتریسی عوامل به دستیابی
(مانند ضعیف اولیۀ مقداردهی است. سراسری کمینۀ نقطۀ به همگرایی تضمین عدم هستند، روبه رو آن با
مقدار یک اگر می دهد. نتیجه را غلطی و بی ربط جواب های گاهی و آرام همگرایی اغلب تصادفی) روش
تکرارها تعداد از کافی اندازۀ به حتماً کند، ضمانت را ایستا نقطۀ به همگرایی کافی قدر به نتواند خوب اولیه
لذا و است اولیه ماتریس های انتخاب تأثیر تحت NMF الگوریتم های از بسیاری کارایی کاست. خواهد
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مقداردهی باشند. دست در ماتریسی عوامل به اولیه مقداردهی برای کارا و سازگار روش های که است مهم
در هستند. الگوریتم ها گونه این از [۴] SVD روش بر مبتنی مقداردهی و [۵] NMF روش بر مبتنی اولیه
(W,H) اولیه ماتریس زوج c ابتدا آن، در که می شود استفاده NMF بر مبتنی مقداردهی از مقاله، این
معمولا می شوند. تولید NMF/ALS مانند سریع و ساده الگوریتم یک از خروجی یا و تصادفی به صورت

آن، در که (W imin ,H imin) مانند عواملی سپس است. کافی ماتریس زوج ٢٠ تا ١٠
imin = argmin١≤i≤c ∥A−W iH i∥٢

F

به دست عوامل این به ازای NMF مسئلۀ هزینۀ تابع برای مقدار کمترین که معنی به این می شوند. انتخاب
از تکراری، الگوریتم هر برای کرد. استفاده اولیه ماتریسی عوامل به عنوان می توان آنها از نتیجه در می آید.
در که توقفی معیارهای بر علاوه باشد. داشته وجود خاتمه ای شرط باید NMF تکراری الگوریتم های جمله
تصویر روش بر مبتنی رهیافت برای لین توسط دیگری قوی تر معیارهای آمده اند، NMF برای [۵] مرجع
توقفی شرط البته شدند. معرفی فعال مجموعۀ روش بر مبتنی رهیافت برای پارک و کیم توسط و گرادیان
کیم پیشنهادیِ توقف شرط که حالی در است؛ مربوطه رهیافت همان با متناسب کرد، معرفی [١٧] لین که
معیار از مقاله این در نیز ما است. برخوردار لازم عمومیت از NMF محاسبه روش های همۀ برای پارک، و

فشردۀ به صورت می توان را KKT شرایط می کنیم. استفاده پارک و کیم توقف
min(W,∇W f(W,H)) = ٠, min(H,∇Hf(W,H)) = ٠ (١۶ . ٢)

عبارت می شود. اطلاق KKT ماندۀ تساوی، علامت چپ سمت عبارت های به کرد. بیان
∆ =

∆٠
σW + σH

(٢ . ١٧)

حاضر، حال در که هستند H و W مؤلفه های تعداد σH و σW آن، در که است نرمال شده KKT ماندۀ
و است نشده صفر آنها به ازای KKT ماندۀ مقدار

∆٠ =

m∑
i=١

r∑
a=١
|min(Wia, (∇W f(W,H))ia)|

+

r∑
b=١

n∑
j=١
|min(Hbj , (∇Hf(W,H))bj)|. (٢ . ١٨)

کیم که KKT همگرایی معیار باشد، معین تلورانس یک ϵ و تکرار یک از بعد ∆ مقدار ∆١ اگر بنابراین
است: زیر به صورت کردند، ارائه پارک و

∆ ≤ ϵ∆١. (٢ . ١٩)
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عددی نتایج و کاربردها .٣
شدند آغاز ماتریسی مثبت تجزیۀ نام با پاترو اقدامات با میلادی ٩٠ دهۀ همان از NMF کاربردهای
این از گسترده ای طیف حاضر، حال در گرفتند. قرار ویژه ای توجه مورد سانگ و لی اقدامات با سپس و
داشتن بر علاوه که است بعد کاهش روش یک NMF هستند. بحث مورد گوناگون مقاله های در کاربردها
داده ها رده بندی یا خوشه بندی کرد. استفاده نیز رده بند یا خوشه بند یک به عنوان آن از می توان توانایی، این
ماتریس روی بر NMF اعمال از پس دیگر، به عبارت بود. خواهد شدنی آنها جدید مختصات روی از
این در می شود. ساده تر جدید مختصات در رده بندی یا خوشه بندی عمل انجام آن، بعد کاهش و داده ها
تعیین کاربر توسط که دارد معینی مقدار r پارامتر زیر، کاربردهای در می پردازیم. کاربرد دو این به مقاله،

باشد. رده ها یا و خوشه ها تعداد کاربردها، نوع به توجه با می تواند مقدار این می شود.
(خوشه) گروه چندین در داده ها نظارت بدون گروه بندی همان خوشه بندی مسئلۀ خوشه بندی. .٣ . ١
k-means نباشد، مطرح نامنفی داده های خصوصاً داده ها تفسیر بحث اگر است. مشابه ویژگی هایی با
است. NMF در r پارامتر با معادل k-means در k پارامتر .[١٢] است خوشه بندی روش معمول ترین
متناظر دادۀ و شده شناسایی H ماتریس jام ستون در درآیه تعداد حداکثر ،NMF با خوشه بندی عمل در
k- روش با داده ها خوشه بندیِ برای می یابد. تخصیص عنصر، این محل با متناظر خوشۀ به ستون این با
اقلیدسی فاصلۀ کمترین دارای نمونه ها، این که به طوری می شوند تعیین اولیه افراز به عنوان نمونه k ،means
متناظر ماتریسی عامل اولیۀ مقداردهی برای افراز همین از نیز NMF روش در باشند. کل میانگین از
در δ تلورانس از کمتر داده ها بین بهین وابستگی ،k-means روش توقف شرط برای اما می گردد. استفاده

می شود. استفاده KKT توقف شرط از NMF روش برای و [١٢] گرفته نظر
با متنی داده های خوشه بندی متن کاوی١، بحث مورد مسائل از یکی اسناد. خوشه بندی .٣ . ١ . ١
آن، توضیحاتِ و ٢ مثال در متن-سند ماتریس فراخوانی با می باشد. موضوع) (مانند پنهان ویژگی های
فرض، این با داریم. آگاهی اسناد در موضوع دو وجودِ به زیرا ،k = r = ٢ خوشه ها تعداد که است روشن
(با k-means روش دو هر توسط football موضوع و google موضوع برای شناسایی شده اسناد تعداد
تشخیص در روش دو هر لذا آمد. به دست ١ و ٣ با برابر به ترتیب (ϵ = ٣−١٠ (با NMF و (δ = ١٠−١٠

بوده اند. ضعف دچار سند یک تنها موضوع
(ALL) لنفوم حاد سرطان از متشکل ٢ALLAMLژنی داده های ریزآرایه. در ژنی تحلیل .٣ . ١ . ٢
سلول نمونه ١١ با (AML) لنفوم حاد سرطان و T نوع از سلول نمونه ٨ و B نوع از سلول نمونه ١٩ با
خوشه بندی نتایج A ∈ R۵٣٨×٠٠٠ ریزآرایه دادۀ ماتریس برای هستند. ژن ۵٠٠٠ شامل داده ها این است.
شده ارائه ١ جدول در k = r = ٣ و ϵ = ١٠−۶ با NMF و δ = ١٠−١٠ با k-means روش دو
١text mining ٢http://www.broadinstitute.org/cgi-bin/cancer/datasets.cgi
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که است روشن می دهد. نمایش روش دو این توسط خوشه ٣ در را نمونه ها خوشه بندی نحوۀ ٢ شکل است.
مشاهده است. داشته k-means روش به نسبت بهتری عملکرد ژنی، داده های خوشه بندی در NMF روش

است. ناتوان ٢٩ و ١٠ نمونه های به مربوط خوشۀ تشخیص در تنها روش این که می شود

NMF و k-means توسط ژنی داده های خوشه بندی نتایج .١ جدول

AML نمونه ١١ ALL-T نمونه ٨ ALL-B نمونه ١٩
١٠ ٨ ۶ k-means روش
١٠ ٨ ١٨ NMF روش

0 10 20 30 40

AML

ALL−B

ALL−T

Sample

C
lu

st
er

 

 
k−means NMF

NMF و k-means توسط خوشه سه به ژنی داده های تفکیک نحوۀ .٢ شکل

چندین از یکی به مفروض دادۀ تخصیص از است عبارت داده ها رده بندی مسئلۀ رده بندی. .٣ . ٢
نظارت بدون و نظارت با یادگیری شیوۀ دو هر برحسب می توان را رده بندی شده. تعیین پیش از ردۀ
روند از مهمی بخش می شود. استفاده نظارت با یادگیری به صورت NMF از مقاله، این در که کرد توصیف
چهره شناسایی استاندارد مسئلۀ دو به می توان آن از که است تصویر حوزۀ در رده بندی مسئلۀ الگو، شناسایی

کرد. اشاره دست نویس ارقام شناسایی و
تصویری داده های همۀ ،[٢۵] NMF توسط چهره تصاویر شناسایی در چهره. شناسایی .٣ . ٢ . ١
شده تصویر (W ماتریس (ستون های پایه ای بردارهای توسط تولیدشده فضای روی آزمایشی و آموزشی
رده بندی به منظورِ مقایسه عمل سپس می شوند. تولید (H ماتریس (ستون های جدید ویژگی بردارهای و
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که دارد وجود مقایسه این برای مختلفی معیارهای می گیرد. انجام ویژگی بردارهای این توسط چهره ها
۴٠٠ شامل ١(ORL) داده پایگاه می شود. استفاده اقلیدسی فاصلۀ یعنی آن شکل ساده ترین از معمولا

ORL داده پایگاه از رده سه .٣ شکل

با ١١٢× ٩٢ اندازه در تصویر) ١٠ شامل یک هر و رده ۴٠) متفاوت فرد ۴٠ چهرۀ از سفید و سیاه تصویر
رده، هر از و انتخاب پایگاه این از رده ٢٠ مقاله، این در است. مفروض مختلف چهرۀ حالات و نورپردازی
ترتیب، به این است. شده گرفته نظر در ١۶× ١۶ به اندازه تبدیل با آزمایشی تصویر ۶ و آموزشی تصویر ۴
آموزشی تصویر ٨٠ از A دادۀ ماتریس می گردد. تشکیل A ∈ R٢۵۶×٨٠ دادۀ ماتریس ،١ مثال اساس بر
دادۀ ماتریس همچنین می شوند. تعیین A ≈W١H١ به صورت آن ماتریسی عوامل که است شده تشکیل
همه که شد اشاره می شود. تصویر A′ ≈ W١H٢ به صورت W١ بر آزمایشی چهرۀ ١٢٠ از متشکل A′

پایه ای بردارهای توسط تولیدشده فضای روی باید جدید، ویژگی بردارهای تولید برای تصویری داده های
برای W١ توسط تولیدشده فضای در جدید ویژگی بردارهای شامل به ترتیب H٢ و H١ لذا شوند. تصویر
است، فرد هر از تصویر ۴ شامل آموزشی داده های که آنجا از است. آزمایشی و آموزشی چهره های بازسازی
تکرار آموزشی ردۀ ٢٠ هر برای عمل این و شده محاسبه (hmi) جدید ویژگی بردار ۴ میانگین متناظراً

می گردد: تعیین زیر به صورت jام نامعلوم چهرۀ به مربوط ردۀ سرانجام می شود.
min
mi

∥(H٢):j − hmi∥, i = ١, . . . , ٢٠, j = ١, . . . , ١٢٠. (٣ . ١)
شده ارائه r = ٢٠ رتبۀ با NMF روش به ORL آزمایشی چهره های درست تشخیص تعداد ٢ جدول در
با است. درصد ٨۴٫١۶ چهره ها رده بندی در NMF روش موفقیت میزان نتایج، این به توجه با است.
علاوه NMF روش ترتیب، این به است. شده برآورد درصد ٩۴٫١۶ نتیجه این ،PCA روش از استفاده
این حتی باشد. نیز PCA روش با رقابت قابل می تواند اجزاء، بر مبتنی نمایش و تفسیر مشکل رفع بر

.[٢۵] داد بهبود (٣ . ١) در بهتری مقایسه ای معیارهای با NMF برای می توان را نتیجه
ماتریس به توجه با [١٢] دست نویس ارقام تصاویر رده بندی دست نویس. ارقام شناسایی .٣ . ٢ . ٢
اعمال داده ها همۀ روی بر NMF روش که قبل مسئلۀ برخلافِ می پذیرد. انجام رده هر (شاخص) پایۀ
١http://www.cl.cam.ac.uk/research/dtg/attarchive/facedatabase.html
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NMF روش با چهره ها رده بندی نتایج .٢ جدول

١٠ ٩ ٨ ٧ ۶ ۵ ۴ ٣ ٢ ١ چهره ردۀ با متناظر شماره
۵ ۶ ۶ ۶ ۶ ۵ ۵ ۶ ۶ ۵ درست تشخیص تعداد
٢٠ ١٩ ١٨ ١٧ ١۶ ١۵ ١۴ ١٣ ١٢ ١١ چهره ردۀ با متناظر شماره
۶ ۵ ۴ ٢ ۴ ٢ ۶ ۴ ۶ ۶ درست تشخیص تعداد

ارقام بزرگ مجموعۀ اولین هدی، ارقام مجموعۀ می رود. به کار جداگانه رده هر داده های برای اینجا در شد،
ارقام تعداد که است ٠-٩ سفید و سیاه ارقام با رده ١٠ از متشکل مجموعه این است. فارسی دست نویس

است. نمونه ٢٠٠٠ و ۶٠٠٠ به ترتیب، آن از رده هر برای موجود آزمایشی و آموزشی

هدی دست نویس ارقام نمونه .۴ شکل

نمونه ٢٠٠ با آزمایشی ارقام مجموعۀ و نمونه ١٠٠٠ با آموزشی ارقام مجموعۀ عددی، بررسی برای
ارقام ردۀ با متناظر Ai ماتریس شده اند. انتخاب ١۶ × ١۶ به اندازه تبدیل با و رده) هر از نمونه ٢٠)
d ∈ R٢۵۶ نامعلوم آزمایشی رقم شناسایی برای ρi = minx ∥Aix − d∥٢٢ مسئلۀ و تشکیل هم نوع
برای NMF روش از می توان اما یافت. خواهد تخصیص iام ردۀ به d رقم ترتیب، این به می شود. حل
شود: حل زیر کوچکتر مسئلۀ است کافی d آزمایشی رقم رده بندی برای لذا کرد. استفاده Ai ماتریس تجزیۀ

ρi = min
y
∥Wiy − d∥٢٢, y = Hix, i = ١, . . . , ١٠. (٣ . ٢)

شده ارائه ٣ جدول در r = ١٠ ماتریسی رتبۀ با NMF روش از استفاده با ارقام رده بندی از حاصل نتایج
روش از استفاده با درست تشخیص میزان اما است. درصد ٩٣ روش این موفقیت میزان آن، اساس بر که
توسط ارقام شناسایی نتیجه، این به توجه با است. درصد ٩٣٫۵ با برابر ،[١٨] ارقام رده بندی در SVD

است. SVD روش با مقایسه ای قابل عملکرد دقت دارای صحیح، تفسیر بر علاوه NMF روش
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NMF روش با ارقام رده بندی نتایج .٣ جدول

٩ ٨ ٧ ۶ ۵ ۴ ٣ ٢ ١ ٠ ارقام ردۀ
١۵ ٢٠ ١٩ ١٧ ١٩ ١٨ ٢٠ ١٩ ٢٠ ١٩ درست تشخیص تعداد

نتیجه گیری و بحث
دارد. اهمیت آنها تفسیر و درک برای نامنفی، داده های نمایش برای مناسب کاهشی مدل یک ارائۀ
نامنفی قیدهای با همراه را پایه ای و وزن بردارهای ،PCA و SVD چون روش هایی برخلافِ NMF

پایه ای بردارهای بودنِ متعامد به دلیل روش ها سایر برای رویداد این ماتریسی، تقریب در می آورد. به دست
می تواند نامنفی قیدهای به توجه با NMF روش نمی افتد. اتفاق منفی درآیه های حضور احتمال نتیجه در و
تغییرات به نامبرده، روش های سایر به نسبت روش این لذا بخشد. معنا به خوبی را اجزاء بر مبتنی نمایشی
اما می کنند، تسهیل را بالا بعد با داده های تفسیر رایانه ای، دستگاه های هرچند است. حساس داده ها جزئی
موجب داده ها مجموعۀ ویژگی(های) که معنی این به ندارند. را انسان شهود و انعطاف پذیری وجه، هیچ به
دقت از بیشتر NMF روش دقت که شد مشاهده مثلا باشد. متفاوت آنها برای روش ها عملکرد که می شوند
مانند معیاری به کارگیریِ رخداد، این دلایل بارزترین جمله از نیست. مذکور کاربردهای در دیگر روش های
به نسبت معیارها برتری در را خاصی ملاک هیچ نمی توان هرچند است. کاربردها این در اقلیدسی فاصلۀ
که گرفت نظر در اقلیدسی فاصلۀ به نسبت را مناسب تری جایگزین معیارهای می توان اما کرد، بیان یکدیگر
تضمین عدم ،NMF مشکل بارزترین می شود. پیشنهاد [٢۵] مرجع مطالعۀ جایگزین ها، این مطالعۀ برای
نقطۀ چندین می رود انتظار نیست، محدب NMF مسئلۀ چون است. سراسری کمینۀ نقطۀ به همگرایی
الگوریتم ها در W ستون های کردن نرمال جواب، یکتایی عدم به دلیل لذا و باشد موجود موضعی کمینۀ
نقطۀ به همگرایی تا است لازم تکرار چند و چندین NMF تکراری الگوریتم های در می رسد. به نظر مطلوب
کند. صرف را بیشتری زمان PCA با مقایسه در NMF تا می شود موجب امر این که افتد اتفاق بهین
کمتری ذخیره سازی فضای نیازمند روش این که دارد وجود امیدواری این ،r ≪ min{m,n} چون اما

باشد.
حالت در اما است. تعیین قابل ویژه مقادیر بزرگی اساس بر PCA در r مقدار انتخاب چگونگی
در مقدار این غالباً نیست. دسترس در NMF برای آن بهین مقدار تعیین برای مشخصی معیار هیچ کلی،
مشخص قبل از رده، تعداد یا و خوشه تعداد به عنوان قبل بخش در شده بیان کاربردهای نظیر کاربردهایی
در است. مطالعه حال در باز مسئلۀ یک به صورت مقدار این بهین انتخاب نحوۀ کلی، حالت در اما است.

است. شده پرداخته زمینه این در بررسی مورد رهیافت های از یکی به [٢۵] مرجع
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