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ریاضی اندیشۀ و فرهنگ
۵ تا ١ صص. (١٣٩۴ (بهار ۵۶ شماره

سرمقاله
ممتحن احسان

معتمدی منصور دکتر سوگ در

یافتیم روشن جان معلم از یافتیم تن قالب گر پدر از

«دری آنسوی به در. آنسوی به بود. خصلتش که چنان بی هیاهو. و آرام اما یکباره به رفت. .١
که وقتی بود. صبح نیم و نه ساعت ١٣٩۴ ٢١خرداد پنج شنبه روز رفت، که وقتی ندارد». کوبه که

شدند. چنین هم دیگری زندگی های که مطمئنم و داد دست از را بزرگی چیز زندگیم رفت،
اهواز. چمران شهید دانشگاه در دیدم. را نازنیم استاد بار اولین برای که بود ١٣٧۴ ماه مهر .٢
به سکوت در و حرکت، بی می نشست، آرام صندلیش روی داشت. همکاران از یکی با مشترکی اتاق
و گرد صورتی داشت، دلپذیر چهره ای مراقبه. هنگام به می مانست ذن استادان به می رفت. فرو فکر
اتاقش وارد بود. شده سپید وقت از زودتر کمی گمانم به بود، فام نقره سرش موی تراش، خوش بینی
اگر می داد. نشان مختلف واکنش های مختلف سؤال های به بود. پذیرایت گشاده روی با می شدی که
 تجربه با را موضوع می کرد سعی می شد. گو و گفت وارد بود مفهومی یا فلسفی کنجکاوی نوعی سؤال
باشد. داشته اصالت از وافی بهره ای همواره گوهایش و گفت که می شد باعث این دهد. پیوند خودش
به لب متانت با آنگاه و رسد پایان به سخنت تا می کرد اختیار سکوت می کردی قطع را کلامش اگر
چیزی است. آگاهی و اطلاعات تبادل صرفا او با گو و گفت که نمی کردی احساس می گشود. سخن
چون نه می پذیرفت مرا مهم تر، همه از می زد. موج آنها  همه در آگاهی خود جنس از جوهری انسانی،
انسانی انسانی یا را دوستی دوستی چنان که بل را، کهتری که مهتری چون نه را، شاگردی که استادی
دانشجو از را دراز راهی درکنارش که سال ها این تمام در خویش. هموزن و همسنگ درست را دیگر
ایران) ریاضی (انجمن ١٣٩٣ ©

١



٢ ٢سرمقاله ٢سرمقاله سرمقاله

کاسته من به دقتش و توجه از یا باشد نداشته را حوصله ام که نشد هم یکبار حتی کردم طی همکار تا
می آیم. شگفت به بود او در که والایی شکیبایی این از می نگارم را سطور این که اکنون حتّی شود.
بخواهد چنان که می شد جا بجا کمی صندلیش روی بود جالب کافی اندازه به و ریاضی سؤال، اگر
الهام می داد که جوابی هر آن از بعد و سکوت کمی کند. محکم عمیق تر تفکر برای را پایش جای
مسئله خود که آن یا دهد شرح را موضوع تاریخچۀ یا کند معرفی منبعی که این از اعم بود. بخش
مجموعه ها نظریۀ به مقدماتی، هندسه به اعداد، نظریۀ به گسترده. غایت به علایقش؟ کند. حل را
 درباره که بوده دبیرستان آموز دانش هنوز می کرد تعریف برایم خودش می ورزید. عشق فیزیک به و
بسوی رو همواره مطالعاتش تمامی در ولی زمان. آن در منابع کمبود علیرغم هم آن بود خوانده نسبیت
مثال، عنوان به می جوشید. او در مطلب یک ژرفای فهم به عشق نوعی داشت. مبانی و بنیادها
مقاله ای می دهد»٢. نتیجه را تسورن «کرول کرد: تعیین هوجز١ ویلفرد از مقاله ای مرا سمینار موضوع
دارد» ماکسیمال ایدآل یکتا تجزیه حوزه «هر  گزاره که می کرد ثابت آن در انگلیسی منطقدان این که
جبرهای و مدول و حلقه نظریه ناپذیر، تعویض جبر اما خودش تخصص است. معادل تسورن لم با
و اصفهان دانشگاه های از ترتیب به را ارشدش کارشناسی و کارشناسی مدارک بود. شرکت پذیر
به مشغول اهواز شاپور جندی دانشگاه در مربی عنوان به ١٣۵٢ سال در سپس و کرده اخذ شیراز
دورۀ گولدی٣ آلفرد راهنمایی با لیدز جبر مکتب در و می رود لیدز دانشگاه به بعد کمی می شود. کار
لیدز جبر استادان همۀ گولدی. رهبری به لیدز جبر مکتب اوج زمان در هم آن می کند. آغاز را دکتری
می آورد یاد به داشت. جذابی خاطرات آنها همۀ از و لناگان۶ ، ،مک کانل۵ رابسن۴ می شناخت؛ را
بود خواسته او از و بود کرده دعوتش درس کلاس به گلدی و بود آمده لیدز به اسمال٧ دبلیو لنس زمانی
پدیده های از بسیاری می دهد نشان که مبتکرانه -مثالی مثلثی٨ صوری ماتریس های دهد توضیح تا
بسیاری مانند درست ،۵٧ انقلاب است. کرده کشف چطور را راست اند- و چپ تقارن فاقد جبری
به می کند، رها کاره نیمه را دکتری دوره بود. کرده دگرگون هم را او هوای و حال نسلانش، هم از
می شود. خدمت به مشغول اهواز) چمران (شهید شاپور جندی دانشگاه در نو از و می گردد باز ایران
دیگر جمعی و می شود ملحق اهواز ریاضی گروه به اکستر٩ از بعد یکسال که کرمزاده دکتر همکاری با
را استثنایی ریاضی گروه کشیده اند خاک نقاب در روی یا رفته اند خارج به آنها از بعضی اکنون که
انگار می شدی که واردش بود. به فرد منحصر انصافاً آن بر حاکم عاطفی جو که گروهی گذاشتند. پایه
اعضای که نمی شد باورت مهربان. اندازه همان به دلسوز، اندازه همان به گذاشتی. پا خودت  خانه به
١Wilfrid Hodges ٢Krull implies Zorn ٣Alfred Goldie ۴James Robson ۵John McConnell
۶T. H. Lenagan ٧Lance W. Smal ٨Formal Triangular Matrices ٩University of Exeter
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سال ها آن شوم مرغوای با و کرده تجربه خود خون و گوشت با را جنگ وحشت و مصیبت گروه این
بودند. کرده ایراد را شان سخنرانی های و نوشته را خود مقاله های خون و آتش زیر این ها زیسته اند.
آزار نمی تواند حال هر به جنگ رسد. پایه بدین آدمی تا است لازم دریادلی ارسطو تعبیر به چقدر
خون این و هجران این شرح بگذریم، بود. جنگ شوم میراث استاد بیمار قلب گمانم به نرساند.
ریاضی دکتری دانشجویان نخستین آذرپناه دکتر همراه به بعدها دگر. وقت تا بگذار زمان این جگر
چه و درآوردند تحریر رشتۀ به را نامه شان پایان کرمزاده دکتر راهنمایی با که شدند چمران دانشگاه

پرافتخاری. دانشجویان
داشت. نیز رنگی پر روشنفکری صبغۀ ریاضیات، و جبر در تحسینش قابل دانش بر علاوه .١ .٢
هم را خودمان ادبیات داشت. دوست را روسیه ادبیات ویژه به جدّی رمان های و فلسفه ادبیات،
خرمشاهی بهاءالدین میان که بحثی همیشه و بود خوانده را گلشیری هوشنگ کارهای می کرد. دنبال
گلشیری زبانی دانش که دهد نشان تا می زد مثال را بود گرفته در کریم قرآن  ترجمه سر بر گلشیری و
نثر و خسروی ابوتراب اثر کاتبان» «اسفار درباره وقتی هم بار یک است. داشته وسیعی حیطۀ چه
در دستی برسانم. آخر به را کتاب این نتوانستم هرگز کشیدم. خجالت خودم از گفت سخن آن زیبای
به بخشی رضایت حد تا و بود خوانده فرانسه انگلیسی بر علاوه . بود دیده کلاس و داشت هم نقاشی
هشترودی به جدیدترها از و خیام به ایران کلاسیک دانشمندان از داشت. دسترسی فرانسوی متون
که کرد تصحیح را- مسلسل» -«کسرهای او از اثری بعدها و بود هشترودی شاگرد داشت. علاقه
کند تعریف هشترودی از خواست وقتی بار یک است. شده منتشر اصفهان ریاضیات خانۀ همت به
بود ریاضی اندیشه و فرهنگ مجله تحریریۀ هیأت عضو ٩٢ سال تا ٨۶ سال از بود». «خیام گفت
بالا در که او ویژۀ خصوصیات شوم. همکار او با که شد من نصیب افتخار این آن آخر سال سه در و
به بازهم دوره اش اتمام از پس حتی می ساخت. بی نظیر داوری و ویراستار او از کردم اشاره آن ها به
اندیشه» و «فرهنگ مترجم، و مؤلف مقام در چه و داور عنوان به چه و داد ادامه مجله با همکاری

نگذاشت. تنها را
گزید مسکن شهر شاهین در نخست زادگاهش. به بازگشت. اصفهان به شد که نشسته باز .٣
خیر «خداش داشت. زیادی همکاری اصفهان ریاضیات خانۀ با کرد. مکان نقل اصفهان به سپس و
ریاضیات خانۀ فعال ترین اصفهان ریاضیات خانۀ می گفت همیشه کرد». عمارت این که آن دهاد
به نیز هفته در روز یک معمولا می گذراند. آنجا را روزش یک کم دست است. ایران سراسر در
و ارشد کارشناسی پایان نامه های مشاور یا داور عنوان به یا می رفت. اصفهان صنعتی دانشگاه



۴ ۴سرمقاله ۴سرمقاله سرمقاله

کافی اندازۀ به این ها هستند. سابقش دانشجویان از صنعتی دانشگاه جبردان های از بعضی دکتری.
آموختن برای که وه می کرد. پیدا وقت بازهم گسترده اش مطالعات برای حال این با می کرد. مشغولش
یافته را علاقه اش مورد  رشته تازه که کنجکاو و علاقمند دانشجویی انگار داشت. سر در شوری چه
منشا که انگیزه ای با می کرد. کار و می خواند بیشتر بازنشستگی از پس که می گویم جرأت به است.
در جایی بعدتر ما که حیرت انگیزی کنجکاوی همان بود. کودکی دوران  معصومانه کنجکاوی همان آن
انسانی عمیق تجربه های  همه سرچشمۀ این را، حیرت که همانجا می دهیم. دستش از تحصیل طول
میان از ماند. کنجکاو زندگی روز آخرین تا عزیزم استاد اما بود چه هر می زنیم. تاخت کسالت با را
که کس هر را، کسی ندیدم هرگز می گذاشت. احترام سخت بدان و بود برگزیده را دومی زندگی و مرگ
غمگین اگر بیازارد. را کسی ندیدم هرگز کند. بلند را صدایش که ندیدم هرگز کند. خطاب «تو» بود

نبود». یا بود خدا شاهکار اگر خود می کرد رعایت را «انسان می ریخت. خودش در بود
که می گوید سخن جهتی دو از ریاضیات»  فلسفه بر «مقدمه ای کتابش در راسل برتراند .۴
می کند شروع طبیعی اعداد از دارد: شدن پیچیده تر سوی به رو یکی می رود. پیش به آن در ریاضیات
و تفریق به و می کند شروع ضرب و جمع از مختلط. اعداد و حقیقی اعداد ، گویا اعداد بعد و
داشته منطقی سادگی که بنیادهایی یافتن سوی رو دارد. بنیادها سوی به رو دیگری و می رسد تقسیم
نظر این از دارد. سروکار که است دوم مسیر این با ریاضی فلسفۀ که می گوید راسل بعد و باشند.
هم جبر در فنّی اش پژوهش های حتی بود. ریاضی فیلسوف یک استادم کلمه، وسیع معنای در و
کند. ایجاد وحدت مطالعه اش مورد موضوع در داشت دوست داشت. بنیادها سوی به رو همواره
نشان کرمزاده دکتر اتفاق به کارش در مدول ها. در زنجیری شرط های از است تعمیمی دکترایش تز
از بیشتر طول با مدول ها زیر از زنجیری مدول، که می شود یافت اصلی عددی همواره که بود داده
برای حقیقت در می شود. تولید اصلی عدد آن از کمتر با مدولی، زیر هر معادل، طور به یا ندارد آن
بگوییم دقیق تر یا است نوتری اصلی عدد آن به نسبت مدول، که دارد وجود اصلی عددی مدولی، هر
علایق از نوتری اند. -ω حقیقت در نوتری مدول های بدیع، رویکرد این طبق بر است. a-نوتری
یکدیگر با و داشت همکاری هم دانس جان با بود. مشبکه ها به جبر قضایای از بعضی تعمیم دیگرش
استادم بود کرده ایالات دیگر  آواره را مردم نیواورلئان کن بنیان سیل که وقتی بودند. نوشته مقاله ای
موفق بالأخره وقتی شود. خبر با او سلامتی از و دانس جان حال از تا بود کرده آغاز را طولانی تلاشی
در و متعجب بوده نگرانش دل چنین این آبها سوی آن از کسی که این از دانس می شود تماس به

بود. شده خوشحال حال عین
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همان می دانیم مرگ  درباره واقعاً که چیزی نخستین گمانم به می دانیم. کم بسیار مرگ دربارۀ .۵
یک ما  همه برای زنده ایم تا مرگ که کرده اند، بیان نوعی به یک هر ویتگنشتاین و هایدگر که است
امکانی نظر این از می دهد. قرار تحت الشعاع را ما دیگر امکانات تمام که امکانی اما است، امکان
از یکی عنوان به را خود مرگ ما از یک هیچ فوق العاده اش اهمیت وجود با و است فرد به منحصر
روزنامه های متوفیات بخش در را درگذشتش خبر ما از یک هیچ نمی کند. تجربه عالم این واقع امور
مرگ هنگام در که می شویم آورده یاد به تصویری همان با ما  همه که این دیگر و خواند. نخواهد محلی
ها این می شویم. جاودانه آخر تصویر این با ما تعبیری به خود. تصویر آخرین با یعنی می شویم. دیده
 مقدمه این از من باور به برده اند. حقیقت از فراوان بهره ای اما می آیند تاتولوژی یا همانگویی نظر به
نخست کرده اند. چنین عالم بزرگ مردان و زنان از برخی گرفت. مهم نتایجی می توان بدیهی ظاهر به
شواهد تمام علیرغم زندگی که این گرفت. را زندگی جانب باید زندگی و مرگ نیروهای میان که آن
است، ستایش انگیز سخت می زنند، فریاد دهان هزاران با را، نیستی و مرگ را، این جز که قرائنی و
خویش زندگی از تا بکوشیم که آن دیگر و است. کوتاه شرمانه ای بی طرز به بامداد ا. قول به هرچند
را دو هر استادم باشد. زندگی نَفْس دستاوردمان زیباترین راه پایان در که این بیافرینیم. زیبا اثری

سبز. همیشه جایش و بخیر یادش ساخت. قَقمح کمال به

ریاضی گروه یاسوج، دانشگاه ممتحن: احسان
momtahan_e@hotmail.com رایانامه:
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ریاضی اندیشۀ و فرهنگ
٣۶ تا صص٧ (١٣٩۴ (بهار ۵۶ شماره

عملگری∗ جبرهای
رو جان و هیگسون نایجل

یاحقی بامداد و رحیمی سمیه برگردان:

عملگرها نظریۀ سرآغاز .١
جوابی معادله آن آیا اینکه یکی پرسید: اساسی سؤال دو می توان معادلات دستگاه یا معادله هر دربارۀ
متناهی تعداد با دستگاه هایی مورد در تجربه است؟ یگانه معادله آن جواب آیا دارد، اگر اینکه دیگر و دارد
در را زیر معادله های مثال، برای هستند. مربوط هم به بالا سؤال دو که می دهد نشان خطی معادلات از

بگیرید نظر
٢x+ ٣y − ۵z = a,

x− ٢y + z = b,

٣x+ y − ۴z = c.

نتیجه در است. نخست معادلۀ دو چپ طرف های مجموع با برابر سوم معادلۀ چپ سمت که کنید توجه
معادلۀ دو برای جواب هر آن گاه ،a + b = c اگر اما .a + b = c اینکه مگر ندارد جواب دستگاه
بیشتر معادله ها تعداد از مجهول ها تعداد که خطی دستگاه هر در و هست نیز سوم معادلۀ جواب یک اول،
آنالیز ویژه بردار، ویژه مقدار، هیلبرت، فضای انتگرال، معادلات عملگرها، نظریۀ عملگری، جبرهای کلیدی. کلمات و عبارات
تحویل (نا)پذیر، نمایش های فون نوی من، جبر اثر، و دترمینان ،GNS ساختارِ کوانتمی، نظریۀ ارگودیک، میانگین قضیۀ تابعی،

. ناجابه جایی هندسۀ ،K نظریۀ فردهلم، عملگرهای ،C∗ جبرهای پیمانه ای، نظربۀ یکانی، نمایش عامل ها،
∗“Operator Algebras” by Nigel Higson and John Roe, pp. 510-523, in “The Princeton Companion

to Mathematics” by T. Gowers, et al., Princeton University Press, Princeton, New Jersey, 2008.

ایران) ریاضی (انجمن ١٣٩٣ ©
٧



٨ عملگری ٨جبرهای عملگری ٨جبرهای عملگری جبرهای
دستگاه جواب یک (x, y, z) اگر حاضر، وضع در نیستند. یگانه وجود، صورت در جواب ها، باشد،
همان بنابراین است. دستگاه جواب یک نیز (x + t, y + t, z + t) بردار t هر به ازای آن گاه باشد،
در می شود، جواب ها وجود مانع موارد بعضی در که معادله ها) بین خطی رابطۀ یک وجود (یعنی پدیده ای

می شود. نیز جواب ها یگانگی مانع دیگر، موارد
خطی معادلات از کلی دستگاه یک جواب ها، یگانگی و وجود بین دقیق تر ارتباطی ایجاد به منظور

به شکل
k١١u١ + k١٢u٢ + · · ·+ k١nun = f١,

k٢١u١ + k٢٢u٢ + · · ·+ k٢nun = f٢,
...

kn١u١ + kn٢u٢ + · · ·+ knnun = fn,

تشکیل را دستگاه ضرایب ماتریس kji اسکالر های بگیرید. نظر در را مجهول n و معادله n از متشکل
این شد، ترسیم بالا عددی مثال در که کلی قضیۀ fjهاست. برحسب uiها آوردن به دست مسئله و می دهند
باشد، جواب دارای معادله اگر کنند، برآورده جواب وجود برای باید fjها که خطی روابط تعداد که است
ماتریس هستۀ بعد فنی تر، زبان به است. معادله کلی جواب در موجود دلخواه ثابت های تعداد با برابر
هستند. یک اعداد این دوی هر بالا، مثال در است. برابر هم هسته اش بعد با K = {kji} ١[I.3 §4.1]

مطالعه مورد را زیر نوع از انتگرال معادلات [VI.66] فردهلم٢ پیش، سال صد یک از بیش کمی
داد: قرار

u(y)−
∫
k(y, x)u(x)dx = f(y).

f تابع برحسب u تابع جواب یافتن مسئله، و بود نظری فیزیک در پرسش هایی معادلات این خاستگاه
یک فردهلم، معادلۀ کرد، تصور متناهی مجموع های از حدی به عنوان می توان را انتگرال که آنجا از بود.
که شده اند جایگزین توابعی با n-مؤلفه ای بردارهای آن، در که است بالا دستگاه  برای نامتناهی بعد همزاد
ماتریسی معادلۀ یک مشابه فردهلم معادلۀ دقیق، بیان (به هستند. x نقطۀ بی نهایت در مقادیری دارای
رفتار بر تأثیری هیچ راست سمت تغییریافتۀ شکل است. Ku = f به جای u −Ku = f نوع از
طور همان می دهد. تغییر را انتگرال معادلۀ رفتار ملاحظه ای قابل به طور اما ندارد ماتریسی معادلۀ کلی

می دهند. ارجاع پرینستون ریاضی کتابنامۀ از دیگری بخش های به را خواننده نگارندگان مواردی، چنین ١در

٢Fredholm
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خیلی گونه ای به رفتارشان که می کرد کار معادلات از رده ای با که بود اقبال خوش فردهلم دید، خواهیم که
بود.) ماتریسی معادلات رفتار کنندۀ منعکس نزدیک،

معادلۀ ساده، خیلی مثال یک

u(y)−
∫ ١

٠
u(x)dx = f(y).

است، ثابت تابعی ،y از تابعی به عنوان ∫ ١
٠ u(x)dx چون که کنید مشاهده معادله، این حل برای است.

به ازای دیگر، طرف از هستند. ثابت توابع u(y) برای ممکن جواب های تنها ،(f ≡ ٠) همگن حالت در
شود. برآورده ∫ ١

٠ f(y)dy = ٠ خطی شرط اگر تنها و اگر است جواب دارای معادله f کلی تابع یک
تشابه از را روشمند مطالعه ای فردهلم هستند. یک دو هر هم هسته بعد و هسته بعد مثال، این در بنابراین
ثابت توانست او کرد. آغاز می شود، دیده مثال این در که انتگرال معادلات نظریۀ و ماتریس ها نظریۀ بین

هستند. برابر و متناهی همیشه هم هسته بعد و هسته بعد نوع، این از معادلاتی در که کند
که انتگرالی عملگرهای از دقیقی مطالعۀ او برانگیخت. را [VI.63] هیلبرت تخیل فردهلم، کار
است، متقارن تابعی k حقیقی مقدار تابع که خاصی حالت در می برند ∫ ١

٠ k(y, x)u(x)dx به را u(y)
متقارن ماتریس های نظریۀ هیلبرت نظریۀ متناهی بعد همزاد داد. انجام k(x, y) = k(y, x) یعنی
که می کند حکم جبرخطی در استاندارد نتیجه ای آن گاه باشد، ماتریسی چنین K اگر حال است. حقیقی
ماتریس یک معادل، به طور یا دارد، وجود K [I.3 §4.3] ویژه بردارهای از متشکل متعامدیکه پایۀ یک
است معنی این به U بودن (یکانی است. قطری ماتریسی U−١TU که به طوری دارد وجود U یکانی١
(.∥Uv∥ = ∥v∥ داریم v بردار هر به ازای یعنی می کند، حفظ را بردارها طول و است وارون پذیر U که
توابعی که داد نشان او آورد. به دست متقارن انتگرالی عملگرهای همۀ برای را مشابه نظریه ای هیلبرت

که به طوری دارند وجود λ١, λ٢, . . . مانند حقیقی اعدادی و u١(y), u٢(y), . . . ∫مانند
k(y, x)un(x)dx = λnun(y).

می باشد. λn ویژه مقدار با انتگرالی عملگر برای ویژه تابع یک un(y) بنابراین
متناوب تابعی به ازای که حالتی در اما است، دشوار بسیار λn و un صریح محاسبۀ موارد اکثر در
انتگرال گیری بازۀ اگر است. امکان پذیر محاسبه انجام k(x, y) = ϕ(x − y) باشیم داشته ϕ مانند
(k = ٠, ١, ٢, . . .) cos(٢kπy) از عبارت اند ویژه توابع آن گاه باشد، ١ با برابر ϕ تناوب دورۀ و [٠, ١]
که می گوید ما به [VI.27] فوریه سری های نظریۀ حالت، این در .(k = ١, ٢, . . .) sin(٢kπy) و
١unitary matrix



١٠ عملگری ١٠جبرهای عملگری ١٠جبرهای عملگری جبرهای
سری یک به صورت می تواند [٠, ١] روی f(y) مانند کلی تابعی

∞∑
k=٠

(ak cos ٢kπy + bk sin ٢kπy),

مشابه بسط یک کلی، به طور که داد نشان هیلبرت شود. داده بسط سینوس ها و کسینوس ها از

f(y) =
∑

anun(y)

مانند درست ویژه توابع، دیگر، عبارت به دارد. وجود متقارن انتگرالی عملگر هر برای ویژه توابع حسب بر
عملگرهای برای طیفی قضیۀ هیلبرت کارِ این حاضر حال در می دهند. تشکیل پایه یک متناهی بعد، حالت

می شود. نامیده متقارن انتگرالی

شاخه های از بسیاری در انتگرالی عملگرهای که آنجا از تابعی. آنالیز تا انتگرال معادلات از .١ . ١
و جزئی مشتقات با دیفرانسیل معادلات در [IV.12 §1] دیریکله مسالۀ در جمله (از ریاضی مختلف
فعالیت ها از انفجاری به منجر هیلبرت قضیۀ می دهند، رخ ([IV.9 §3] فشرده گروه های نمایش نظریۀ
روی خطی تبدیلات به عنوان عملگرها این به نگرش شکل بهترین که شد مشخص زودی خیلی شد.
توابعی چنین .∫ ١

٠ |u(y)|٢dy < ∞ که به طوری است u(y) توابع همۀ [III.37] هیلبرت فضای
می شود. داده نشان L٠]٢, ١] با آنها همۀ مجموعۀ و می شوند نامیده مربع-انتگرال پذیر

به نسبت عملگرها از گسترده تری بسیار طیف بررسی هیلبرت، فضای مهم مفهوم به دسترسی با
که آنجا از شد. حاصل بودند، شده گرفته نظر در هیلبرت و فردهلم توسط ابتدا در که انتگرالی عملگرهای
بود معقول هستند، [III.58] متریک فضاهای هم و [I.3 §2.3] برداری فضاهای هم هیلبرت فضاهای
هستند. پیوسته هم و خطی هم که بگیرند نظر در خودش به هیلبرت فضای یک از را عملگرهایی نخست که
k(x, y) = k(y, x) تقارن شرط می شوند. نامیده کراندار خطی عملگرهای معمولا عملگرهایی چنین
این به می شود تبدیل T کراندار خطی عملگر بودنِ خودالحاقی شرط به انتگرالی عملگرهای با ارتباط در
ضرب زاویه ای، (قلاب های هیلبرت فضای در v و u بردار هر به ازای ⟨Tu, v⟩ = ⟨u, Tv⟩ که معنی
یک در ضرب عملگر از است عبارت خودالحاقی عملگر یک از ساده ای مثال می دهند). نشان را داخلی
می شود. تعریف (Mu)(y) = m(y)u(y) دستور توسط M عملگر این m(y)؛ حقیقی مقدار تابع
kjj درایۀ در را بردار مؤلفۀ jامین که است K قطری ماتریس یک ضرب، عملگر متناهی بعد (همزاد

می کند.) ضرب ماتریس



رو جان و هیگسون نایجل رو١١ جان و هیگسون نایجل رو١١ جان و هیگسون نایجل ١١

را نوع این از عملگری هر که می کند بیان متقارن انتگرالی عملگرهای برای هیلبرت طیفی قضیۀ
از مرکب پایه ای یعنی ،L٠]٢, ١] فضای برای مناسب پایۀ یک به نسبت درآورد: خوبی به شکل می توان
می توان را پایه بردارهای علاوه به داشت. خواهد نامتناهی قطری ماتریس یک عملگر این ویژه بردارها،
درست خودالحاقی عملگر یک برای امر این کلی به طور باشند. متعامد هم به نسبت که کرد انتخاب طوری
مربع-انتگرال پذیر تابع هر که بگیرید نظر در را خودش به L٠]٢, ١] از ضرب عملگر مثال، برای نیست.
[I.3 ویژه مقدار یک λ اگر زیرا ندارد، [I.3 §4.3] ویژه بردار عملگر این می برد. yu(y) تابع به را u(y)
نیستند λ برابر که yهایی برای که yu(y) = λu(y) باشیم داشته باید y هر به ازای آن گاه باشد، §4.3]
یک زیرا نیست، کننده نگران مثال این اما .∫ ١

٠ |u(y)|٢dy = ٠ لذا و u(y) = ٠ می کند ایجاب
قطری ماتریس یک توسط شده تعریف عملگر از پیوسته ای همتای به نوعی دست این از ضرب عملگر
هم ضرب عملگرهای شامل تا دهیم گسترش «قطری» مفهوم از را درک مان اگر که می شود معلوم است.
مناسب، پایه ای تغییر از پس که معنی این به «قطری پذیرند» خودالحاقی عملگرهای همۀ آن گاه بشود،

می شوند. ضرب عملگرهای خودالحاقی، عملگرهای
T عملگر یک طیف داریم. نیاز T عملگر یک [III.88] طیف مفهوم به امر، این دقیق بیان برای
اینجا (در ندارد کراندار وارون  T −λI عملگر که به طوری λ مختلط اعداد همۀ مجموعۀ از است عبارت
است، ویژه مقادیر مجموعۀ دقیقاً طیف متناهی، ابعاد در است). هیلبرت فضای روی همانی عملگر I
یک حداقل متقارن ماتریس هر که حالی در واقع، در نیست. طور این همیشه نامتناهی ابعاد در اما
باشد. داشته ویژه مقداری هیچ نیست لازم خودالحاقی عملگر یک دیدیم، که طور همان دارد، ویژه مقدار
طیف حسب بر بلکه ویژه  مقادیر حسب بر نه خودالحاقی کراندار عملگرهای برای طیفی قضیۀ نتیجه، در
یکانی به طور T خودالحاقی عملگر هر که است این طیفی قضیۀ فرمول بندی راه های از یکی می شود. بیان
طیف m(y) تابع برد بستار آن در که است، ارز هم (Mu)(y) = m(y)u(y) ضرب عملگر یک با
U وارون پذیر عملگر یک از است عبارت یکانی عملگر یک متناهی بعد، حالت همانند درست است. T
یک که است معنی این به هستند ارز هم یکانی به طور M و T اینکه می کند. حفظ را بردارها طول که
که به طوری است موجود می نگریم، پایه تغییر ماتریس از همتایی به عنوان آن به که ،U یکانی نگاشت
با هم ارز یکانی به طور حقیقی متقارن ماتریس هر اینکه از است تعمیمی مطلب این .T = U−١MU

هستند. واقع اصلی اش قطر روی ویژه مقادیرش که است قطری ماتریس یک



١٢ عملگری ١٢جبرهای عملگری ١٢جبرهای عملگری جبرهای
[VI.91] نوی من٢ فون توسط طیفی قضیۀ از زیبا کاربرد یک ارگودیک١. میانگین قضیۀ .١ . ٢
که کنید تصور باشد. شده توزیع مهره٣ معینی تعداد آن در که کنید تصور را شطرنجی صفحۀ یک شد. پیدا
نداشته یکسانی جانشین مربعی دو هیچ که (به طوری باشد شده معین «جانشین۴» مربع مربع، هر برای
مربع یک بر حال می شوند. بازچین جانشینش مربع به مهره هر انتقال با مهره ها دقیقه هر در و باشند)
امر این کنید. ثبت را ٠ یا ١ اعداد مربع روی مهره ای۵ نبودن یا بودن به توجه با دقیقه هر و شوید متمرکز

مانند R١, R٢, R٣, . . . خوانش های از دنباله ای

٠٠١٠٠١١٠٠١٠١١٠١٠٠١٠٠ · · ·

یعنی مثبت، خوانش های میانگین که باشیم داشته انتظار است ممکن زمان گذشت با می کند. تولید
اندازۀ به بازآرایی قاعدۀ اگر شود. همگرا مربع ها تعداد بر تقسیم تخته روی مهره های تعداد به ،Rj = ١
هر جانشین قاعده اگر حالت، افراطی ترین در مثال، برای افتاد. نخواهد اتفاق این نباشد، پیچیده کافی
بازخوانی در نه، یا باشیم کرده آغاز مهره یک با را مربع که این به بسته کند، تعیین مربع آن خود را مربع
واقع در آن گاه باشد، پیچیده کافی اندازۀ به قاعده اگر اما .١١١١١ · · · یا ٠٠٠٠٠ · · · داشت خواهیم
بر تقسیم تخته روی مهره های تعداد به (١/n)∑n

j=١ Rj «زمانی «میانگین داریم انتظار که طور همان
شد. خواهد همگرا مربع ها تعداد

کافی «اندازۀ به قواعد متناهی حالت این در واقع در که چرا است، مقدماتی شطرنجی تخته مثال
منظر از متوالی به طور مربع ها همۀ بنابراین و هستند تخته مربع های از دوری جایگشت های تنها پیچیده»
را اطلاعات از کوچکی بخش فرد آنها، در که دارند وجود مرتبطی مثال های اما می کنند. حرکت ما نگاه
یک روی نقاط مجموعۀ با را شطرنجی تخته یک روی مربع های مجموعۀ مثال، برای می کند. مشاهده
بر اشغال شده عنوان با دایره از S مانند زیرمجموعه ای که کنید تصور مهره ها به جای و کنید عوض دایره
مقیاس در گنگ عددی اندازۀ به دایره روی نقاط چرخش نیز بازآرایی قاعدۀ کنید فرض شود. زده چسب
متعلق است، S به متعلق x آیا که می کنیم ثبت دایره، از x مانند نقطه یک در گرفتن قرار با باشد. درجه
بدین آخر. الی طور همین و است، S دوران یافتۀ دوم نسخۀ به متعلق است، S دوران یافتۀ اول نسخۀ به
(x هر به ازای (تقریبا که داد نشان می توان می یابیم. قبل مثال مانند یک و صفر از دنباله ای ترتیب

همگراست. است شده اشغال S توسط که دایره از بخشی نسبتِ به ما مشاهدات زمانی میانگین
١Mean Ergodic Theorem ٢von Neumann ٣checker ۴successor ۵piece
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جاها دیگر و ترمودینامیک در فضایی و زمانی میانگین های بین رابطۀ مورد در مشابهی سؤال های
زمانی میانگین های باید باشد، پیچیده کافی اندازۀ به بازآرایی قاعدۀ هرگاه که انتظار این و بود آمده پیش

است. شده شناخته ارگودیک فرض به عنوان باشند، یکی فضایی و
کنید فرض گوید. پاسخ زیر به صورت را پرسش این تا کرد دخیل را عملگرها نظریۀ نوی من فون
روی مربع-انتگرال پذیر١ توابع هیلبرت فضای یا شطرنجی تخته مربع های روی توابع هیلبرت فضای H

فرمول با را H روی U یکانی عملگر یک بازآرایی، قاعدۀ باشد. دایره
(Uf)(y) = f(ϕ−١(y)),

بیان نوی من فون ارگودیک قضیۀ می کند. توصیف را بازآرایی که است تابعی ϕ آن، در که می دهد به دست
این بیان راه های از یکی (این نشود داشته نگه ثابت U توسط H روی غیرثابتی تابع هیچ اگر که می کند

حد ،f ∈ H تابع هر به ازای آن گاه است»)، پیچیده کافی اندازۀ «به بازآرایی قاعدۀ که است مطلب

lim
n→∞

١
n

n∑
j=١

U jf

اعمال (برای است. f میانگین مقدار با برابر همه جا آن مقدار که است ثابتی تابع با برابر و دارد وجود
صورت، این غیر در و ١ شود اشغال x نقطۀ اگر که بگیرید تابعی را f(x) ما، مثال های روی حکم این

باشد.) ٠
قضیۀ مشابه که گرفت نتیجه یکانی عملگرهای برای طیفی قضیۀ یک از می توان را نوی من فون قضیۀ
توابع با نه ضرب عملگر یک به می توان را یکانی عملگر هر است. خودالحاقی عملگرهای برای طیفی
صورت این در کرد. تحویل هستند، ١ آنها مقادیر قدرمطلق که مختلط مقدار توابعی با بلکه حقیقی مقدار
مخالف مختلط عدد چنین یک z اگر شد: خواهد ١ قدرمطلق با مختلط اعداد باب در حکمی برهان، کلید
خود به نوبۀ امر این .n → ∞ هرگاه می کند میل صفر به (١/n)∑n

j=١ zj عبارت آن گاه باشد، ١
می شود. ثابت ،∑n

j=١ zj = z(١−zn)
١−z یعنی هندسی، سری یک مجموع دستور از استفاده با به آسانی

یافت.) [V.11] ارگویک قضیه های در می توان را بیشتر (جزئیات
روی عملگرهای و هیلبرت فضاهای که دریافت نوی من فون کوانتمی. نظریۀ و عملگرها .١ . ٣
شرودینگر٣ و هایزنبرگ٢ توسط که کوانتمی مکانیک قوانین فرمول بندی برای را ریاضی مناسب ابزار آنها

می آورند. فراهم بودند، شده معرفی ١٩٢٠ دهۀ در
١square-integrable functions ٢Heisenberg ٣Schrödinger



١۴ عملگری ١۴جبرهای عملگری ١۴جبرهای عملگری جبرهای
رفتار تعیین برای نیاز مورد اطلاعات تمام فهرست شده، داده لحظۀ هر در فیزیکی سیستم یک حالت
حالت کلاسیک به طور آن گاه باشد، ذره متناهی تعدادی از متشکل سیستم اگر مثال، برای است. آن آیندۀ
تشکیل دهندۀ ذرات همۀ حرکت) (اندازه تکانۀ بردارهای و وضعیت بردارهای فهرست شامل سیستم آن
فضای یک فیزیکی دستگاه هر به نوی من، فون کوانتمی مکانیک صورت بندی در مقابل، در است. آن
(اگر می شود. داده نمایش H از u واحد بردار یک با دستگاه از حالت یک و می شود مربوط H هیلبرت
معین را یکسانی حالت v و u آن گاه باشد، u از اسکالری مضرب v و باشند واحد بردارهای v و u

می کنند.)
عملگر یک دستگاه) درون ذره یک تکانۀ یا دستگاه کل انرژی (مانند مشاهده پذیر مقدار هر به
این (که است آن شدۀ مشاهده مقادیر همۀ مجموعۀ آن، طیف که می شود متناظر H در Q خودالحاقی
وقتی هستند: مرتبط هم با زیر شرح به مشاهده پذیرها و حالت ها می کند). توجیه را طیف١ واژۀ ریشۀ
مقدار ریاضی امید می شود، توصیف u ∈ H واحد بردار یک توسط که است حالتی در دستگاه یک که
ممکن است. ⟨Qu, u⟩ داخلی ضرب با برابر Q خودالحاقی شدۀ داده عملگر یک به متناظر مشاهده پذیر
آزمایش های در که است مقادیری میانگین بلکه می شود اندازه گیری واقع در که نباشد مقداری این است
و حالت ها بین رابطۀ است. u شدۀ داده حالت در دستگاه که وقتی می آیند به دست دستگاه با مکرر
ممکن امری این دستگاه یک برای می کند: منعکس را کوانتمی مکانیک تناقض آمیز رفتار مشاهده پذیرها
نتایج یکسان مکرر آزمایش های آن، تحت که باشد «بر هم نهش٢» حالت یک در که است نوعی واقع در و
کرد خواهد ایجاد را معین و قطعی برآمدی مشاهده پذیر یک مقدار اندازه گیری می کنند. ایجاد متمایزی

باشد. مقدار آن با مرتبط عملگر ویژه بردار یک دستگاه حالت اگر تنها و اگر
مشاهده پذیرهای با مرتبط عملگرهای معمول به طور که است این کوانتمی نظریۀ مشخص ویژگی های از یکی
ویژه بردارهای نوعی به طور آن گاه نشوند، جابه جا هم با عملگر دو اگر نمی شوند. جابه جا یکدیگر با متفاوت
به منجر معمول به طور مختلف مشاهده پذیر دو همزمان اندازه گیری نتیجه در و داشت نخواهند مشترکی
می شوند ارائه Q و P عملگرهای توسط معروف مثال یک نمی شود. آنها دوی هر برای معینی مقادیر
رابطۀ در عملگرها این هستند. خط یک امتداد در حرکت حال در ذرۀ یک تکانۀ و مکان به متناظر که

می کنند: صدق هایزنبرگ جابه جاگری

QP − PQ = iℏI

ر.ی. است. کردن» «مشاهده معنی به لاتین به Spectare١

٢superposed



رو جان و هیگسون نایجل رو١۵ جان و هیگسون نایجل رو١۵ جان و هیگسون نایجل ١۵

مشاهده پذیرها ناجابه جایی که است کلی اصل یک از مثالی (این است. فیزیکی معین ثابت یک ℏ آن در که
می کند. مربوط کلاسیک مکانیک در متناظر مشاهده پذیرهای پوآسون کروشۀ به را کوانتمی مکانیک در
به طور ذره یک که است غیرممکن نتیجه در کنید.) مراجعه [IV.16 §§2.1.3, 2.2.1] آینه ای١ تقارن به

است. قطعیت٢ عدم اصل این باشد. داشته معین تکانۀ و مکان یک همزمان
از استفاده با هایزنبرگ جابه جاگری رابطۀ دادن نمایش یگانۀ اساساً راه یک که می شود معلوم
عملگر باشد؛ L٢(R) باید H هیلبرت فضای دارد. وجود هیلبرت فضای روی خودالحاقی عملگرهای
عملگرهای می توان قضیه این به کمک باشد. x در ضرب باید Q عملگر و باشد −iℏd/dx باید P
سیستم یک در مثال، برای کرد. تعیین صریح به طور را ساده فیزیکی دستگاه های برای مشاهده پذیر
با مقدارش که مبدأ سمت به جهت دار نیروی یک معرض در که خط یک روی بر ذره یک از متشکل
باشد شده متصل فنر [سر] یک به ذره اینکه (مثل است حرکت حال در است متناسب مبدا از فاصله اش

از است عبارت کل انرژی عملگر است)، شده ثابت مبدا در دیگرش] [سر که

E = − ℏ٢
٢m

d٢
dx٢ +

k

٢x
٢

مجموعۀ از است عبارت عملگر این طیف است. نیرو کلی توان کننده تعیین که است ثابتی k آن، در که
{(n+

١
٢)ℏ(k/m)١/٢ : n = ٠, ١, ٢, . . .}.

دستگاه انرژی های که کنید توجه هستند. سیستم کل انرژی برای ممکن مقادیر تنها مقادیر این  نتیجه در
کوانتمی نظریۀ اساسی و برجسته ویژگی های از دیگر یکی این، هستند. گسسته مجموعۀ یک اعضای

است.
این کل انرژی بالا، عملگر همانند است. هیدروژن اتم کل انرژی عملگر دیگر مهم مثال یک
نشان می توان می شود. توصیف صریح جزئی مشتقات با دیفرانسیلی عملگر یک به صورت دستگاه
یک می دهد. تشکیل را {−١−,١/۴,−١/٩, . . .} با متناسب دنبالۀ یک عملگر این ویژه مقادیر که داد
انرژی می شود. آن کل انرژی در افتی به منجر که می کند آزاد فوتون یک شود، آشفته اگر هیدروژن، اتم
به شکل عدد یک با لذا و بود خواهد اتم نهایی و اولیه حالات انرژی های بین اختلاف با برابر آزادشده فوتون
گذر پراش٣ توری یا منشور یک از هیدروژن اتم از ناشی نور که هنگامی است. متناسب ١/n٢ − ١/m٢

می شوند. مشاهده ممکن انرژی های این به مربوط موج های طول در واقع در روشن خطوط می شود، داده
می کنند. فراهم را کوانتمی مکانیک پیش بینی های برای تجربی تأیید دست این از طیفی مشاهدات

١mirror symmetry ٢uncertainty principle ٣diffraction grating



١۶ عملگری ١۶جبرهای عملگری ١۶جبرهای عملگری جبرهای
حال، این با داده ایم. قرار بحث مورد لحظه یک در تنها را کوانتمی دستگاه یک حالت های تاکنون
نیاز تحول این توصیف برای دارند. زمانی تحول کلاسیک، دستگاه های مانند درست کوانتمی دستگاه های
یکانی عملگرهای از خانواده یک توسط کوانتمی دستگاه یک زمانی تحول داریم. حرکت قانون یک به
اولیۀ حالت در دستگاه اگر می شود. داده نمایش شده اند، پارامتری حقیقی اعداد با که ،Ut : H → H

s گذشت از پس دستگاه حالت که آنجا از بود. خواهد Utu آن حالت زمانی، واحد t از بعد باشد، u
یکانی عملگرهای است، یکسان واحد s + t گذشت از پس آن حالت با واحد، t از بعد زمانی واحد
که می کند حکم استون١ مارشال از مهمی قضیۀ می کنند. صدق UsUt = Us+t گروهی قانون در Ut

داده زیر فرمول توسط که ،E خودالحاقی عملگرهای و Ut یکانی عملگرهای بین یک به یک تناظر یک
دارد وجود می شود،

iE =

(
dUt

dt

)
t=٠

= lim
t→٠

١
t
(Ut − I).

به مربوط عملگر می آید، به دست بالا به صورت که E متناظر مولد که است این حرکت، کوانتمی قانون
فضای یک روی دیفرانسیلی  عملگر بالا) مثال (همانند E که هنگامی است. کل» «انرژی مشاهده پذیر

می شود. شرودینگر٢، معادلۀ حرکت، کوانتمی قانون باشد، مناسب توابع از هیلبرت
UsUt = Us+t قانون در کوانتمی مکانیک در Ut زمانی تحول عملگرهای .GNS ساختار .۴ . ١
است عبارت G [I.3 §2.1] گروه یک از یکانی٣ نمایش یک تعریف، به بنا کلی به طور می کنند. صدق
Ug١g٢ = Ug١Ug٢ که به طوری ،g ∈ G هر به ازای عملگر یک Ug یکانی عملگرهای از خانواده ای از
به عنوان [VI.58] فروبنیوس۴ توسط بار نخستین که ،[IV.9] نمایش نظریۀ .g١, g٢ ∈ G هر به ازای
سیستم یک تقارن های که آنجا فیزیک و ریاضیات در شد، معرفی متناهی گروه های مطالعۀ برای ابزاری

می شود. اجتناب ناپذیر شود، گرفته نظر در باید
G روی تابع یک σ : g → ⟨Ugv, v⟩ آن گاه باشد، بردار یک v و G از یکانی نمایش یک U اگر
اسکالر هر به ازای زیر مهم ویژگی دارای σ که می کند ایجاب Ug١g٢ = Ug١Ug٢ رابطۀ می کند. تعریف

باشد ag ∈ C∑
g١,g٢∈G

ag١ag٢σ(g
−١
١ g٢) = ∥

∑
agUgv∥٢ ≥ ٠.

تابع یک از برعکس، می گویند. مثبت۵ معین است، ویژگی این دارای که G روی شده تعریف تابع به
مارک گلفند۶، اسرائیل افتخار (به GNS ساخت این ساخت. یکانی نمایش یک می توان مثبت معین
١Marshall Stone ٢Schrödinger ٣unitary representation ۴Frobenius ۵positive definite ۶Israel

Gelfand



رو جان و هیگسون نایجل رو١٧ جان و هیگسون نایجل رو١٧ جان و هیگسون نایجل ١٧

فضای یک در پایه بردارهای به عنوان گروه عناصر گرفتن نظر در با سیگال٢) ایروینگ و نای مارک١،
داخلی ضرب یک برداری فضای این روی زیر فرمول از استفاده با می توان شد. شروع مجرد، برداری

کرد: تعریف
⟨g١, g٢⟩ = σ(g−١

١ g٢).

بردارهای است ممکن اول است. متفاوت هیلبرت فضای یک با جنبه دو از حاصل (فضای) شیء
این چند (هر باشد. صفر می شود، گرفته اندازه داخلی ضرب توسط که طولشان که باشند موجود ناصفری
تمامیت٣ اصل دوم، می کند). رد را منفی طول با بردارهایی وجود احتمال است مثبت معین σ که فرض
وجود «کامل سازی» فرآیند یک حال هر به نباشد. برقرار است ممکن هیلبرت فضای نظریۀ [III.64]
فضای یک کنونی، مورد در کامل سازی فرآیند اعمال با می کند. رفع را کاستی ها این دوی هر که دارد

داراست. را G از یکانی نمایش یک که می شود ایجاد Hσ هیلبرت
دارای روایت ها این می آیند. وجود به ریاضیات از مختلفی زمینه های در GNS ساخت روایت های
دستکاری به آسانی می شوند پایه گذاری GNS ساخت های آنها روی که توابعی که هستند برتری این
امکان این و هستند مثبت معین نیز خود مثبت معین توابع از محدب ترکیب های مثال، برای می شوند.

گرفت. به کار را نمایش ها مطالعۀ در هندسی روش های بتوان که می شود ایجاد
به ویژه جبرخطی سنتی مفاهیم از شدت به هیلبرت و فردهلم اصلی آثار اثرها۴. و دترمینان ها .۵ . ١
ماتریس های برای حتی دترمینان پیچیدۀ تعریف به توجه با گرفته اند. وام [III.15] دترمینان ها نظریۀ
زود، خیلی کرد. ایجاد را خارق العاده ای چالش های نامتناهی بعد، نظریۀ که نیست تعجب برانگیز متناهی،
جالب اما می شد. اجتناب دترمینان ها نظریۀ از کاملا آنها در که شد یافت دیگری سادۀ خیلی روش های
تحولات در مهمی نقش است، بوده اثر با مرتبط که مفهومی دقیق تر به طور یا دترمینان، که کنید توجه است

داد. خواهیم شرح مقاله این در بعداً که است داشته اخیر
اثر دترمینان، همانند آن. قطری درایه های جمع حاصل از است عبارت n × n ماتریس یک اثر
توسط اثر واقع در است. برابر B وارون پذیر ماتریس هر به ازای BAB−١ اثر با A ماتریس یک
و اثر پایایی ویژگی های (به دلیل است ارتباط در دترمینان با det(exp(A)) = exp(tr(A)) فرمول
ابعاد در کنید.۵) بررسی است آسان تر که قطری ماتریس های برای را برابری این است کافی دترمینان،
∞ × ∞ ماتریس یک قطری درایه های جمع حاصل چراکه باشد معنی با اثر نیست لازم نامتناهی،

ر.ی. است. بوده بالامثلثی ماتریس های قطری ماتریس های از نگارندگان منظور ۵ احتمالا
١Mark Naimark ٢Irving Segal ٣completeness axiom ۴traces



١٨ عملگری ١٨جبرهای عملگری ١٨جبرهای عملگری جبرهای

ماتریس قطری درایه های همۀ باشد: آن از مثالی می تواند همانی عملگر (اثر نباشد. همگرا است ممکن
نیست.) خوش تعریف آنها مجموع باشد، داشته وجود آنها از نامتناهی تعدادی  اگر و هستند ١ همانی
مجموع این آنها برای که کنیم محدود عملگرهایی به را خود که است این مشکل این با مقابله راه یک
و {uj} مانند دنباله دو هر به ازای اگر می شود نامیده اثردار ردۀ از T عملگر یک است. خوش تعریف
عملگر باشد. همگرا مطلقاً ∑∞

j=١⟨Tuj , vj⟩ سری واحد، طول با متعامد دوبه  دو بردارهای از {vj}
(که ∑∞

j=١⟨Tuj , uj⟩ جمع از است عبارت که است متناهی و خوش تعریف اثری دارای T اثردار
است). {uj} یکۀ متعامد پایۀ انتخاب از مستقل

عملگرهای از طبیعی مثال هایی شدند، ظاهر فردهلم معادلۀ در که آنهایی مانند انتگرالی عملگرهای
Tu(y) =

∫
k(y, x)u(x)dx عملگر آن گاه باشد، هموار١ تابع یک k(y, x) اگر می کنند. فراهم اثردار

عناصر «مجموع» به عنوان را آن می توان که ∫ k(x, x)dx با است برابر آن اثر و است اثردار عملگری
گرفت. نظر در k پیوستۀ٢» «ماتریس قطری

نوی من فون جبرهای .٢
از است عبارت H هیلبرت فضای روی کراندار خطی عملگرهای از S مجموعۀ یک جابه جاشوندۀ٣
مجموعه، هر جابه جا شوندۀ می شود. جابه جا S عملگر هر با که H روی خطی عملگرهای از S′ گردایۀ
ترکیب هر و T١T٢ باشند، جابه جا شونده در T٢ و T١ اگر یعنی است. H روی عملگرها از جبر یک

بود. خواهند آن در نیز a١T١ + a٢T٢ خطی
هیلبرت فضای یک روی G گروه یک از یکانی نمایش یک شد، ذکر قبل بخش در که طور همان
با شده اند اندیس گذاری G عناصر توسط که ،Ug یکانی عملگرهای از مجموعه ای از است عبارت H
جبر یک است. برابر Ug١g٢ با Ug١Ug٢ ترکیب G از g٢ و g١ مانند عنصر دو هر به ازای که ویژگی این
جابه جا شوندۀ که H مختلط هیلبرت فضای یک روی عملگرها از جبر یک از است عبارت نوی من فون
تحت تقریباً و الحاق گیری عمل به نسبت نوی من فون جبر هر است. H روی گروه یک از یکانی نمایشی
از دنباله ای {Tn} اگر است: بسته نقطه ای حد به نسبت مثال، برای است. بسته حدگیری عمل نوع هر
،Tnv → Tv باشیم داشته v ∈ H بردار هر به ازای اگر و باشد M نوی من فون جبر یک در عملگرها

.T ∈M آن گاه
یعنی دومش، مرتبۀ جابه جا شوندۀ با برابر M نوی من فون جبر هر که کرد بررسی می توان به آسانی
M خودالحاقی جبر یک اگر که کرد ثابت نوی من فون است. ،(M جابه جا شوندۀ (جابه جا شوندۀ M ′′

١smooth function ٢continuous matrix ٣commutant
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در یکانی عملگرهای گروه جابه جاشوندۀ با M آن گاه باشد، بسته نقطه ای حدگیری تحت عملگرها از
است. نوی من فون جبر یک لذا و است، برابر جابه جاشونده  اش

فضای روی G گروه از یکانی نمایش یک g → Ug کنید فرض تجزیه شونده١. نمایش های .٢ . ١
خودش به توی Ug عملگرهای همۀ توسط H از H٠ مانند بسته زیرفضای یک اگر باشد. H هیلبرت
عملگرهای که آنجا از آن گاه باشد، پایا H٠ اگر می خوانیم. نمایش برای پایا زیرفضای را آن شود، نگاشته
که می دهد تشکیل را G از دیگری نمایش H٠ به آنها تحدید می نگارند، خودش به را H٠ زیرفضای Ug

می شود. نامیده اصلی نمایش از زیرنمایش یک
اگر تنها و اگر می کند، تعیین زیرنمایش یک نتیجه در و پایاست نمایش یک برای H٠ زیرفضای
ارتباطی به امر این باشد. نمایش آن جابه جا شوندۀ به متعلق P : H → H٠ متعامد تصویر عملگر
را نوی من فون جبرهای نظریۀ واقع، در دارد. اشاره نوی من فون جبرهای و زیرنمایش ها بین نزدیک

شوند. تجزیه زیرنمایش ها به می توانند یکانی نمایش های آنها در که دانست روش هایی مطالعۀ می توان
نمایش، یک اگر باشد. نداشته غیربدیهی پایای زیرفضای اگر است تحویل ناپذیر٢ نمایش، یک
به که آنهایی کرد: تقسیم زیرنمایش دو به را آن می توان باشد، داشته H٠ غیربدیهی پایای زیرفضای
دو هر که حالتی در می شوند. مربوط H⊥٠ یعنی آن متعامد مکمل به که آنهایی و می شوند مربوط H٠
دوی هر یا و H⊥٠ یا H٠ از یکی می توان دوباره باشند، تحویل ناپذیر H⊥٠ و H٠ به مربوط زیرنمایش
اولیه هیلبرت فضای اگر کنیم. تقسیم کوچکتری بخش های به داشتیم، H برای که روندی تکرار با را آنها
تجزیه تحویل ناپذیر زیرنمایش های به را آن سرانجام روندی؛ چنین ادامۀ با باشد، متناهی بعد H یعنی
گروه عملگرهای همۀ آن به نسبت که می آوریم به دست H برای پایه یک ماتریس ها، زبان به کرد. خواهیم
یکانی عملگرهای از تحویل ناپذیر گروه یک بلوک، هر که گونه ای به می شوند بلوکی قطری همزمان به طور

می دهد. نشان را کوچکتر هیلبرت فضای یک روی
تحویل ناپذیر زیرنمایش های به متناهی بعد هیلبرت فضای یک روی یکانی نمایش یک کردن تحویل
حاصلضرب به تجزیه همانند است. آن اول عامل های حاصلضرب به صحیح عدد یک تجزیۀ شبیه کمی
ترتیب، از صرفنظر دارد: هدف یک فقط متناهی بعد یکانی نمایش یک برای تجزیه فرآیند اول٣، اعداد
می شود. تجزیه آنها به شده داده یکانی نمایش یک که دارد وجود تحویل ناپذیر نمایش های از یگانه فهرستی
است این مشکل شگفت انگیزترین می شود. مواجه مشکل چندین با تجزیه فرآیند نامتناهی، ابعاد در اما
١decomposing representations ٢irreducible ٣prime factorization
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تجزیه تحویل ناپذیر زیرنمایش های از متفاوت کاملا مجموعه هایی به نمایش، یک تجزیۀ دو است ممکن که
شوند.

به صحیح عدد یک تجزیۀ شبیه غیردقیق به طور که تجزیه از جدیدی شکل مشکل، این برخلاف
توان های به می کند. نمایان را خود است، اول اعداد حاصلضرب به جای اول اعداد توان های حاصلضرب
هیچ دارند: بارز ویژگی دو آنها می گوئیم. مؤلفه می شود، تجزیه آنها حاصلضرب به صحیح عدد یک که اولی
مشترک عامل یک دارای مؤلفه یک (سرۀ) عامل دو هر و نیستند مشترک عامل یک دارای مؤلفه ای دو
یک نوع مؤلفه های کرد. تجزیه یک نوع١ مؤلفه های به را یکانی نمایش یک می توان مشابه، به طور هستند.
یکریخت، یعنی مشترک، زیرنمایش یک دارای یک نوعی مؤلفۀ دو هیچ که هستند مشابه ویژگی این دارای
هر هستند. یکسان مشترک زیر-زیرنمایش یک دارای یک نوع مؤلفۀ یک زیرنمایش دو هر و نیستند،
یگانه تجزیه این و شود، تجزیه یک نوع مؤلفه های به می تواند نامتناهی بعد) یا (متناهی یکانی نمایش

است.
یکسان تحویل ناپذیر زیرنمایش های از (متناهی) تعدادی به یک نوع نمایش هر متناهی، ابعاد در
واقع، در نیست. چنین نامتناهی ابعاد در می شود. تجزیه اول) عدد یک از توانی اول عامل های (مانند

است. مرتبط می آیند به وجود که بسیاری حالت های تحلیل و تجزیه با نوی من فون جبر نظریۀ بیشتر

به طور می شود. نامیده عامل یک یک نوع، یکانی نمایش یک جابه جاشوندۀ عامل ها٢. .٢ . ٢
عملگرها همۀ (مجموعۀ مرکزش که M نوی من فون جبر یک از است عبارت عامل یک مشخص،
همانی عملگر اسکالر مضرب های از بیشتر چیزی شامل می شوند) جابه جا M عضو هر با که M در
متناظر هم نوع، زیرنمایش های ترکیبات به روی تصاویر به M مرکز در تصاویر که است این سبب نیست.

می شود. تجزیه عامل ها به یکتایی به طور نوی من فون جبر هر می شوند.
متناهی تکراری که باشد یک نوع نمایش یک جابه جاشوندۀ اگر می شود نامیده I نوع از عامل یک
هیلبرت فضای یک روی کراندار عملگرهای جبر با I نوع عامل هر است. تحویل ناپذیر نمایش یک از
نمایش هر کردیم اشاره که همان گونه زیرا است، I نوع از عامل هر متناهی، بعد در است. یکریخت

می شود. تجزیه تحویل ناپذیر نمایش یک از متناهی تکراری به یک نوع
از که عامل هایی وجود به تحویل ناپذیر مؤلفه های به تجزیه یک از بیش با یکانی نمایش های وجود
از سری یک در را مطلب این موری٣، فرانسیس با همراه نوی من، فون می شود. مربوط نیستند I نوع
ترتیبی ساختار یک آنها کرد. بررسی نهاد، بنیان را عملگری جبرهای نظریۀ اساس و پایه که مقالات،
١isotypical components ٢factors ٣Francis Murray
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تصاویر گردایۀ روی جابه جاشونده، حسب بر یا، شده داده یک نوع نمایش یک زیرنمایش های گردایۀ روی
با H٠ و باشند H یک نوع نمایش زیرنمایش های H١ و H٠ اگر کردند. معرفی شده داده عامل یک در
کردند ثابت نوی من فون و موری .H٠ ⪯ H١ می نویسیم آن گاه باشد، یکریخت H١ از زیرنمایش یک
برقرار آنها دوی هر یا و ،H١ ⪯ H٠ یا ،H٠ ⪯ H١ یا یعنی است، کلی ترتیب یک ترتیب، این که
از متناهی بعد وضعیت یک در مثال، برای هستند. یکریخت هم با H١ و H٠ صورت این در که هستند
نسخه m ≤ n مجموع زیرنمایش هر است، تحویل ناپذیر نمایش یک نسخۀ n از تکراری H که I نوع
ترتیبی ساختار همانند زیرنمایش ها یکریختی) (کلاسهای ترتیبی١ ساختار و است تحویل ناپذیر نمایش از

است. {٠, ١, ٢, . . . , n} صحیح اعداد
شوند، ناشی عامل ها از می توانند که ترتیبی ساختارهای تنها که دادند نشان نوی من فون و موری
یا [٠, ١] ،II نوع ,٠}؛ ١, ٢, . . . ,∞} یا {٠, ١, ٢, . . . , n} ،I نوع هستند: زیر سادۀ بسیار موارد
جدول این طبق بر تصاویرش ترتیبی ساختار به توجه با عامل یک نوع .{٠,∞} ،III نوع [∞,٠]؛

می شود. معین
نه است حقیقی اعداد بازۀ یک ترتیبی ساختار ترتیبی، ساختار از منظور II نوع از عوامل مورد در
کوچکتر زیرنمایش های به هم باز می تواند II نوع از یک نوع نمایش یک زیرنمایش هر صحیح. اعداد
را زیرنمایش ها این، وجود با رسید. نخواهیم تحویل ناپذیر «اتم٢» یک به هرگز حالت این در شود: تقسیم
فراهم نوی من فون و موری قضیۀ به وسیلۀ که حقیقی مقدار»، «بعد توسط بزرگی نظر از می توان همچنان

کرد. مقایسه است، شده
H = و گروه یک G کنید فرض است. شرح این به II نوع عامل یک از توجه قابل مثال یک
یک این صورت در باشد. g ∈ G عناصر به متناظر [g] پایۀ بردارهای با هیلبرت فضای یک ℓ٢(G)
می شود: نامیده منظم٣ نمایش که دارد وجود گروه ضرب قانون از برگرفته H روی G از طبیعی نمایش
پایۀ بردار هر که است خطی عملگر یک Ug متناظرش یکانی نگاشت ،G از g شدۀ داده عضو به ازای
است. M نوی من فون جبر یک نمایش این جابه جاشوندۀ می   برد. [gg′] پایۀ بردار به را ℓ٢(G) در [g′]
جابه جایی از G اگر اما هستند؛ M مرکز در Ug عملگرهای همۀ آن گاه باشد، جابه جایی گروه یک G اگر
بنابراین و داشت خواهد بدیهی مرکز M آن گاه باشد)، آزاد۴ گروه یک مثال (به عنوان باشد دور خیلی
برای ساده  صریح فرمول یک است. II نوع از عامل این که داد نشان می توان بود. خواهد عامل یک
با را P تصویر دارد. وجود P ∈ M متعامد تصویر یک به متناظر زیرنمایش یک حقیقی مقدار بعد
١order structure ٢atom ٣regular representation ۴free group
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می شود، جابه جا نمایش با P که آنجا از دهید. نشان H از {[g]} پایۀ به نسبت نامتناهی ماتریس یک
هستند. ١ و ٠ بین حقیقی عددی با برابر یعنی یکسان اند، همگی P قطری عناصر که می شود دیده به آسانی

است. P با متناظر زیرنمایش بعد حقیقی عدد این
کرده پیدا [I.3 §64] توپولوژی در غیرمنتظره ای کاربردهای نوی من موری-فون بعد نظریۀ اخیراً
فضاهای (صحیح-مقدار) ابعاد به عنوان بتی١، اعداد مانند توپولوژی، مهم مفاهیم از بسیاری است.
را مقادیر این حقیقی مقدار همزاد می توان نوی من، فون جبر از استفاده با می شوند. تعریف خاصی برداری
نوی من فون جبر نظریۀ از می توان ترتیب، این به هستند. بیشتری مفید ویژگی های دارای که کرد تعریف
استفاده اینجا در که نوی من فون جبرهای کرد. استفاده توپولوژیکی نتیجه گیری های آوردن به دست برای
مناسبی فشردۀ فضای [IV.6 §2] بنیادی گروه از قبلی پاراگراف ساخت روش توسط نوعی به طور شده اند

می آیند. به دست

باقی ناشناخته و مرموز خیلی طولانی زمان مدت برای III نوع عامل های پیمانه ای٢. نظریۀ .٢ . ٣
دارند. وجود عامل هایی چنین آیا که کنند تعیین نبودند قادر نوی من فون و موری ابتدا در واقع، در ماندند؛
مدت ها زمینه این در اساسی و غیرمنتظره پیشرفت های اما شدند کار این انجام به موفق سرانجام آنها
یک دارای نوی من فون جبر هر که شدند متوجه که گاه آن آمد؛ وجود به آنها پیشگامانۀ٣ کارهای از بعد

است. جبر آن پیمانه ای خودریختی گروه به موسوم تقارن ها، از خاصی خانوادۀ
از آمده به دست نوی من فون جبر دیگر بار یک بگذارید پیمانه ای، نظریۀ منشأ و ریشه توضیح برای
به وسیلۀ چپ سمت از ضرب با را ℓ٢(G) روی Ug عملگر بگیریم. نظر در را G گروه یک منظم نمایش
بگیریم. نظر در هم را راست سمت از ضرب با شده تعریف نمایشی می توانیم اما کردیم، تعریف G عناصر

داد. خواهد به دست متفاوتی نوی من فون جبر یک امر این
نگاشت زیرا است، بی اهمیت تفاوت این داریم کار و سر G گسستۀ گروه های با تنها که زمانی تا
عوض هم با را راست و چپ منظم نمایش های که است H روی یکانی عملگر یک S : [g] 7→ [g−١]
f(g) تابع است ممکن که می شود ناشی اینجا از مشکل معینی، پیوستۀ گروه های برای اما می کند.
یکانی یکریختی وضعیت، این در نباشد. اینچنین f(g−١) تابع که حالی در باشد مربع-انتگرال پذیر
یک باید موضوع این اصلاح برای ندارد. وجود گسسته گروه های برای بالا یکریختی با مشابه ساده ای

کرد. معرفی را G پیمانه ای تابع نام به اصلاحی عامل
١Betti numbers ٢modular theory ٣pioneering work
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جبر هر برای را پیمانه ای تابع با مشابه  چیزی می توان نشان دهیم که است این پیمانه ای نظریۀ برنامۀ
می شود، گرفته به کار III نوع از عامل های برای پایایی به عنوان پیمانه ای تابع این ساخت. نوی من فون

نباشند. نیامده یا و باشند آمده به دست گروه ها از صریح به طور عامل ها آن چه
M کنید فرض .(١-۴ (بخش می دهد١ قرار استفاده مورد را GNS ساخت از نوعی پیمانه ای نظریۀ
اگر می شود نامیده حالت٢ یک ϕ : M 7→ C خطی تابع یک باشد. عملگرها از خودالحاقی جبر یک
شرح پیشتر ارتباط از اصطلاح (این T ∈ M هر به ازای ϕ(T ∗T ) ≥ ٠ که معنی این به باشد، مثبت
پیمانه ای نظریۀ اهداف برای است). شده برگرفته کوانتمی مکانیک و هیلبرت فضای نظریۀ بین شده داده
ϕ(T ∗T ) = ٠ آنها برای که حالت هایی آن یعنی می کنیم، محدود وفادار٣ حالت های به را توجه مان

فرمول آن گاه باشد، حالت یک ϕ اگر می کنند. ایجاب را T = ٠ برابری

⟨T١, T٢⟩ = ϕ(T ∗١ T٢)

هیلبرت فضای یک ،GNS فرآیند اعمال با می کند. تعریف M برداری فضای روی داخلی ضرب یک
عملگر Mیک در T عملگر هر که است HMاین مورد در مهم واقعیت نخستین می آوریم. HMبه دست

M عضوهای از V = limn→∞ Vn حدی V ∈ HM بردار یک واقع در می کند. تعیین HM روی
فرمول از استفاده با V بردار بر را T ∈M عملگر یک می توانیم و است

TV = lim
n→∞

TVn

دلیل همین به می کنیم. استفاده M جبر در ضرب عمل از بالا برابری راست سمت در که کنیم اعمال
فضای روی عملگرها از جبری به عنوان نه بنگریم HM روی عملگرها از جبری به عنوان M به می توانیم

کردیم. آغاز آن با که هیلبرتی
S : HM → HM «پادخطی» طبیعی عملگر یک به را هیلبرت فضای الحاقی، عملگر سپس
شبیه این ،U∗

g = Ug−١ داریم منظم نمایش برای که آنجا از می کند۴. مجهز S(V ) = V ∗ فرمول با
و تومیتا۵ مینورو از مهمی قضیۀ شدیم. مواجه آن با پیوسته گروه های بحث در که است Sای عملگر
برآورده را پیوستگی شرط یک ϕ اصلی حالت که زمانی تا اینکه به می کند حکم تاکساکی۶ ماسامیچی

هستند. UtMU−t =M ویژگی دارای t هر به ازای Ut = (S∗S)it مختلط توان های می کند،
است. ظریف مطلبی M از HM کامل سازی دربارۀ دستور این ۴تعبیر

١exploit ٢state ٣faithful states ۵Minoru Tomita ۶Masamichi Takesaki



٢۴ عملگری ٢۴جبرهای عملگری ٢۴جبرهای عملگری جبرهای
کن١ آلن می شوند. نامیده M پیمانه ای خودریختی های T 7→ UtTU−t دستور با M تبدیلات
را پیمانه ای خودریختی های ϕ تغییر دقیق، به طور دارند. بستگی ϕ وفادار حالت به تنها آنها که کرد ثابت
یک U آن، در که T 7→ UTU−١ به شکل تبدیلات یعنی می دهد، تغییر داخلی خودریختی های به تنها
متعارف٢ گروه یک M نوی من فون جبر هر که است این توجه قابل نتیجه است. M روی یکانی عملگر
که ϕ حالت توسط نه می شود، تعیین M توسط تنها که دارد بیرونی» «خودریختی های از یک-پارامتری

می شود. استفاده نوی من فون جبر تعریف برای
یک پیمانه ای گروه اما است، همانی تبدیل شامل تنها II نوع یا I نوع عامل یک پیمانه ای گروه

مجموعۀ مثال، برای است. پیچیده تر بسیار III نوع عامل

{t ∈ R : است. داخلی خودریختی یک T 7→ UtTU−t},

نوع عامل های بی شماری تعداد بین دادن تمییز برای می تواند که است M از پایایی و R از زیرگروهی
گیرد. قرار استفاده مورد III

به طور که است عامل هایی رده بندی نوی من، فون جبر نظریۀ مهم دستاورد یک رده بندی٣. .۴ . ٢
هستند. متناهی بعد جبرهای حدهای معنی، یک به که هستند عامل هایی اینها هستند. متناهی بعد تقریبی۴
پیمانه، است. (مدول) پیمانه پایا تنها می کند، تفکیک آنها انواع به را عامل ها که بعد تابع برد بر علاوه

است. آمده گرد پیمانه ای خودریختی گروه از که است معینی فضای روی شار یک
منظم نمایش های با مرتبط II نوع عوامل تشخیص دیرینۀ مسالۀ به زیادی توجه حاضر حال در
موضوع آن، از که است [IV.10 §2] آزاد گروه های مورد ویژه، علاقۀ مورد موارد از یکی می شود. گروه ها
مانده اند: باقی باز اساسی پرسش های از برخی شدید، تلاش وجود با است. شده شکوفا آزاد احتمال نظریۀ
مولد سه روی و دو روی آزاد گروه های با مرتبط عامل های آیا که نیست معلوم مقاله این نگارش زمان در

نه. یا هستند یکریخت
رده بندی را روش هایی تا می کند تلاش که است بوده زیرعامل۵ نظریۀ مهم، پیشرفت های از دیگر یکی
از شگفت آور و توجه قابل قضیه ای یابند. تحقق می توانند عامل ها سایر درون در عامل ها می شود که کند
وضعیت های در است، ابعاد پیوستۀ مقادیرِ نرم آن، در که II نوع وضعیت در که می دهد نشان جونز۶ وان
نتیجه، این با مرتبط ترکیبیات بپذیرند. را گسسته ای مقدارهای تنها می توانند زیرعامل ها ابعاد معینی
١Alain Connes ٢canonical group ٣classification ۴approximately ۵subfactor theory ۶Vaughan

Jones
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ظاهر [III.46] گره ها١ نظریۀ در به ویژه ریاضیات، از نامربوط کاملا به ظاهر بخش های دیگر در همچنین
شده اند.

٢C∗ جبرهای .٣
کمک هیلبرت فضای روی گروه یک از نمایش یک ساختار توصیف به نوی من فون جبرهای نظریۀ
برای است. ممکن یکانی نمایش های تمامی از درکی آوردن به دست هدف، اوقات از بسیاری اما می کند.

می گردیم. باز عملگری جبرهای نظریۀ از متفاوت اما مرتبط بخشی به مسأله، این کردن روشن 
این بگیرید. نظر در را H هیلبرت فضای یک روی کراندار عملگرهای همه از B(H) مجموعۀ
الحاقی ها؛ تشکیل و ضرب، جمع، نظیر جبری، اعمال یکی است: متفاوت کاملا ساختار دو دارای مجموعه

عملگری نرم نظیر تحلیلی، ساختارهای دیگری

∥T∥ = sup{∥Tu∥ : ∥u∥ ≤ ١}.

در تحلیلی). فرض (یک ∥T∥ < ١ کنید فرض مثال، برای نیستند. یکدیگر از مستقل ساختارها این
هندسی سری صورت این

S = I + T + T ٢ + T ٣ + · · ·

می کند: صدق زیر برابری در آن S حد و ِهمگراست B(H) در

S(I − T ) = (I − T )S = I.

نتیجه می توان به راحتی مطلب این از جبری). نتیجۀ (یک است وارون پذیر B(H) در I − T نتیجه در
متعلق اعداد قدرمطلق بزرگترین از است عبارت (که r(T ) یعنی ،T عملگر هر طیفی شعاع که گرفت

است. آن نرم با برابر یا کوچکتر ( T طیف به
ساختارها این [که می رود پیش به جهت این در بیشتر خیلی طیفی، شعاع به مربوط جالب فرمول
باشد نرمال T اگر .r(T ) = limn→∞ ∥Tn∥١/n که می کند حکم دستور این نیستند]. مستقل هم از
.∥Tn∥ = ∥T∥n که داد نشان می توان آن گاه باشد، خودالحاقی T اگر به ویژه و ،(TT ∗ = T ∗T )

جبری ساختار بین نزدیکی بسیار رابطۀ بنابراین است. T نرم با برابر دقیقاً T طیفی شعاع نتیجه در
دارد. وجود تحلیلی ساختار و الحاقی عملگر با مرتبط جبری ساختار مخصوصاً ،B(H)

١knot theory ٢C∗-Algebras



٢۶ عملگری ٢۶جبرهای عملگری ٢۶جبرهای عملگری جبرهای

ساختاری A مانند C∗ جبر یک نیست. آنالیزی و جبری ارتباط این دربارۀ B(H) ویژگی های همۀ
نیست آن جای بماند. باقی معتبر قبلی پاراگراف دو استدلال تا دارد ویژگی کافی اندازۀ به که است مجرد
ضرب، نرم، که مهم بسیار شرط یک که است گفتن شایان اما کنیم، ارائه C∗ جبرهای از دقیق تعریفی که

از است عبارت می کند مربوط هم به را ∗ عمل و
∥a∗a∥ = ∥a∥٢, a ∈ A

فضای روی عملگرها از خاصی رده های که می کنیم توجه همچنین می شود. نامیده A برای ١C∗ اتحاد که
دارند. کلی C∗ جبر یک در را خود همزاد همگی غیره) و متعامد تصاویر یکانی ، (عملگرهای هیلبرت
p = p٢ = p∗ در p تصویر و می کند صدق uu∗ = u∗u = ١ در u ∈ A یکانی عضو یک مثال، برای

می کند. صدق
مجموعۀ می آید. به دست T ∈ B(H) عملگر یک تنها به وسیلۀ C∗ جبر یک از ساده مثال یک
توسط شده تولید C∗ جبر هستند T ∗ و T از چندجمله ای هایی حدهای که S ∈ B(H) عملگرهای همۀ
امر این باشد؛ نرمال T اگر تنها و اگر است جابه جایی T توسط شده تولید C∗ جبر می شود. نامیده T

است. نرمال عملگرهای اهمیت دلایل از یکی
باشد، [III.9] فشرده [III.92] توپولوژیک فضای یک X اگر جابه جایی. C∗ جبرهای .٣ . ١
اعمال از (موروثی طبیعی جبری اعمال به f : X → C پیوستۀ توابع از مرکب C(X) مجموعۀ آن گاه
اعمال این حقیقت، در می شود. مجهز ∥f∥ = sup{|f(x)| : x ∈ X} نرم یک و (C در جبری
اعداد ضرب زیرا است، جابه جایی C(X) در ضرب عمل می کند. تبدیل C∗ جبر یک به را C(X)

است. جابه جایی مختلط
C(X) یک با جابه جایی  C∗ جبر هر که می کند حکم نای مارک و گلفند از اساسی نتیجۀ یک
همریختی های همۀ گردایۀ به عنوان را X ،A شدۀ داده جابه جایی C∗ جبر یک به ازای است. یکریخت
C به X از ξ 7→ ξ(a) تابع a ∈ A هر به گلفند تبدیل این صورت در بسازید. ξ : A → C جبری

می دهد. نسبت را
قضیۀ از جدید اثباتی مثال، برای است. عملگرها نظریۀ بنیادین نتیجه یک گلفند-نای مارک قضیۀ
فضای یک روی نرمال یا خودالحاقی عملگر یک T کنید فرض باشد. زیر شرح به است ممکن طیفی،
گلفند- قضیۀ به بنا باشد. T توسط شده تولیده جابه جایی C∗ جبر A کنید فرض و است H هیلبرت
طیف با می توان را فضا این واقع در که است یکریخت X فضای یک به ازای C(X) با A نای مارک،
١C∗-identity
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A روی ϕ حالت یک S 7→ ⟨Sv, v⟩ فرمول آن گاه باشد، H در واحد برداری v اگر گرفت. یکی T
اعضای و است X روی توابع از هیلبرت فضای یک حالت، این به مربوط GNS فضای می کند. تعریف
عملگر یک به عنوان T به ویژه، می کنند. عمل اعضا، آن در ضرب عملگرهای همانند A = C(X)

با دست کم یا ضرب عملگر این با یکانی به طور T که می شود آشکار تلاش کمی با می کند. رفتار ضرب
است) بزرگتر فضای یک روی ضرب عملگر یک یک، هر خود (که عملگرهایی چنین از مستقیمی جمع

است. ارز هم
باشند، (f دامنۀ در مشمول g برد (با پیوسته توابع g و f اگر شوند: ترکیب می توانند پیوسته توابع
a خودالحاقی عنصر هر می گوید گلفند-نای مارک قضیۀ که آنجا از است. پیوسته تابعی نیز f ◦ g آن گاه
می گیریم نتیجه می نشیند، a طیف روی پیوسته توابع با یکریخت جبر یک در A مانند  C∗ جبر یک از
عملگر آن گاه باشد، a طیف روی شده تعریف پیوستۀ تابع یک f اگر و باشد خودالحاقی a ∈ A اگر که
است. C∗ جبرهای نظریۀ در کلیدی تکنیکی ابزار یک تابعی١ حسابان این است. موجود A در f(a)
از زیرمجموعه ای u طیف صورت این در .∥u − ١∥ < ٢ و است یکانی u ∈ A کنید فرض ،مثلا
روی را مختلط لگاریتم تابع از پیوسته  شاخه ای می توان نیست. −١ شامل که است C در واحد دایرۀ
که به طوری دارد وجود جبر از a = log u عنصر یک که گرفت نتیجه و کرد تعریف زیرمجموعه ای چنین
یکانی  عضوهای از پیوسته ای مسیر t 7→ eta, ٠ ≤ t ≤ ١ مسیر بنابراین .u = ea و a = −a∗

همانی عضو به کافی اندازۀ به که یکانی عضو هر لذا می کند. وصل همانی عضو به را u که است A در
می شود. متصل همانی عضو به یکانی عضوهای از مسیر یک به وسیلۀ باشد، نزدیک

.C∗ جبرهای از بیشتری مثال های .٣ . ٢
برد اگر است متناهی رتبۀ دارای هیلبرت فضای یک روی عملگر یک فشرده. عملگرهای .٣ . ٢ . ١
جبر این بستار و می دهند جبر یک تشکیل متناهی رتبۀ با عملگرهای باشد. متناهی بعد زیرفضایی آن
را K به می توان همچنین می شود. داده نشان K با و است فشرده عملگرهای جبر نام به ∗C-جبر یک

ماتریسی جبرهای «حد» به عنوان

M١(C) →M٢(C) →M٣(C) → · · ·
١functional calculus



٢٨ عملگری ٢٨جبرهای عملگری ٢٨جبرهای عملگری جبرهای

توسط خود از بعد جبر مشمول ماتریسی جبر هر آن در که کرد نگاه

A 7→

A ٠
٠ ٠


فشرده برآمدند، فردهلم نظریۀ از که انتگرالی عملگرهای جمله از طبیعی عملگرهای از بسیاری است.
متناهی بعد هیلبرت فضای آن اگر تنها و اگر است فشرده هیلبرت فضای یک روی همانی عملگر هستند.

باشد.
هدایت سمت این به را ما ماتریسی، جبرهای از حدی به عنوان K نمایش CAR. جبر .٣ . ٢ . ٢
را حدها این نمی کنیم تلاش اینجا (در بگیریم. نظر در نیز را دست این از دیگری «حدهای» که می کند

دنبالۀ یک حد باشید داشته توجه که است مهم اما کنیم، تعریف رسمی به طور

A١ → A٢ → A٣ → · · ·

حد مهم، مثال یک دارد.) بستگی Ai جبرهای نیز و Ai → Ai+١ همریختی های به

M١(C) →M٢(C) →M۴(C) → · · · ,

توسط ماتریسی جبر هر آن، در که است

A 7→

A ٠
٠ A


است عضوهایی شامل زیرا می شود، نامیده ١CAR جبر این است. خود از بعد ماتریسی جبر در مشمول
دارای C∗ جبرهای می دهد. نمایش را برمی آیند کوانتمی نظریۀ از که متعارف پادجابه جاگری روابط که
فون فرمول بندی که هستند کوانتمی آماری مکانیک و کوانتمی میدان های نظریۀ در متعددی کاربردهای

می دهند. تعمیم را هیلبرت فضای برحسب کوانتمی نظریۀ از نوی من
فضای روی G از یکانی نمایش یک g → Ug و گروه یک G اگر گروهی. C∗ جبر .٣ . ٢ . ٣
نظر در Ugهاست همۀ شامل که را H روی عملگرهای C∗ جبر کوچکترین می توان باشد، H هیلبرت
هیلبرت فضای روی منظم نمایش می شود. نامیده نمایش این توسط شده تولید C∗ جبر این گرفت؛
G که ∗Cای جبر کردیم. تعریف را آن ٢ . ٢ بخش در که است مهمی مثال G توسط شده تولید ℓ٢(G)
١canonical anticommutation relations
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گرفتن نظر در دارد. منظم نمایش به اشاره «r» زیرنویس می شود. داده نشان C∗
r (G) با می کند تولید

می شود. رهنمون هستند، متفاوت بالقوه که دیگری، گروهی C∗ جبرهای به دیگر نمایش های
∗C-جبر است، جابه جایی گروه یک این که آنجا از بگیرید. نظر در را G = Z حالت مثال، برای
یکریخت C(X) با مناسب، X یک به ازای گلفند-نای مارک قضیۀ طبق لذا و است جابه جایی نیز آن

یکریختی و است S١ واحد دایرۀ X واقع، در است.

C(S١) ∼= C∗
r (Z)

می برد. آن فوریۀ سری به را دایره روی تابع هر
و گروه ها، روی شده تعریف مثبت معین توابع به گروهی C∗ جبرهای روی شده تعریف حالت های
مطالعه و ساخته جدید نمایش های ترتیب، این به می شوند. متناظر یکانی، گروه های نمایش های به لذا
نمایش های مجموعۀ به می توان گروهی C∗ جبرهای حالت های از استفاده با مثال، به عنوان می شوند.

داد. توپولوژیک فضای یک ساختار G تحویل ناپذیر
می شود. تولید (١ ∈ Z با (متناظر U یکانی عضو یک C∗(Z)با جبر گنگ١. دورانی جبر .۴ . ٣ . ٢
∗C-جبر هر به ازای که معنی این به است، ∗C-جبری چنین برای جهانی مثال یک این این، بر علاوه
می برد. u به را U که دارد وجود C∗(Z) → A همریختی یک تنها و یک ،u ∈ A یکانی عضو و A

نیست. u یکانی عضو برای تابعی حسابان همریختی جز چیزی این واقع در
نظر در را V و U یکانی عضو دو با شده تولید ∗C-جبر یک جهانی مثال بالا، مثال به جای اگر

رابطۀ به منوط بگیریم
UV = e٢πiαV U,

دورانی جبر را آن که می آوریم به دست ناجابه جایی  ∗C-جبر یک آن گاه است، گنگ عدد یک α آن، در که
از استفاده با گرفته اند. قرار مطالعه مورد متفاوتی دیدگاه های از گنگ دورانی جبرهای Aαمی نامیم. گنگ
α١ ±α٢ اگر وتنها اگر است یکریخت Aα٢ با Aα١ که است شده داده نشان ببینید) را (پایین K نظریۀ

باشد. صحیح عدد یک
عضوهای از جفت هر که می کند ایجاب امر این که است ساده گنگ دورانی جبر که داد نشان می توان
(به کرد. خواهند تولید را Aα از نسخه یک صدق کند، بالا جابه جاگری رابطۀ در که U و V یکانی
تولید را C∗(Z) از نسخه یک اما است یکانی عملگر یک ١ کنید: توجه یکانی عضو یک حالت در تضاد
١the irrational rotation algebra



٣٠ عملگری ٣٠جبرهای عملگری ٣٠جبرهای عملگری جبرهای
به دست L٢(S١) هیلبرت فضای روی Aα از ملموس نمایش یک که می دهد اجازه ما به این نمی کند.)

است. z : S١ → C توسط ضرب عملگر V و ٢πα زاویۀ اندازۀ به دوران عملگر U آن، در که دهیم

فردهلم عملگرهای .۴
آن هم هستۀ و هسته که است T کراندار عملگر یک هیلبرت، فضاهای بین فردهلم عملگر یک
جواب متناهی تعدادی تنها Tu = ٠ همگن معادلۀ که است معنی این به مطلب این هستند. متناهی بعد
شرایط متناهی تعدادی v اگر است جواب دارای Tu = v ناهمگن معادلۀ که حالی در دارد خطی مستقل
نشان او می شود؛ ناشی انتگرال معادلات زمینۀ در فردهلم کار از اصطلاحات این کند. برآورده را خطی

است. فردهلم عملگر یک I +K آن گاه باشد، انتگرالی عملگر یک K اگر که داد
به طور اما باشند، برابر باید هم هسته و هسته بعدهای بود، نظرگرفته در فردهلم که عملگرهایی برای
(a١, a٢, a٣, . . .) نامتناهی سطری» «بردار که S یکطرفۀ١ شیفت عملگر باشد. چنین که نیست لازم کلی
صفر جواب دارای تنها Su = ٠ معادلۀ است. دست این از مثال یک می نگارد (٠, a١, a٢, . . .) به را

باشد. صفر v بردار اول مختص اگر تنها دارد جواب یک Su = v معادلۀ اما است
می شود: تعریف است، صحیح عددی که زیر، تفاضل با فردهلم عملگر یک شاخص

ind(T ) = dim(ker(T ))− dim(coker(T )).

یک یکطرفه انتقال عملگر که حالی در است، ٠ شاخص با فردهلم عملگر یک وارون پذیر عملگر هر مثلا
است. −١ شاخص با فردهلم عملگر

بگیرید نظر در را زیر خطی معادلات دستگاه دو اتکینسون٢. قضیۀ .١ . ۴ ٢٫١x+ y = ٠
۴x+ ٢y = ٠

 و
 ٢x+ y = ٠

۴x+ ٢y = ٠

 .

متفاوت کاملا آنها هسته های بعدهای اما هستند، نزدیک هم به خیلی معادلات این ضرایب که چند هر
غیربدیهی جواب راست دست دستگاه که حالی در دارد، صفر جواب تنها چپ دست دستگاه هستند:
بعد برای مشابه تبصره ای است. معادلات دستگاه ناپایدار ثابت یک هسته بعد بنابراین دارد. (t,−٢t)
پایدار ناپایدار، مقدار دو تفاضل به عنوان تعریفش خلاف بر شاخص، مقابل، در می شود. اعمال هم هسته

است.
١unilateral shift operator ٢Atkinson’s theorem
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بیان اتکینسون قضیۀ می دهد. دقیقی بیان پایداری خواص این به اتکینسون فردریک مهم قضیۀ
ایجاب این باشد. وارون پذیر فشرده عملگرهای پیمانۀ به اگر تنها و اگر است فردهلم T عملگر که می کند
دارای و بوده فردهلم خود است فردهلم عملگر یک به نزدیک کافی اندازۀ به که عملگری هر که می کند
K و فردهلم عملگر یک T اگر که می کند ایجاب همچنین باشد. فردهلم عملگر آن با یکسان شاخصی
است. T شاخص با یکسان شاخصی با فردهلم عملگر یک نیز T +K آن گاه باشد، فشرده عملگر یک
به عنوان را فردهلم اصلی قضیۀ این هستند، فشرده عملگرهای انتگرالی عملگرهای که آنجا از کنید توجه

دارد. بر در خاص حالت یک

ریاضی دستگاه های ویژگی های از دسته آن [I.3 §6.4] توپولوژی توپلیتس١. شاخص قضیۀ .٢ . ۴
که می گوید اتکینسون قضیۀ می مانند. باقی پایا دستگاه آن پیوستۀ اختلال های تحت که می کند مطالعه را
شاخص برای فرمول آوردن به دست بسیاری، زمینه های در است. توپولوژیکی مقدار یک فردهلم، شاخص
نوع این است. امکان پذیر دیگر متفاوتِ کاملا به ظاهر توپولوژیکِ مقادیر برحسب فردهلم عملگر یک
قدرتمندی کاربردهای اغلب و هستند توپولوژی و آنالیز بین عمیق روابطی دهندۀ نشان اغلب فرمول ها

دارند.
به شکل ماتریسی دارای توپلیتس عملگر یک است. توپلیتس عملگرهای شامل مثال ساده ترین

است: زیر خاص

T =



b٠ b١ b٢ b٣ . . .

b−١ b٠ b١ b٢ . . .

b−٢ b−١ b٠ b١ . . .

b−٣ b−٢ b−١ b٠ . . .

... ... ... ... . . .


.

{bn}∞n=−∞ ضرایب دنبالۀ می مانند. باقی ثابت ماتریس قطر هر طول در درایه ها دیگر، عبارت به
عملگر نماد که می کند تعریف مختلط صفحۀ در واحد دایرۀ روی را f(z) = ∑∞

n=−∞ bnz
−n تابع

هیچ گاه که است پیوسته تابعی نمادش که توپلیتس عملگر یک داد نشان می توان می شود. نامیده توپلیتس
چیست؟ آن شاخص است. فردهلم نمی شود، صفر

به می شود: داده صفر غیر مختلط اعداد به واحد دایرۀ از نگاشتی به عنوان نماد به کردن نگاه با جواب
مسیری چنین بنیادی توپولوژیکی ثابت غیرصفر. مختلط صفحۀ در بسته مسیر یک به عنوان دیگر، عبارت
١Toeplitz index theorem



٣٢ عملگری ٣٢جبرهای عملگری ٣٢جبرهای عملگری جبرهای

می توان می چرخد. ساعت عقربه های خلاف جهت در مبدأ دور که دفعاتی تعداد است: آن چرخشی١ عدد
مثال برای است. f چرخشی عدد قرینۀ f غیرصفر نماد با توپلیتس عملگر یک شاخص که کرد ثابت
S یکطرفۀ انتقال مربوطه، توپلیتس عملگر آن گاه باشد، (+١ چرخشی عدد (با f(z) = z تابع f اگر
از خاص بسیار مورد یک توپلیتس شاخص قضیۀ .(−١ شاخص (با شدیم مواجه آن با پیش تر که است
مختلف عملگرهای شاخص های برای توپولوژیکی فرمول یک که است [V.2] آتیا-سینگر٢ شاخص قضیۀ

می دهند. رخ هندسه در که می دهد فردهلم
یک از فشرده اختلال های که دهد می نشان اتکینسون قضیۀ نرمال٣. اساساً عملگرهای .٣ . ۴
با که می شود عملگر یک از خواصی مطالعۀ به منجر امر این هستند. ”کوچک“ معنی یک به عملگر
مجموعۀ از است عبارت T عملگر یک اساسی طیف مثال، برای می مانند. باقی ثابت فشرده اختلال
عملگر دو فشرده). عملگرهای پیمانه به وارون پذیر (یعنی، نیست فردهلم T − λI که λ مختلط اعداد
UT١U∗ که به طوری باشد داشته وجود U یکانی عملگر یک اگر هستند هم ارز اساسی به طور T٢ و T١
از زیبا قضیه ای باشد). فشرده T٢ − UT١U∗ (یعنی باشند یکی فشرده عملگر یک تقریب با T٢ و
تنها و اگر هستند اساسی به طور نرمال یا خودالحاقی عملگر دو که می کند حکم [VI.80] وایل۴ هرمان

باشند. یکسانی اساسی طیف دارای اگر
آنجا از است. نامناسب قضیه این در نرمال عملگرهای به شدن محدود که شود استدلال است ممکن
عملگرهای که نیست مناسب تر آیا نمی کنند، تغییر فشرده اختلال با که هستیم ارتباط در خواصی با که
است؟ فشرده T ∗T − T ∗T آن برای که T مانند عملگرهایی یعنی، – نظربگیریم در را نرمال اساساً
عملگر یک از مثالی S یکطرفۀ انتقال می شود. منتظره غیر نتیجه ای به منجر ناچیز به ظاهر تغییر این
اینچنین نیز آن الحاقی اساسی طیف که گونه همان است، واحد دایرۀ آن اساسی طیف است. نرمال اساساً
بنابراین دارد. +١ شاخص S∗ و −١ شاخص S زیرا باشند، هم ارز اساساً نمی توانند S∗ و S اما است؛
در است. نیاز مورد نرمال اساسی به طور عملگرهای رده بندی برای اساسی، طیف ورای جدیدی، اجزای
هم ارز اساساً T٢ و T١ نرمال اساساً عملگرهای اگر که می شود نتیجه اتکینسون قضیۀ از به راحتی واقع
نیست، اساسی طیف در که λ هر به ازای بلکه باشند داشته یکسانی اساسی طیف باید تنها نه آن گاه باشند،
١٩٧٠ دهۀ در گزاره این عکس باشد. برابر T٢ − λI فردهلم شاخص با باید T١ − λI فردهلم شاخص
عصر به منجر که جدیدی کاملا روش های از استفاده با فیلمور٧ پیتر و داگلاس۶، رون براون۵، لری توسط

شد. ثابت گردید، توپولوژی و ∗C-جبر نظریۀ بین تعاملات از جدیدی
١winding number ٢Atiyah–Singer index theorem ٣essentially normal operators ۴HermannWeyl
۵Larry Brown ۶Ron Douglas ٧Peter Fillmore
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جبری توپولوژی ابزار حضور براون-داگلاس-فیلمور کار توجه قابل ویژگی یک .K نظریۀ .۴ . ۴
گلفند-نای مارک، قضیۀ اساس بر که باشید داشته یاد به .K نظریۀ به ویژه است؛ آنها کار در [IV.6]
همۀ هستند؛ یکسان و یکی جابه جایی ∗C-جبرهای مطالعۀ و (مناسب) توپولوژیک فضاهای مطالعۀ
انتقال جابه جایی ∗C-جبرهای به گلفند-نای مارک یکریختی طریق از می توان را توپولوژیکی روش های
تا داد تعمیم بیشتر می توان را روش ها این از کدام یک بپرسید که است طبیعی مشاهده، این با داد.
نظریۀ مثال بهترین و اولین آورد. فراهم ناجابه جایی  یا جابه جایی  از اعم ∗C-جبرها همۀ دربارۀ اطلاعاتی

است. K
همریختی هر به و K(A) آبلی گروه یک A ∗C-جبر هر به K نظریۀ آن، شکل ابتدایی ترین در
به عنوان می توان را K(A) سازندۀ بلوک های می سازد. متناظر آبلی گروه های همریختی یک ∗C-جبرها

فضاهای روی عملگرها این که است این تعمیم نگریست؛ A با مرتبط تعمیم یافتۀ فردهلم عملگرهای
K(A) گروه شده اند. Aجایگزین ∗C-جبر عناصر با مختلط اسکالرهای آن در که می کنند عمل هیلبرتی
اگر بنابراین تعمیم یافته . فردهلم عملگرهای چنین همۀ فضای همبندی مؤلفه های گردایۀ از است عبارت
آن گاه داریم)، کار و سر کلاسیک فردهلم عملگرهای با صورت این در (که A = C مثال، به عنوان
عملگرهای از مسیر یک با فردهلم عملگر دو که می شود نتیجه واقعیت این از مطلب این .K(A) = Z

باشند. یکسانی شاخص دارای اگر تنها و اگر می شوند وصل هم به فردهلم
اجزای از انواعی از است Kممکن نظریۀ کلاس های که است Kاین نظریۀ بزرگ قوت نقاط از یکی
آن می توان که می کند تعریف K(A) در کلاس یک p ∈ A تصویر هر مثلا باشند. شده ساخته گوناگون
(٢ . ٢ (بخش عامل ها رده بندی به را K نظریۀ امر این گرفت. نظر در P برد برای ”بعد“ یک به عنوان را
گنگ دورانی جبرهای مانند ∗C-جبرها مختلف خانواده های رده بندی در مهم ابزاری و می دهد ارتباط
غیربدیهی تصویری هیچ شامل اصلا است ممکن گنگ دورانی جبر که می شد تصور (زمانی است. شده
یکی بود. C∗ جبرهای K نظریۀ توسعۀ در مهم گامی ریفل١ مارک توسط تصاویری چنین ساخت نباشد:
مانند متناهی بعد موضعی به طور جبرهای C∗ برای الیوت جورج رده بندی قضیۀ زیبا، مثال های از دیگر

می شوند. تعیین K نظریۀ پایا های توسط کاملا جبرهایی چنین است. CAR جبر
مخصوصاً ناجابه جایی ∗C-جبرهای برای K نظریۀ گروه های محاسبۀ مسألۀ که است شده مشخص
پیشرفت های برخی واقع، در است. توپولوژی با مهمی ارتباط های دارای گروهی، ∗C-جبرهای برای
متخصصین به طریق بدین داده اند. رخ صورت این به C∗ جبرهای نظریۀ طریق از توپولوژی در کلیدی
داشتند، K نظریۀ برای توپولوژی دان ها به که را دینی از بخشی که می دهد را امکان این عملگری جبرهای
١Marc Rieffel



٣۴ عملگری ٣۴جبرهای عملگری ٣۴جبرهای عملگری جبرهای
برای K نظریۀ از توصیفی که است باوم-کن١ حدس زمینه این در سازماندهی اصلی مشکل کنند. ادا
پیشرفت های از بسیاری می کند. پیشنهاد جبری توپولوژی در آشنا پایاهای حسب بر گروهی ∗C-جبرهای

داگلاس، براون، اکتشافات چشمگیری طرز به که است کاسپاروف٢ گنادی کار نتیجۀ امروز به تا حدس این
بلکه نرمال اساساً عملگرهای تک عضوی مجموعه های دادن پوشش برای تنها نه داد؛ گسترش را فیلمور و
مؤلفۀ حاضر حال در کاسپاروف کار .C∗ جبرهای برای یعنی عملگرها، ناجابه جایی دستگاه های برای

است. عملگری جبرهای نظریۀ مرکزی

ناجابه جایی هندسۀ .۵
به جای مختصاتی توابع مورد در کردن فکر با را هندسه می توان که داد نشان [VI.11] دکارت٣ ابداع
،x آشنا مختصاتی توابع این داد: انجام آنها متقابل روابط و فضا در نقاط مورد در مستقیم کردن فکر
نقطه ای» «تصویر از گذر ایدۀ این از نمونه ای چشم به می توان را گلفند-نای مارک قضیۀ هستند. z و ،y
نظریۀ موفقیت نگریست. X روی پیوسته توابع از متشکل C(X) جبر میدانی» «تصویر به X فضای
تصویر از است ممکن میدانی تصویر آیا ببینیم که می خواند فرا امر این به را ما عملگری جبرهای در K
«نقطه  ای» هیچ دارای که ناجابه جایی C∗ جبرهای بر می توان را K نظریۀ زیرا باشد، قوی تر نقطه ای

کرد. اعمال نیستند، (C به (همریختی های
راهی امتداد در حرکت عملگری جبرهای نظریۀ در پژوهش بخش های انگیزترین هیجان از یکی
∗C-جبر یک که را ایده این کن۴ ناجابه جایی هندسۀ برنامۀ در است. داده گسترش را افکار این که است
تا می رود پیش و می گیرد گرفت، نظر در ناجابه جایی» «فضای یک روی توابع از جبری به سان باید را کلی
جدیدی کاملا ساختارهای همچنین و توپولوژیکی و هندسی ایده های از بسیاری «ناجابه جایی» روایت های
هندسۀ ایده های خلاق صورت بندی از ناجابه جایی هندسۀ دهد. ارائه را ندارند جابه جایی همزاد هیچ که

دارد. سر و کار نقطه ها، با نه توابع، و عملگرها با تنها ولی می شود شروع معمولی
می کند، منعکس را S١ توپولوژیکی ویژگی های همۀ C(S١) جبر بگیرید. نظر در را S١ دایرۀ مثلا
متشکل زوج به بلکه C(S١) به تنها نه آن فاصلۀ) به (مربوط متریک ویژگی های کردن لحاظ برای اما
اگر که کنید توجه می نگریم. H = L٢(S١) هیلبرت فضای روی D = i d

dθ عملگر و C(S١) جبر از
یک نیز Df − fD جابه جاگر آن گاه باشد، (H روی ضرب عملگر یک (به دیدِ دایره روی تابع یک f
D و C(S١) می توان را دایره روی نقاط بین زاویه ای فاصلۀ نتیجه در است. ،i dfdθ در ضرب عملگر
١Baum–Connes conjecture ٢Gennadi Kasparov ٣Descarte ۴Connes
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آورد: به دست زیر فرمول به کمک
d(p, q) = max{|f(p)− f(q)| : ∥Df − fD∥ ≤ ١}.

وضعیت های از بسیاری و این در را «ds قوس طول «واحد نقش |D|−١ عملگر که می کند استدلال کن
می کند.١ بازی دیگر پیچیده تر

این دارد، ناجابه جایی هندسۀ در مرکزی اهمیتی و می گیرد نظر در کن که مثال هایی از دیگری جنبۀ
کافی اندازۀ به k که وقتی است کنید) نگاه را ۵ . ١ (بخش اثردار عملگر یک |D|−k عملگر که است
را ناجابه جایی  هندسۀ اثرها، با محاسبات باشد. ١ از بزرگتر k که است لازم دایره، مورد در باشد. بزرگ
نام های به ناجابه جایی» جبری «توپولوژی نوع دو اکنون می کند. مرتبط [IV.6 §4] کوهمولوژی نظریۀ به
دو این بین ارتباط داریم؛ را می شود نامیده دوری٢ کوهمولوژی که همولوژی از جدیدی نوع و K نظریۀ

است. شده فراهم کلی بسیار شاخص قضیۀ یک توسط
آنها بر می شود را کن روش های (که را ناجابه جایی ∗C-جبرهای که دارند وجود متعددی فرآیند های
هستند؛ آن از نمونه هایی Aθ گنگ دورانی جبرهای می سازند. هندسی کلاسیک داده های از کرد) اعمال
دایره [I.3 §3.3] قسمتی خارج فضای می شوند اعمال گنگ دورانی جبرهای آن به که کلاسیکی تصویر
توپولوژی، و هندسه کلاسیک روش های در است. θ [صحیح] مضرب های با دوران های گروه به نسبت
موفق تر بسیار Aθ طریق از ناجابه جایی رویکرد اما بریم، به کار را خارج قسمتی فضای این نیستیم قادر

است.
هندسه دیدگاه از فیزیک اصلی قوانین باید که است این گمانه زنانه اما هیجان انگیز امکان یک
به کلاسیک مکانیک از گذر مشابه می تواند ناجابه جایی ∗C-جبرهای به گذر کرد. مطالعه ناجابه جایی
در نقشی ناجابه جایی ∗C-جبرهای که است کرده استدلال کن روی، هر به باشد. کوانتمی مکانیک

پذیرد. انجام کوانتمی فیزیک به گذر اینکه از پیش حتی می کنند بازی فیزیکی دنیای توصیف
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ریاضی اندیشۀ و فرهنگ
۴٧ تا ٣٧ صص. (١٣٩۴ (بهار ۵۶ شماره

ریاضیات در تعمیم
صادقی نژاد نوراله و محمدیان، رستم روئین، مارال

چکیده
ریاضیات آموزش و یادگیری در تعمیم اهمیت و نقش بررسی پیش رو،  مقاله هدف
شونفیلد١، توسط شده معرفی راهیاب های از یکی به عنوان تعمیم چگونه این که و است
مقاله، این در کند. کمک یادگیرندگان در ریاضی تفکر ایجاد و مسئله حل در می تواند
دیدگاه از هم و منطقی دیدگاه از هم آن، تعریف و تعمیم کلی مفهوم که است شده سعی
واقع در گیرد. قرار بحث مورد آن انواع الگوهایی، بیان با و گردد مطرح روان شناختی
ریاضی در متوالی تعمیم های ثبت جز چیزی ریاضیات «تاریخ که گزاره این بررسی به
مثال هایی ذکر با و کرده بررسی ریاضی تعمیم در را تجسم نقش می پردازیم. نمی باشد»
راهیاب از استفاده که می دهیم نشان و پرداخته تعمیم از کاربردهایی به هندسه و جبر از
برعکس، بلکه گیرد قرار استفاده مورد مسائل، حل در نمی تواند همواره خاص» «حالت
مسئله می توان آن، تعمیم با و عمومی تر و کلی تر حالت در مسئله تغییر با اوقات گاهی

کرد. حل آسان تر را

مقدمه .١
این دبیرستان آخر سال های دانش آموزان و دانشجویان در ریاضی تفکر ایجاد راه های از یکی
دهند. ارائه را جدیدی  مسئله یا قضیه خود، که کنیم ترغیب را آنها و شود داده اجازه آنها به که است
فکری که است این مهم بلکه است، ابتدایی و ساده چقدر شده ارائه مسئلۀ یا قضیه که نیست مهم

تجسم. راهیاب، مسئله، حل ریاضی، آموزش .تعمیم، کلیدی. کلمات و عبارات
ایران) ریاضی (انجمن ١٣٩٣ ©

٣٧



٣٨ ریاضیات در ٣٨تعمیم ریاضیات در ٣٨تعمیم ریاضیات در تعمیم

هدف این به رسیدن راه یک است. مهم تر آن پاسخ از مناسب و تازه سؤال علم، در چون باشد، تازه
تعمیمی به صورت را مطالب می توانیم که آنجا تا و بیاموزیم را دادن تعمیم فکر آن ها به که است این
که داد یاد آنها به باید کنند. فکر فهم قابل ریاضی مطلب هر تعمیم  درباره که بخواهیم و دهیم ارائه
و دانشجویان برای باید ریاضی. در متوالی تعمیم های ثبت جز نیست چیزی ریاضیات تاریخ تمام
مفهوم در شکلی به تاکنون بشر، علمی پیشرفت های تمام راز شاید که کرد خاطرنشان دانش آموزان
اعداد به طبیعی اعداد از اعداد، سیستم تعمیم منظور خاص تر، بیانی در البته است، نهفته تعمیم
حتی ریاضی کارهای بیشتر است. نهفته جبری سیستم های و جبری اعداد به گویا، اعداد به صحیح،
بعضی البته داشته اند. وجود که است مفاهیمی و کارها تعمیم معمولا برجسته، ریاضی دانان نتایج
کارشان درنتیجه نیست، آشکار تعمیم این که می دهند ارائه طوری را خود نتایج خاص، مهارتی با افراد
در تعمیم نقش بنابراین دارد، سروکار انتزاعی ایده های تعمیم با ریاضیات .[١] می رسد نظر به مهم تر

.[١٢] است مهم بسیار ریاضی آموزش در ریاضی دانش پیشبرد

تعمیم مفهوم .٢
می کنیم: آغاز سؤال این طرح با را بحث این

تقسیم مساوی قسمت سه به را آن ضلع هر داریم؛ متساوی الاضلاعی مثلث
می شود؟ ایجاد جدید پاره خط چند می کنیم.

دانش آموزان توسط پاره خط ها شمردن  به وسیله آن حل پرسش، این طرح از هدف که می کنیم توجه
واداشته تفکر به و نمی کنند پیدا دست جدیدی معلومات به دانش آموزان روش، این با زیرا نیست
کنیم تقسیم مساوی قسمت سه به دوباره را شده ایجاد پاره خط های از یک هر اگر حال نمی شوند.
ناتوان پاره خط ها شمردن از دانش آموزان تا دهیم ادامه مرحله به مرحله را پرسش طرح روند این و
که گفت می توان حالت، این در کنند، پیدا nام مرحله ی برای کلی پاسخ یک کنند تلاش و شوند
در مسئله حل از رضایت احساس است. کرده پیدا دست مفهوم دار و پایه ای مسئلۀ یک به محصل
حل راه که کند پیدا را آن توان باید یادگیرنده بلکه نیست، ما شرط پاسخ، به رسیدن و خاص حالت
است حالت این در نکند؛ بسنده خاص حالت چند یا یک به تنها و بیابد کلی حالت در را مسئله
است مسئله حل راهیاب های از یکی تعمیم، .[١٠] گفت سخن مسئله حل از رضایت با می توان که
تعمیم، واقع در دانست. تعمیم الگوهای و توصیف شناخت، نتایج از می توان را ریاضیات تاریخ و

می کند: بیان را زیر مفهوم دو و است منطقی کنش یک
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مشترک کیفیت آن، توسط که است انتزاعی فکریِ عملیاتِ یک روان شناسی، دیدگاه از (١)
.[٧] می شود داده بسط ذهنی به صورت پدیده ها، یا اشیا از گروهی

تصوراتی به غنی، محتوای با محدود حوزه ی یک ریز تصورات از حرکت منطقی، دیدگاه از (٢)
.[٧] می باشد ضعیف تر محتوای و وسیع تر حوزه ی با

آید. دست به اولیه تعریف از که شود اشیائی از بزرگ تری  دسته شامل که است تعریفی تعمیم،
به طوری که بدهد، وسیع تری  نتیجه قضیه، فرض همان با که است قضیه ای ،A مانند قضیه یک تعمیم
آن از بیشتر یا A قضیۀ  نتیجه همان ،A  قضیه از کمتری فرض با یا می آید، دست به آن از A  قضیه
در مختلط). اعداد به حقیقی اعداد یا میانگین مقدار قضیۀ به رول قضیۀ تعمیم (مانند آید دست به
قسمت یک از را نتیجه ای یا قضیه یک بتوانیم که می باشد نیز موضوع این تعمیم، از منظور این جا
مسئلۀ اثبات مثال، به طور .[١] کنیم حل و بررسی را آن آن جا در و برده دیگری قسمت به ریاضی

می باشد: مختلط اعداد با آن اثبات مستلزم زیر
مرکز از که خطوطی کنید ثابت کنید، ترسیم ضلع هر روی مربعی مفروض، چهارضلعی یک «در

.[۵] آبل١)» وان (قضیۀ هستند برابر طول دارای و متقاطع می شوند، ترسیم مربعات
است: کرده طبقه بندی G٣ و G٢ و G١ نام های به گروه سه در را تعمیم معنی میچلمور٢

اشیا خواص از مستقل «فهم به عنوان را آن دیویدوف٣ مفهوم: یا تجرد برای مترادفی :G١
و تعویض پذیر  حلقه هر نمونه، (به عنوان .[٨] می کند تعریف کامل» کلاس یک در یکسان
نظر در تجرید گام اولین به عنوان آن را دریفیوز۴ و است.) ماکسیمال ایده آل دارای یکدار
می گیرند کار به «تجرید-تعمیم»۶ مفهوم برای را معنی همین وایت۵ و میچلمور است. گرفته

.[٨]
دارند: نمود سه دادن ها بسط این موجود: مفهوم از توسیع یک :G٢

که بیابد دیگر مواردی شخص، که می افتد اتفاق هنگامی و است تجربی بسط اولی، −
.[٨] بگیرد بر در را موجود مفهوم

در ریاضی اشیاء از کلاس یک که می افتد اتفاق زمانی و است ریاضی تعمیم دومی، −

نمونه (به عنوان .[٨] باشد شده جاسازی متفاوت تشابهات اساس بر بزرگ تر کلاس
است.) پیوسته مشتق پذیر، تابع هر

١Van Aubel’s theorem ٢Mitchelmore ٣Davydov ۴Dreyfus ۵White ۶Abstract-General



۴٠ ریاضیات در ۴٠تعمیم ریاضیات در ۴٠تعمیم ریاضیات در تعمیم

مشخصات تأمل، با ریاضی دان یک که می افتد اتفاق زمانی و است ریاضی ابداع سومی، −

دست به را جامع تری مفهوم تا کند، حذف یا دهد تغییر را مفهوم یک ویژگی های و
میانگین مقدار  قضیه تعمیم که کوشی  قضیه به می توان نمونه (به عنوان .[٨] بیاورد

کرد.) اشاره است
می کند تعریف روندی به صورت را تعمیم دابینسکی١ موجود: مفاهیم با ارتباط در قضیه ای :G٣
همچنین می رود. کار به متفاوت شرایطی در و می شود بیان دوباره موجود، الگوی یک آن در که
این به پیچده است. قدرتمند و پیچیده فعالیتی ریاضی، تعمیم روند است: نوشته اسکمپ٢
می شود، انگاشته نادیده آن محتوای موقتاً که حالی در است، سبک ساختار از متأثر که دلیل

.[٨] کند بازسازی را موجود الگویی تا می کند کنترل را هوشیاری که دلیل این به قدرتمند
است: زیر شرح به می شود استفاده ریاضیات در که تعمیم از الگو نوع دو

به نتیجه خودِ از عمومی الگوی یک شناخت با که تعمیمی نتیجه٣. بر مبتنی تعمیم .٢ . ١
 مشاهده و کردن دنبال اعداد، از سری محاسبۀ یک با گویند. نتیجه بر مبتنی تعمیم از می آید دست
تعداد مجموع  محاسبه در مثلا .[۶] می آید دست به محاسبات  نتیجه از مشخص، نظمی و قاعده
می آوریم دست به خاص حالت چند برای را فرمولی معلوم، عددی تا ١ از طبیعی، اعداد از متناهی

می زنیم: حدس nام حالت برای را کلی تری فرمول آن، طبق و

١ + ٢ + ٣ + · · ·+ ١٠ =
١٠ × (١٠ + ١)

(٢ . ١)٢

١ + ٢ + ٣ + · · ·+ n =
n× (n+ ١)

(٢ . ٢)٢

تعمیم را می شود ختم نتیجه به که فرآیندی از حاصل تعمیم فرآیند۴. بر مبتنی تعمیم .٢ . ٢
دارد خود در را قبلی نتایج به وابسته مراحل از خاص زنجیری که راه یک یعنی گویند، فرآیند بر مبتنی
را آن سپس می کنیم، آغاز مثلث از ابتدا ضلعی n یک قطرهای تعداد  محاسبه در مثال، برای .[۶]
فرآیندهای به که می رسیم نتایجی به فرآیندها این طی در می کنیم، محاسبه ضلعی ۵ و ضلعی ۴ برای

کنیم. محاسبه نیز ضلعی n یک برای را قطرها تعداد می توانیم این رو از و است وابسته قبل
١Dubinsky ٢Skemp ٣Result pattern generalisation ۴Process pattern generalisation
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تعمیم کاربرد .٣
بررسی به سپس می دهیم، نشان هندسه و جبر در را تعمیم از کاربردهایی مثال، ذکر با نخست
آن تعمیم فکر و فیثاغورث  قضیه از تاریخچه ای بیان به آخر در می پردازیم. تعمیم در تجسم نقش
حل در نمی تواند همواره خاص» «حالت راهیاب از استفاده که می دهیم نشان همچنین و پرداخته
عمومی تر و کلی تر حالت به مسئله تغییر با اوقات گاهی برعکس، بلکه گیرد قرار استفاده مورد مسائل،

کرد. حل آسان تر را مسئله می توان آن، تعمیم با و

بیابید. دوم درجه   معادله ریشه های حاصل ضرب برای کلی فرمول یک جبر. در مثالی .٣ . ١
در ax٢ + bx + c = ٠  معادله ریشه های حاصل ضرب برای c

a آشنای فرمول معمول به طور
دلخواه  نتیجه به آن ها ضرب و ریشه دو مزدوج فرمول از استفاده با که است آمده درسی کتاب های

می رسیم:

(٣ . ١) −b+
√
b٢ − ۴ac

٢a × −b−
√
b٢ − ۴ac

٢a =
b٢ − (b٢ − ۴ac)

۴a٢ =
c

a

درجه  معادله ریشه های حاصل ضرب بخواهیم اگر زیرا دارد محدودیت روش این که اینجاست مشکل
حل برای حال هر به گیرد. قرار استفاده مورد نمی تواند روش این بیابیم را بالاتر یا و چهارم سوم،

می گیریم: نظر در را nام درجه   معادله کلی تر، حالت در مسئله

(٣ . ٢) a١xn + a٢xn−١ + · · ·+ anx+ an−١ = ٠

نوشت: می توان بنابراین باشند. α١, α٢, . . . , αn−١, αn ،(٣ . ٢)  معادله ریشه های که کنید فرض

(٣ . ٣) (x− α١)(x− α٢) . . . (x− αn−١)(x− αn) = ٠

می رسیم: زیر  معادله به (٣ . ٣)  معادله در عوامل کردن ضرب با

(۴ . ٣)
x

n + · · · − α١α٢ . . . αn−١αn = ٠ فرد؛ nهای برای
xn + · · ·+ α١α٢ . . . αn−١αn = ٠ زوج؛ nهای برای

داریم: a١ بر (٣ . ٢) معادله ی تقسیم با

(۵ . ٣) xn +
a٢
a١
xn−١ + · · ·+ an

a١
x+

an+١
a١

= ٠



۴٢ ریاضیات در ۴٢تعمیم ریاضیات در ۴٢تعمیم ریاضیات در تعمیم

ریشه های حاصل ضرب که می رسیم نتیجه این به (۵ . ٣) و (۴ . ٣) معادلات  جمله به جمله مقایسه ی با
یک تنها نه حال می باشد. an+١

a١ زوج nهای برای و −an+١
a١ فرد nهای برای چندجمله ای معادلات

یا خاص جبری دانش گونه هیچ به بالا روش بلکه داریم، چندجمله ای  معادله هر برای کلی فرمول
.[۵] ندارد نیاز فرمولی

ارائه تجسم از متفاوتی و مفید ایده های محققان کلی طور به تعمیم. در تجسم نقش .٣ . ٢
عکس ها، به کارگیری تجسم، تعبیر است. خلاقیت تولید و تدریجی پیشرفت قابلیت تجسم داده اند.
 مبادله و تشریح هدف با تکنولوژی، ابزار و وسیله هر یا کاغذ روی ذهن، در نمودارها تصاویر،
بیان پرسمگ١ آنهاست. گسترش و درک ها ترقی و پیشین  ناشناخته ایده های  درباره تفکر و اطلاعات
می توان بنابراین نهایی. نتیجه گیری یک سوی به حرکت یا درک به است کمکی تجسم، که می کند
چیزی نمودار یک تجسم به راجع نمی توان اما کرد، صحبت مسئله یک یا و مفهوم یک تجسم  درباره
مسئله کردن مجسم و است مسئله یک فکری تصویر به مربوط مسئله، یک یا مفهوم یک تجسم گفت.
تجسم، روند بنابراین شود. ادراک تصویر یک یا نمودار یک شرایط در مسئله که معناست این به
شود. حل راه روش از قسمتی عنوان به نمودار- بدون -یا نمودار با تصویرسازی شامل که است آن
به و باشد داشته دانش آموزان ریاضی  تجربه در کامل نقشی باید بصری، تفکر که می کند ذکر تورنتون٢
یادگیری روش های در ارزشمند و مسئله حل برای قدرتمند وسیله ای جبری، فهم  دهنده توسعه عنوان
و ترجمه خلاقیت، حاصل هم و محصول هم تجسم، آرکاوی٣ گفته های به بنا گردد. مطرح متفاوت
با به صورت را اطلاعات تنها نه تجسم که می کند ادعا فیشبین۴ عکس هاست. و تصاویر تأثیرات
شده گفته همچنین و هست نیز مسائل حل راه به رسیدن در مهمی عامل بلکه می کند، منظم معنایی
ختم رسمی و عمومی جوابی به که باشد روندی می تواند می رود: فراتر هم این از حتی تجسم نقش که

.[١٢] می شود
تعدادی اختیار در را زیر مسئلۀ ریاضی، تعمیم در تجسم نقش بررسی برای همکارانش و ییلماز۵
راست خط یک روی آن ها سه تای که نقطه n از راست خط «چند دادند: قرار خود دانش آموزان از
سه سپس نقطه، دو ابتدا بلکه نشد، داده دانش آموزان به مستقیماً مسئله این می گذرد؟» نباشند واقع
برخی همکارانش، و ییلماز نظر از شوند. مسئله تعمیم متوجه خودشان تا شد داده آنها به . . . و نقطه
تعمیم ها توانستند سختی به بنابراین شدند، مشکل دچار تعمیم کشف و روابط فهم در دانش آموزان از
کنند بررسی را موضوع این بتوانند تا شد داده دانش آموزان به ساده مسئلۀ این کنند. فرمول بندی را
١Presmeg ٢Tornton ٣Arcavi ۴Fishbien ۵Yilmaz
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آن را و دهند تعمیم را مسئله ای بتوانند تا می کنند استفاده خود فکر روند در تجسم، از چگونه که
فکر انتزاعی مسائل به تجسم طریق از دانش آموزان که رسیدند نتیجه این به آنها کنند. فرمول بندی
تجسم است: گفته [١٢] فیشبین که همان طور دارد. ریاضی تعمیم در مهمی نقش تجسم، و می کنند
فرمول آوردن دست به و زمان کمترین در تعمیم ساختن و وضوح حس ایجاد برای ضروری عاملی

است.

ABCDEF اگر می دهیم: قرار توجه مورد را آن تعمیم و زیر مسئلۀ حال هندسه. در مثالی .٣ . ٣
ثقل مراکز GHIJKL آنگاه باشد، مساوی) لزوماً (نه موازی مقابل اضلاع با ضلعی شش یک
با ضلعی شش یک تشکیل ،ABC و BCD ،CDE ،DEF ،EFA ،FAB مثلث های
از استفاده و BE قطر رسم با مسئله این اثبات می دهند. را موازی و مساوی هم با روبروی اضلاع

می شود. ساده تر خیلی مثلث ها در تشابه

و ضلعی ده ضلعی، هشت حالت های به را مسئله این می توان آیا که می پرسیم خود از حال
اضلاع با ABCDEFGH ضلعی هشت قبل، حالت ضلعی شش به جای اگر دهیم؟ تعمیم . . .
حادث مساوی و موازی مقابل اضلاع با ضلعی هشت یک آنگاه بگیریم، نظر در را موازی مقابل

می شود.
است برقرار (n ≥ ٢)A١, A٢, . . . , An ضلعی های ٢nبرای کلی حالت در نتیجه حقیقت در
یک زیرتقسیماتش، . . . A٢A٣A۴و . . . An+١ A١A٢A٣و . . . An ضلعی های n ثقل مراکز که
قضیه ای از اثبات برای اینجا در .[٣] می دهند تشکیل را مساوی و موازی مقابل اضلاع با ضلعی ٢n
برای را مسئله و می کنیم استفاده است کرده اثبات ضلعی ها n ثقل مرکز مورد در ،[١١] یاگلوم١ که

می دهیم. تعمیم ضلعی ها ٢n
١Yaglom



۴۴ ریاضیات در ۴۴تعمیم ریاضیات در ۴۴تعمیم ریاضیات در تعمیم

را نتایج و ایده ها از بعضی تعمیم، بحث در گاهی شروط١. شکستن و هندسی سیر .۴ . ٣
که رول  قضیه در مثال، به طور می کنیم. استخراج موجود نتایج هندسی ساختار بررسی و تحلیل از
اگر باشد. مشتق پذیر (a, b) در و f ∈ C[a, b] که کنید «فرض است: شده شناخته خوبی به
f ′(c) = ٠ و c ∈ (a, b) که دارد وجود c مانند نقطه یک حداقل آنگاه ،f(a) = f(b)

و f ∈ C[a, b] «اگر می رسیم: میانگین مقدار  قضیه به رول،  قضیه شرط شکستن با است.»
به طوری که c ∈ (a, b) که دارد وجود c مانند نقطه یک حداقل آنگاه باشد، مشتق پذیر (a, b) در
نتیجه این به قضیهرول در f(a) = f(b) شرط شکستن با اینجا در «.f ′(c) = f(b)−f(a)

b−a

باشد؟ g دلخواه تابع کسر، مخرج اگر گفت می توان چه که می افتیم فکر این به نهایت در رسیدیم.
باشند مشتق پذیر (a, b) در و f, g ∈ C[a, b] «اگر کرد: جستجو لاگرانژ قضیه در می توان را پاسخ
نقطه ای حداقل آنگاه ،g(a) ̸= g(b) و g′(x) ̸= ٠ ،x ∈ (a, b) هر به ازای که کنیم فرض و

.[٩] «f ′(c)
g′(c) = f(b)−f(a)

g(b)−g(a) به طوری که دارد وجود c ∈ (a, b) مانند

مسائل بعضی حل در خاص» «حالت راهیاب از استفاده در خاص؟. حالت یا تعمیم .۵ . ٣
آن در را اصلی مسئلۀ حل سپس و می کنیم حل خاص تر حالت در را مسئله معمولا ما ریاضی،
همیشه خاص حالت راهبرد با مسئله حل آیا که است این می شود مطرح که سؤالی می کنیم. جستجو

می کنیم: معطوف ریاضی دانان بعضی  گفته به را توجه مان اینجا در می کند؟ آسان را حل راه
آسان تر نیز آن حل و باشد اصلی مسئلۀ شامل که کرد مطرح کلی تری مسئلۀ می توان آیا ببینیم «بیایید

.[۵] پولیا٣) از نقل به (لایب نیز٢ باشد؟»
١Breaking condition and geometric evolution ٢Leibnitz ٣Polya
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(دیریکله است.» ساده تر کنیم حل مستقیم را خاصی مسئلۀ که این از کلی تر مسئلۀ حل اوقات «گاهی
.[۵] پولیا) از نقل به ددکیند١ و

یک با اینجا در می رسد، نظر به محال نما گفته این باشد؛ آسان کلی تر مسئلۀ حل است ممکن
B و A «اگر کنید: توجه زیر مسئلۀ به .[٢] نمی آید محال ما نظر در دیگر که می دهیم نشان مثال
AX تلاقی نقاط هندسی مکان باشد، دایره همان قطر xy و باشند مفروض دایره ی روی ثابت نقاط
اگر حال است. مشکل حالت این در مسئله این حل نیست).» قطر AB) کنید تعیین را BY و
از خاصی حالت که اصلی، مسئلۀ از راحت تر بسی آن اثبات کنیم بیان زیر کلی شکل به را مسئله
وتر XY و باشند مفروض  دایره روی شده گرفته نظر در ثابت نقاط B و A اگر می باشد: است آن
است. دایره یک BY و AX خطوط تلاقی هندسی مکان آنگاه باشد، دایره همان روی حرکت قابل

.[۴] هستند) نامساوی طول، در XY و AB)

می باشد. امکان پذیر مثلث ها تشابه از استفاده Xو ′Y ′ XYو وترهای رسم با مسئله این اثبات
مثلث های تمام به میلاد) از قبل سال ۵٠٠) فیثاغورث قضیۀ ابتدا در فیثاغورث. قضیۀ .۶ . ٣
بسط و شد بیان میلاد) از قبل سال ٣٠٠) پاپوس٢ توسط آن تعمیم و شد داده تعمیم صفحه درون
عدد سه که یافتند فیثاغورث شاگردان گرفت. انجام (١۶١٩) دکارت توسط بعدی سه فضای به آن
١Dirichlet & Dedekind ٢Papus



۴۶ ریاضیات در ۴۶تعمیم ریاضیات در ۴۶تعمیم ریاضیات در تعمیم

اعدادی از سه تایی دنبال به ریاضی دانان سپس .x٢+y٢ = z٢ به طوری که یافت می توان را صحیح
نیست طبیعی اعداد از سه تایی هیچ که کرد بیان فرما و نیافتند چیزی و x٣ + y٣ = z٣ که بودند
زیرتصویری در (او فرما١). آخر قضیۀ ) کند؛ صدق (n > ٢) xn + yn = zn  معادله در که
ندارم.) نوشتن برای کافی جای ولی کرده ام کشف جالبی اثبات که نوشت دیوفانت٢ اعداد علم از
اعداد بخش پذیری قضیۀ و کردند آن اثبات برای بسیاری تلاش ریاضی دانان سال، ٣۵٨ طول در
سال در نهایت در است. ضروری مدرن جبر برای که آمد وجود به فرما قضیۀ با ارتباط در صحیح،
چگونه که می کنیم توجه .[٧] کرد اثبات را فرما قضیۀ صفحه ای ١٣٠ مقاله ای در ویلز٣ اندرو ١٩٩۵
پیدایش موجب آن نتایج و واداشت کار به را ریاضی دانان قرن چندین آن تعمیم و فیثاغورث قضیۀ

گردید. ریاضیات در جدیدی شاخه های

نتیجه گیری .۴
مسائل، حل در را فهم قابل و آسان تر راهی که بوده آن بر سعی همواره ریاضیات، آموزش در
یک برای را کاربردی و موفق حل های روش خوبی به اگر کلی به طور دهیم. ارائه دانش آموزان به
و دهیم سوق کمتر فرضیات با آن، مشابه مسائل به را دانش آموزان فکر و کنیم شناسایی مسئله
حالت در را مسئله می توان یا است؟ تعمیم قابل شده داده مسئلۀ آیا که کنیم مطرح را پرسش این
ساده مسئلۀ یک طریق این به و کرده ایم مواجه جدیدی مسئلۀ با را آن ها آنگاه نمود؟ حل عمومی تر
می شود. آن ها در ریاضی تفکر ایجاد موجب که آورده ایم وجود به دانش آموزان برای برانگیز چالش و
به طوری که است، داشته وجود ریاضیات در همواره آن، حل و مسئله یک دادن تعمیم فکر و تعمیم
دادن تعمیم ایده های و متوالی تعمیم های جز چیزی ریاضی شاخه های از بسیاری و ریاضیات تاریخ

نمی باشد. نتایج و مسئله
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ریاضی اندیشۀ و فرهنگ
۶٨ تا ۴٩ صص. (١٣٩۴ (بهار ۵۶ شماره

دینامیکی دستگاه های در حدّی مجموعه های بر یادداشتی
رزمی نیا ابوالحسن

است. باز همواره زمینه ها همه روی به خلاقش ذهن که کامبیز برادرم به تقدیم

چکیده
مهندسی، و ریاضیات حوزۀ در مشترک مباحث از یکی به عنوان دینامیکی دستگاه های
خود به را محققین از بسیاری توجه پژوهشی، باز میدان های از یکی به عنوان امروزه
مانای رفتار وضعیت دستگاه ها، این مهم ویژگی های جمله از است. داشته معطوف
این ماندگار حالت وضعیت ما است. نوشتار این موضوع که است زمان گذر در آن ها
حدی مجموعه های می کنیم. صورت بندی حدّی مجموعه های چارچوب در را دستگاه ها
تحقیقات، عمدۀ و می دهند نشان را غیرخطی یا خطی دستگاه های مانای حالت رفتار
است. یافته تمرکز گذرا) رفتار مقابل (در فیزیکی دستگاه های رفتار از بخش این روی
و شبه تناوبی رفتار تناوبی، رفتار تعادل، نقطۀ از: عبارت اند حدی مجموعۀ نوع چهار
مورد حالت، فضای دید از را مجموعه نوع چهار این از یک هر مقاله این در آشوب.

می دهیم. قرار مطالعه

سرآغاز .١
که اخیر دهۀ چهار طی اما می گردد، بر دور بسیار سال های به دینامیکی دستگاه های مطالعۀ
از پررنگ تر مبحث این گرفته، انجام آن کاربردهای و آشوب زمینۀ در گسترده ای و جدی مطالعات
ریاضی ًکاملا مفهوم یک به عنوان آشوب پدیدۀ آغاز، در است. گشته ظاهر علمی جامعۀ در گذشته

آشوب. حدی، مجموعه های دینامیکی، دستگاه کلیدی. کلمات و عبارات
ایران) ریاضی (انجمن ١٣٩٣ ©

۴٩



۵٠ حدی ۵٠مجموعه های حدی ۵٠مجموعه های حدی مجموعه های

آنها بودن آشوبی امروزه که رفتارهایی از بسیاری فیزیکی، دستگاه های در یا و می شد گرفته نظر در
ویژگی های یا رفتارها و دیده تصادفی ناخواسته سیگنال های و نوفه ها به صورت است، شده ثابت
مای۴ و اسمیل٣ ، فایگن باوم٢ ، لورنتس١ توسط که کارهایی متعاقب می شدند. شناخته نامطلوبی
نمونه، به عنوان که گرفت صورت شبیه سازی نوع از به ویژه حوزه این در وسیعی مطالعات شد، انجام
اولیه، مشاهدات برخلاف آشوب پدیدۀ که داد نشان داد، انجام برق مهندسی در یوئدا۵ که کارهایی
دهد. رخ می تواند غیرخطی ماهیت با فیزیکی دستگاه های از بسیاری در که است قطعی۶ پدیدۀ یک
است. گرفته شکل دینامیکی دستگاه های کیفی مطالعۀ در که بود پیشرفتی صدها از نمونه ای فقط این
در اسمیل و ٧ موزر کارهای تأثیر تحت ١٩۶٠ سالهای در دینامیکی دستگاه های داستان همۀ
شوروی، جماهیر اتحاد در سینای١١ و آرنولد١٠ ، کولموگروف٩ و برزیل در پشوتو٨ متحده، ایالات
تابعین و پشوتو و اسمیل همچون مبرزی افراد دیفرانسیلی، توپولوژی روش های شد. دگرگون به کلی
به موسوم دینامیکی دستگاه های از وسیعی دستۀ در آشوبی رفتار ماهیت درک به قادر را آن ها
روش های از مرکب ایده ای از استفاده با موزر و آرنولد کولموگروف، نمود. هذلولوی دستگاه های
معروف نظریۀ توسعۀ با را مهم تحلیلی گام نخستین توانستند سنگین، آنالیزی روش های و هندسی
مطالعۀ و همیلتونی، مکانیک توپولوژیکی، دینامیک های هموار، ارگودیک نظریۀ بردارند. KAM
دستگاه های ساختار شناخت طی که بود تلاش هایی مولود همگی دیفرانسیل، معادلات کیفی و هندسی

.[۶] می گرفت صورت دانشمندان توسط دینامیکی
و خودگردان دینامیکی دستگاه های انواع ٢ بخش در است: زیر قرار به نوشتار این ساختار
٣ بخش در کرد. خواهیم مرور پیشنیاز، به عنوان را آن ها مهم ویژگی های برخی و غیرخودگردان
شد. خواهد بیان حدی مجموعه های زمینۀ در نکاتی و تعاریف قالب در اولیه نیازهای از بعضی
مختصر بحثی به ،۵ بخش شد. خواهد معرفی ۴ بخش در حدی مجموعۀ اولین به عنوان تعادل نقطۀ
چهارمین و سومین است. یافته تخصیص متناوب جواب های یعنی حدی مجموعۀ دومین دربارۀ
بررسی ٧ و ۶ بخش های در به ترتیب آشوب و شبه متناوب جواب های نام های با حدی مجموعه های
مجموعه های چهارگانه انواع بین در را حدی مجموعه های ساختار پیچیده ترین احتمالا که شد خواهند

می باشند. دارا حدی
١Lorenz ٢Figenbaum ٣Smale ۴May ۵Ueda ۶Deterministic ٧Moser ٨Peixoto
٩Kolmogrov ١٠Arnold ١١Sinai
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مطالعه مورد دینامیکی دستگاه های انواع .٢
به شمار فیزیکی دستگاه های تحلیل ابزارهای اساسی ترین از یکی معمولی دیفرانسیل معادلات

می شود: بیان زیر ضمنی به صورت r مرتبۀ از دیفرانسیل معادلۀ یک کلی حالت در می رود.
(٢ . ١) F (t, y, ẏ, . . . , y(r)) = ٠; y ∈ Rm

به دست را Rm در مقداری و شده تعریف R × Rm(r+١) از باز مجموعۀ یک روی F آن، در که
به صورت (دست کم را ٢ . ١ در شده بیان معادلۀ m تا می سازد قادر را ما ضمنی تابع قضیۀ می دهد.
ژاکوبین که شرط این به بنویسیم زیر مانند صریح عادی دیفرانسیل معادلۀ یک به شکل موضعی)

باشد: غیرصفر F برداری میدان
(٢ . ٢) y(r) = G(t, y, ẏ, . . . , y(r−١))

در x(t٠) = x٠ آغازی شرط با ẋ = f(t, x) معادلۀ برای جواب یک (جواب) .٢ . ١ تعریف
با t٠ همراه به I(t٠, x٠) ⊂ I ⊂ R ناتهی مجموعۀ روی که است ϕ مانند پیوسته تابع هر واقع

می گردد: تعریف زیر خصوصیات
ϕ : I(t٠, x٠) ⊂ I ⊂ R → D ⊂ Rn(٢ . ٣)
t 7→ ϕ(t; t٠, x٠)(۴ . ٢)

صدق ẋ = f(t, x) معادلۀ در t ∈ I(t٠, x٠) هر به ازای و می شود داده نشان ϕ(t) نماد با جواب
.ϕ(t٠) = x٠ و می کند

می کنیم: بحث کلی ردۀ دو قالب در را پیوسته زمان دینامیکی دستگاه های ما مقاله، این در
مفاهیم از سریعی معرفی به فقط اینجا در غیرخودگردان٢. و خودگردان١ دینامیکی دستگاه های
استفاده نمادهایی از سادگی، برای زیر در کنید. رجوع [۵] و [٧] به بیشتر مطالعه برای می پردازیم؛

دارند. کاربرد بیشتر مهندسی نوشتجات در که می کنیم
x(t٠) آغازی= شرط با همراه ẋ = f(x) معادلۀ با خودگردان دینامیکی دستگاه یک .٢ . ٢ تعریف

نگاشت x ∈ D ⊂ Rn آن، در که می شود تعریف x٠

(۵ . ٢) ϕt : D → Rn

١autonomous ٢nonautonomous



۵٢ حدی ۵٢مجموعه های حدی ۵٢مجموعه های حدی مجموعه های

جریان یا شار می شود، داده نسبت معادله این جواب به x(t) = ϕt(x(t٠)) رابطۀ اساس بر که
می کند. صدق ϕ٠ = x و ϕt١+t٢ = ϕt١ ◦ ϕt٢ ویژگی دو در و دارد نام دینامیکی دستگاه این

می خوانیم. x٠ نقطۀ از گذرنده ١ مسیر را {ϕt(x٠) : −∞ < t <∞} مجموعۀ همچنین

همواره نیست، زمان به وابسته f : Rn → Rn برداری میدان که آنجا از تعریف این در
دستگاه باشد، خطی برداری میدان اگر این، بر علاوه گرفت. نظر در t٠ = ٠ را آغازی زمان می توان

می نامیم. غیرخطی صورت، این غیر در و خطی را دینامیکی

آغازی شرط با همراه ẋ = f(t, x) معادلۀ با غیرخودگردان دینامیکی دستگاه یک .٢ . ٣ تعریف
نگاشت x ∈ D ⊂ Rn آن، در که می شود تعریف x(t٠) = x٠

(۶ . ٢) ϕt : R×D → Rn

جریان یا شار می شود، داده نسبت معادله این جواب به x(t) = ϕt(t٠, x(t٠)) رابطۀ اساس بر که
دارد. نام دینامیکی دستگاه این

را آغازی زمان بنابراین و است وابسته زمان به برداری میدان غیرخودگردان، دستگاه های در
هرگاه می گوییم خطی را غیرخودگردان دستگاه همچنین گرفت. نظر در صفر کلی حالت در نمی توان

می خوانیم. غیرخطی را دستگاه صورت، این غیر در باشد؛ خطی x به نسبت برداری میدان

یک باشد داشته وجود هرگاه گوییم متناوب را ẋ = f(t, x) غیرخودگردان دستگاه .۴ . ٢ تعریف
باشیم داشته tها و xها همۀ برای که به طوری T > ٠

(٢ . ٧) f(t, x) = f(t+ T, x)

می نامیم. متناوب دستگاه تناوب دورۀ را ممکن T > ٠ کوچکترین

تغییرات دامنۀ هرگاه گوییم T تناوب دورۀ با متناوب را ϕt(t٠, x٠) جواب سخن، دیگر به
داشته t زمان های همه برای که باشد داشته وجود ν > ٠ مانند حقیقی عددی و بوده R برابر زمان
با را νهایی > ٠ چنین برای مقدار کوچکترین همچنین . ϕt+ν(t٠, x٠) = ϕt(t٠, x٠) باشیم:
با متناوب مدار را متناظر مدار صورت، این در می نامیم. تناوب دورۀ را آن و دهیم می نشان T

می نامیم. T-متناوب تناوب دورۀ
١trajectory
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از منظور باشد. ژردان٢ منحنی مدار یک γ اگر می نامیم بسته١ مدار یک را γ منحنی .۵ . ٢ تعریف
باشد. دایره یک با همسانریخت که است منحنی ژردان، منحنی

برای همچنین است. بسته مدار یک T-متناوب، جواب یک با متناظر مدار هر ترتیب بدین
است. صحیح نیز نکته این عکس خودگردان، دستگاه های

می کنیم فرض متناوب را غیرخودگردان دینامیکی دستگاه های همه نوشتار، این در .۶ . ٢ ملاحظه
شود. گفته این از غیر صریح به طور که این مگر

دستگاه های بین که است تنگاتنگی ارتباط دینامیکی، دستگاه های مطالعۀ در مهم نکات از یکی
غیرخودگردان دستگاه کنید فرض موضوع، شدن روشن برای دارد. وجود غیرخودگردان و خودگردان
تعریف θ = ٢πt/T به صورت جدیدی متغیر حال باشد. متناوب T دورۀ با ẋ = f(t, x)

زیر به شکل را مذکور غیرخودگردان دستگاه حالت فضای فرم می توان صورت این در می کنیم.
نوشت:

ẋ = f(θT/(٢π), x); x(t٠) = x(٢ . ٨)٠
θ̇ = ٢π/T ; θ(t٠) = ٢πt٠/T(٢ . ٩)

نگاشتی با n مرتبۀ از غیرخودگردان دستگاه می توان تبدیل، این با که می شود دیده روشنی به
نسبت f چون ٢ . ٨ معادلۀ در که کنید توجه نمود. تبدیل ،n+ ١ مرتبۀ از خودگردان دستگاه یک به
است. متناوب ٢π دورۀ با θ به نسبت نیز تبدیل شده دستگاه است، متناوب T دورۀ با زمان، به
تبدیل Rn × S١ استوانه ای حالت فضای به تبدیل، این با ،Rn+١ اقلیدسی حالت فضای بنابراین
ایده هایی همۀ تبدیل، این با بدین ترتیب است. دایره یک مبین S١ = [٠, ٢π) آن، در که می شود
متناوب غیرخودگردان دستگاه های روی می توان را دارد وجود خودگردان دستگاه های مطالعۀ در که

کرد. اعمال نیز

اساسی پیش نیازهای .٣
t→ ∞ برای دستگاه آن رفتار دینامیکی، دستگاه یک مانای حالت از منظور ساده، زبانی به
به باشد. کراندار که است توجه محل ما برای دستگاه یک مانای حالت از نوعی واقع در است.
١closed orbit ٢Jordan curve



۵۴ حدی ۵۴مجموعه های حدی ۵۴مجموعه های حدی مجموعه های

در مانا حالت به عنوان می شود بزرگ بی کران به صورت که t → ∞ در دستگاه رفتار دیگر، عبارت
حالت را جواب آن مانای حالت و دینامیکی دستگاه از جواب یک تفاضل همچنین نمی گیریم. نظر

می نامیم. گذرا

از U همسایگی هر برای هرگاه می نامیم x از ω-حدی نقطۀ یک را y مانند نقطه ای .٣ . ١ تعریف
دیگر، عبارت به شود. وارد (U) همسایگی این به مکرر به صورت t → ∞ برای ϕt(x) شار ،y

که باشد موجود چنان {tn} مانند زمان از دنباله یک
(٣ . ١) lim

n→∞
ϕtn(x) = y

سرانجام زمان گذشت با x نقطۀ از گذرنده جواب منحنی که است این تعریف این شهودی مفهوم
کند١. میل y نقطۀ به

می نامیم. x از ω-حدی مجموعۀ را x از ω-حدی نقاط همۀ از مرکب Ω(x) مجموعۀ .٣ . ٢ تعریف
است. وابسته x به Ω(x) مجموعۀ می آید، بر نماد از چنان که

از U مانند باز همسایگی یک اگر گوییم جاذب٢ را Ω مانند ω-حدی مجموعۀ یک .٣ . ٣ تعریف
Ω(x) = Ω باشیم داشته x ∈ Ω هر برای که باشد داشته وجود چنان Ω

جواب، شار جریان تحت و است بسته Rn در حدی مجموعۀ یک کلی حالت در بنابراین
ویژه توجه محل کاربردی نظر از که هستند جاذب حدی مجموعه های همین واقع در ناورداست.
دستگاه های یا سازی ها شبیه در مستقیماً نمی توان را غیرجاذب حدی مجموعه های زیرا هستند،

نمود. مشاهده فیزیکی

به صورت را می شود داده نشان BL نماد با که L مانند مجموعه یک جذب٣ پهنۀ .۴ . ٣ تعریف
همه مجموعۀ BL واقع در می کنیم. تعریف (٣ . ٣ شده (گفته U مانند همسایگی هایی همه اجتماع

می شوند. همگرا L به نهایت در که است آغازی شرایط

در غیرخودگردان دستگاه یک برای حدی مجموعۀ تعریف که نیست فایده از خالی نکته این ذکر
تبدیل خودگردانی دستگاه به تبدیلاتی با را دستگاه این بتوانیم که این مگر است بی معنی کلی حالت

است خودش حدی α و ω مجموعۀ تعادل نقطۀ هر دید، خواهیم بعداً ١چنان که

٢Attracting ٣Basin of attraction
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نقاط واقع در که است تعریف قابل نیز α-حدی نقاط ω-حدی، نقاط مقابل در است گفتنی نماییم.
در که این جز هستند ω-حدی نقاط همانند نقاط این گویاتر، زبانی به هستند. معکوس زمان حدی
با را x نقطۀ از α-حدی نقاط همه مجموعۀ ترتیب بدین .t → −∞ باشیم داشته باید آن تعریف

می دهیم. نمایش A(x) نماد
را A ⊂ X مانند ناتهی فشرده مجموعۀ یک است. مفروض J ⊂ I مجموعۀ .۵ . ٣ تعریف

هرگاه گوییم J-ناوردا١
(٣ . ٢) ∀t٠ ∈ J,∀x٠ ∈ I(t٠, x٠) : ϕt(t٠, x٠) ∈ A

می کنیم: بیان وار فهرست را مهم نکتۀ چند قسمت این پایان در .۶ . ٣ ملاحظه
.A(x) = A(z) و Ω(x) = Ω(z) آنگاه باشند، جواب منحنی یک روی z و x اگر (آ )

هر حدی -α و ω-حدی مجموعه های حدی، مجموعۀ یک به ویژه بسته، ناوردای مجموعۀ یک (ب)
می شود. شامل را خودش نقطۀ

این شهودی بیان .x = z اگر فقط و اگر ϕt(x) = ϕt(z) داریم t مانند لحظه هر برای (پ)
یکتا به صورتی آغازی شرایط روی از خودگردان دستگاه یک از مسیر یک که است این نکته

نمی کنند. قطع را همدیگر هرگز مجزا مسیرهای و است محاسبه قابل
تنها مجانبی، پایدار خطی دستگاه یک برای داریم، خاطر به خطی دستگاه های نظریۀ از چنان که
تمام نیز حدی مجموعۀ چنین یک جذب پهنۀ این، بر علاوه .[٣] دارد وجود حدی مجموعۀ یک
سرتاسری خطی، دستگاه برای مجانبی پایداری که است نکته این بیانگر این که است حالت فضای
اما است. آغازی شرایط از مستقل دستگاه ها، دسته این برای مانا حالت دیگر، عبارت به است.
در است. مقاله این نگارش اصلی انگیزۀ همین و ندارد وجود ویژگی این غیرخطی دستگاه های برای
می باشد. غیرخطی و خطی دستگاه های تمایز وجوه از یکی مختلف، حدی مجموعه های وجود واقع
گوناگونی جذب نواحی با حدی مجموعۀ چندین می توان غیرخطی دستگاه یک در دیگر، عبارت به
برای که حالی در است. نهایی جذب ناحیه معین کننده حالت، فضای در آغازی شرایط محل که یافت
حدی مجموعۀ نوع چهار نوعاً غیرخطی دستگاه های برای ندارد. وجود وضعی چنین خطی دستگاه
مجموعه ها، این ارائه نحوه می پردازیم. یک هر اجمالی بررسی به مقاله این در که است مشاهده قابل

است. شده بحث [١] در مفاهیم این از برخی البته بود. خواهد پیچیده به ساده از به ترتیب
١J-invariant



۵۶ حدی ۵۶مجموعه های حدی ۵۶مجموعه های حدی مجموعه های

تعادل نقطۀ .۴
گوییم تعادل١ نقطۀ یک را x∗ نقطۀ ẋ = f(x) خودگردان دینامیکی دستگاه برای .١ . ۴ تعریف

.x∗ = ϕt(x
∗) باشیم داشته زمان هر در اگر

خواهیم باقی نقطه همان در همواره تعادل، نقطۀ از شروع با می گوید شهودی زبان به تعریف این
یافتن برای بنابراین .ẋ∗ = ٠ یعنی: می باشد نقطه این زمانی تغییرات عدم بیانگر خود این که ماند
حالت در این، بر علاوه کنیم٢. حل را f(x) = ٠ جبری معادلۀ است کافی مزبور دستگاه تعادل نقطۀ
غیرخودگردان دستگاه های برای حدی مجموعۀ یک به صورت نمی تواند تعریف این با تعادل نقطۀ کلی
از تعادل نقطۀ لزوماً ẋ = f(t, x) غیرخودگردان دستگاه برای دیگر، به عبارت شود. گرفته نظر در

.[٩] نمی آید به دست f(t, x) = ٠ معادلۀ حل
اسپایک یک شامل فقط فرکانسی طیف تعادل)، نقطۀ (یعنی خاص حدی مجموعۀ این برای
نظر از بنابراین است، ثابت جواب یک نقطه این که آنجا از دیگر، عبارت به است. صفر فرکانس در
حدی مجموعۀ همچنین نداریم. مقدار فرکانس ها، دیگر در و بوده DC مؤلفۀ دارای فقط فرکانسی
نقطۀ x∗ اگر ẋ = f(x) دستگاه برای است. تعادل نقطۀ خود به روشنی تعادل، نقطۀ با متناظر

بود: خواهد زیر اشکال از یکی به تعادل نقطۀ این باشد، تعادل
این در f برداری میدان ژاکوبین ماتریس اگر گوییم هذلولوی را x∗ تعادل نقطۀ هذلولوی:

نباشد. خالص موهومی ویژۀ مقادیر دارای نقطه،
f برداری میدان ژاکوبین ماتریس اگر گوییم غیرهذلولوی را x∗ تعادل نقطۀ غیرهذلولوی:

باشد. خالص موهومی ویژۀ مقدار یک حداقل دارای نقطه، این در
.[٢] است کاربردی و مهم بسیار خودگردان دستگاه های برای دسته بندی این

متناوب جواب های .۵
تعریف جداگانه به صورت غیرخودگردان و خودگردان دستگاه های برای را متناوب جواب های

کرد. خواهیم بحث اجمالی به صورت تعریف، دو این از کدام هر مورد در و می کنیم
که آنجا از ولی نباشند. تعادل نقطۀ نمایندۀ ،f(x) = ٠ معادلۀ جواب های که کرد ارائه ویژه ای مثال های می توان ٢البته
همۀ می کنیم فرض و کرده چشم پوشی آن ها بررسی از دارند آموزشی جنبه بیشتر و می دهند رخ به ندرت عمل در موارد این

است. دستگاه تعادل نقاط بیانگر جبری معادلۀ جواب های
١equilibrium



رزمی نیا ابوالحسن رزمی نیا۵٧ ابوالحسن رزمی نیا۵٧ ابوالحسن ۵٧

خودگردان. دستگاه های .١ . ۵

زمان ها همه برای هرگاه گوییم متناوب را ϕt(x∗) جواب خودگردان، دستگاه یک برای .١ . ۵ تعریف
باشیم داشته کمینه، T > ٠ یک و

(١ . ۵) ϕt(x
∗) = ϕt+T (x

∗)

خود حالت) فضای (در متناوب مسیر روی نقطه هر چون که است ضروری نکته این به توجه
زمان مبدا در تغییر به x∗ این تغییر نیست. یکتا فوق تعریف در x∗ نقطۀ است، جواب جزء
کرد. درک شهودی به صورت حالت فضای نمودار روی از به سادگی می توان را مسئله این می انجامد.

که یافت چنان را آن از همسایگی یک بتوان اگر گوییم منفرد١ را متناوب جواب یک .٢ . ۵ تعریف
یک خودگردان، دینامیکی دستگاه های برای نباشد. دیگر متناوب جواب هیچ شامل همسایگی آن

می نامند. حدی٢ چرخه یک را منفرد متناوب جواب

خودگردان دینامیکی دستگاه یک از متناوب جواب یک به عنوان حدی چرخۀ یک فرکانسی طیف
با پایه، فرکانس صحیح مضارب در اسپایک هایی و (DC (مؤلفه صفر فرکانس در اسپایکی٣ شامل
صفر دامنۀ اندازه دارای می توانند فرکانسی مؤلفه های این از برخی البته است. ،f := T−١ نماد

باشند۴.
یا شار توسط که است بسته منحنی یک واقع در حدی چرخۀ یک با متناظر حدی مجموعۀ
S١ با وابرریخت حدی مجموعۀ این می شود. پیموده تناوب دورۀ یک روی ϕt(x∗) مسیری جریان
مطلب شدن روشن برای بخوانیم. نیز دایره ها نام با را حدی چرخه های که است متداول البته و است

کنید. توجه زیر مثال به

بگیرید: نظر در را زیر به صورت پل۵ وندر معادلۀ .٣ . ۵ مثال
ẋ = y(٢ . ۵)
ẏ = ۴(١ − x٢)y − x(٣ . ۵)

نتیجۀ شود. صفر پایه فرکانس در اسپایک دامنۀ اندازۀ یعنی دهد، رخ نیز پایه فرکانس خود برای است ممکن مسئله ۴این
آن غیرصفر فرکانس اولین روی از به تنهایی نمی توان را متناوب موج شکل یک فرکانس که است این نکته این فوری

کرد. بررسی باید نیز را باقیمانده غیرصفر اسپایک های فرکانسی فاصلۀ کرد؛ محاسبه
١isolated ٢limit cycle ٣spike ۵Van der Pol



۵٨ حدی ۵٨مجموعه های حدی ۵٨مجموعه های حدی مجموعه های

است. شده آورده ١ شکل در آن فاز فضای نمودار

پل در ون دستگاه فاز فضای نمودار :١ شکل

می شویم: مواجه مدار کلی دستۀ دو با عموماً غیرخطی، دینامیکی دستگاه های مطالعۀ در
هستند. تعادل نقاط از تعمیمی واقع در که بسته مدارهای (١)

می کنند٣. وصل هم به را تعادل نقاط که هتروکلینیک٢ و هوموکلینیک١ مدارهای (٢)
معرفی خودگردان دستگاه های برای حدی مجموعۀ یک به عنوان را حدی چرخۀ زیربخش، این در

می کنیم. تعمق مدارها در بیشتر کمی ادامه در است. منفرد بسته مدار یک دیدیم کردیم.

می کند. وصل خودش به را تعادل نقطۀ یک که است مداری هوموکلینیک مدار یک .۴ . ۵ تعریف
می گوییم. هتروکلینیک کند، وصل هم به را تعادل نقطۀ دو که را مداری همچنین

نمود. مشاهده ٣ و ٢ شکل های در می توان را مدارها این از نمونه هایی

که تبدیلی با می توان را متناوب غیرخودگردان دستگاه یک غیرخودگردان. دستگاه های .٢ . ۵
زیربخش مطالب می توان بنابراین کرد. بازنویسی خودگردان دستگاه یک به شد، مطرح این از پیش
دستگاه ها گونه این خود که آنجا از این، وجود با نمود. اعمال دستگاه ها دسته این به مستقیماً را قبل

مربوط اند. تعادل نقاط بحث به که هستند خاصی مدارهای مدار، نوع دو این واقع ٣در

١Homoclinic ٢Heteroclinic



رزمی نیا ابوالحسن رزمی نیا۵٩ ابوالحسن رزمی نیا۵٩ ابوالحسن ۵٩

هموکلینیک مدار یک نمودار :٢ شکل

هتروکلینیک مدار یک نمودار :٣ شکل

بحث مورد مجزا به صورت مورد، یک به عنوان که بجاست می شوند، یافت فیزیکی موارد در وفور به
گیرد. قرار

ẋ = مانند متناوب غیرخودگردان دستگاه یک از متناوب جواب یک را ϕt(x∗, t٠) .۵ . ۵ تعریف
باشیم داشته زمان ها همه برای هرگاه می نامیم f(t, x)

(۴ . ۵) ϕt(t٠, x∗) = ϕt+T (t٠, x∗)

است. کمینه  تناوب دورۀ T > ٠ آن، در که

تناوب دورۀ با متناوب غیرخودگردان دستگاه یک شد، معرفی قبل بخش در که تبدیلی با هرگاه
در حدی چرخۀ یک به دستگاه، این از متناوب جواب شود، تبدیل خودگردان دستگاه یک به Tf کمینه
خواهد Tf از صحیح مضربی حدی چرخۀ این تناوب دورۀ که می شود تبدیل استوانه ای حالت فضای
می نامیم. ١K-تناوب جواب یک را ϕt(t٠, x∗) جواب صورت این در .T = KTf یعنی بود،
١K-period



۶٠ حدی ۶٠مجموعه های حدی ۶٠مجموعه های حدی مجموعه های

نام با K-تناوب جواب یک از K > ١ اگر و می گوییم پایه جواب اغلب را تناوب-١ جواب یک
می کنیم١. یاد kام مرتبه زیرهارمونیک

اسپایک هایی و صفر فرکانس در اسپایکی شامل ١- تناوب جواب یک از مؤلفه هر فرکانسی طیف
اسپایکی شامل K مرتبه زیرهارمونیک یک طیف ترتیب همین به است. T−١

f صحیح مضارب در
مشاهده ترتیب بدین می باشد. (KTf )

−١ صحیح مضارب در اسپایک هایی و صفر فرکانس در
در کمتری فواصل در غیرصفر فرکانسی مؤلفه های باشد، بالاتر زیرهارمونیک مرتبۀ هرچه می شود
صفر طیف در فرکانسی مؤلفه های از برخی دامنۀ است ممکن البته می شوند. پخش فرکانسی طیف

باشد.

است: زیر به صورت دافینگ معادلۀٔ .۶ . ۵ مثال

ẋ = y(۵ . ۵)
ẏ = x− x٣ − ϵy + γ cosωt(۶ . ۵)

شده داده نمایش ۴ شکل در ω = ١ و γ = ٠٫٣, ϵ = ٠٫١۵ به ازای دستگاه این فاز فضای نمودار
آورده ۵ شکل در ω = ١ و γ = ٠٫٣, ϵ = ٠٫٢٢ مقادیر برای دستگاه این از دیگری نمودار است.

است. شده

ϵ = ٠٫١۵ برای دافینگ دستگاه فاز فضای نمودار :۴ شکل

است. گرفته انجام فوریه آنالیز از الهام با تسمیه وجه ١این



رزمی نیا ابوالحسن رزمی نیا۶١ ابوالحسن رزمی نیا۶١ ابوالحسن ۶١

ϵ = ٠٫٢٢ برای دافینگ دستگاه فاز فضای نمودار :۵ شکل

روی است نقطه ای واقع در این است. به فرد منحصر x∗ پایه، جواب یک برای که کنید توجه
نشان علامتی به صورت ۴ شکل در نمودار روی می کند. عبور t = t٠ از که متناوب جواب منحنی
تعداد است، شده داده x∗ یک که K مرتبۀ از زیرهارمونیک یک برای واقع در است. شده داده

دارند: وجود زیر به صورت دیگر مقدار (K − ١)

(٧ . ۵) x∗j = ϕt٠+(j−١)Tf
(t٠, x∗); j = ١, . . . ,K

این از هرکدام ساده تر، زبانی به بگیرند. قرار استفاده مورد زیرهارمونیک شناسایی برای می توانند که
زمان ها همه برای یعنی می انجامد؛ Tf پایه تناوب دورۀ از زمان مبدأ در جابجایی به مقادیر

(٨ . ۵) ϕt(t٠, x∗) = ϕt(t٠ + jTf , x
∗
j ); j = ١, . . . ,K − ١

شده اند. مشخص شکل روی نشانه هایی با x∗j این ۵ شکل در

هیچ چراکه بی معناست زیرهارمونیک مفهوم خودگردان دستگاه های اغلب برای .٧ . ۵ ملاحظه
با مضاعف١، تناوب دوشاخگی بحث در این، وجود با ندارد. وجود Tf مانند پایه ای فرکانس
می شود گرفت، نظر در اولیه جواب برابر دو مقدار با تناوبی دورۀ دارای را جواب می توان که دید این

گرفت. نظر در دوم مرتبۀ زیرهارمونیک یک را جواب این
١Period-doubling bifurcation



۶٢ حدی ۶٢مجموعه های حدی ۶٢مجموعه های حدی مجموعه های

شبه متناوب ۶. جواب های
توابع از شمارایی مجموع به صورت را آن می توان که است تابعی شبه متناوب، تابع یک .١ . ۶ تعریف

نوشت: متناوبی
(١ . ۶) x(t) =

∑
i

hi(t)

مجموع یک این، بر علاوه است. fi = T−١
i فرکانس و Ti کمینه تناوب دورۀ دارای hi آن، در که

باشد: داشته وجود بایستی زیر ویژگی های با {f̂١, . . . , f̂p} مانند پایه فرکانس های از متناهی
است. خطی مستقل مجموعه این (١)

مانند صحیحی اعداد باشد داشته وجود مجموع)، تشکیل دهندۀ توابع (اندیس i هر برای (٢)
.fi = |

∑p
j=١ kj f̂j | که به طوری {ki, . . . , kp}

متناوب موج های شکل از مجموعی واقع در شبه متناوب موج شکل یک شهودی، معنای به
متناهی مجموعۀ یک تفاضل و مجموع از که است فرکانسی دارای جمعوندها، از کدام هر که است

است. شده ساخته پایه ای فرکانس های از

گوییم. می p-متناوب را p پایه فرکانس تعداد با شبه متناوب جواب یک .٢ . ۶ تعریف

دینامیکی دستگاه این دیدیم چنان که بگیرید. نظر در را پل وندر معادلۀ دیگر بار یک .٣ . ۶ مثال
دستگاه پارامترهای به که است f١ = T−١

١ فرکانس یا T١ تناوب دورۀ با حدی چرخۀ یک دارای
داشت خواهیم زمانی، سینوسی جملۀ یک کردن اضافه با حال دارد. بستگی

ẋ = y(٢ . ۶)
ẏ = (١ − x٢)y − x+A cos ٢πf٢(٣ . ۶)

به که شود همزمان T٢ ورودی تناوب دورۀ مضارب از برخی با می تواند جدید دستگاه این جواب
f٢ و f١ فرکانس های بودن٢ نامتناسب فرض با این، بر علاوه می شود.١ منجر زیرهارمونیک یک
این فرکانسی طیف و حالت فضای نمودار از نمونه ای یافت. دست شبه متناوب رفتاری به می توان

است. شده آورده ٧ و ۶ شکل در پل وندر شده تحریک معادلۀ
می دهد. رخ فاز قفل شده حلقۀ در که است همان مشابه این می یابد در مخابراتی دستگاه های با آشنا ١خواننده

٢incommensurate



رزمی نیا ابوالحسن رزمی نیا۶٣ ابوالحسن رزمی نیا۶٣ ابوالحسن ۶٣

سینوسی ورودی با شده تحریک پل وندر معادلۀ فاز فضای نمودار :۶ شکل

سینوسی ورودی با شده تحریک پل وندر معادلۀ فرکانسی طیف :٧ شکل

و شده اند محدود مانند حلقه منطقه یک به مسیرها می شود، دیده فاز فضای نمودار از چنان که
متناوب -٢ مسیرهای همۀ که کنید توجه البته است. شده توزیع محدوده این در یکنواختی به صورت
خوب نشانه ای می تواند حالت فضای در مسیرها از نمایشی چنین عموماً ولی ندارند ویژگی چنین
می توان مخابراتی، دستگاه های در مدولاسیون١ ایدۀ از الهام با همچنین باشد. ٢-متناوب رفتار از
شده اند مدوله دامنه در شده تحریک پل وندر معادلۀ از y(t) و x(t) توابع زمانی موج شکل که دید
آن می توان شده اند، پخش نامنظمی به صورت افقی محور روی صفر از عبور محل های که آنجا از و
مشاهده دستگاه، این فرکانسی طیف به توجه با گرفت. نظر در نیز فرکانس مدولاسیون به صورت را
شده ای توزیع باندهای کنار علاوه به خودگردان دستگاه طیف از شده تحریک دستگاه طیف که می شود

است. شده تشکیل سینوسی، جمله یک از ناشی ضعیف نسبتاً مدولاسیون یک با متناظر
١Modulation
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دو موضوع این درک برای گردد. ظاهر می تواند نیز خودگردان دستگاه های در ٢-متناوب رفتار
به صورت نوسانگر دو این اگر بگیرید. نظر در را T٢ و T١ مانند نامتناسبی تناوب دورۀ با نوسانگر
در غالب نمایش برای فرکانس دو آن در که رسید خواهیم دستگاهی به باشند، شده تزویج ضعیفی
بگذارد. نمایش به دستگاه غالب فرکانس به عنوان را خود یکی که می کنند مبارزه مرکب، دستگاه
نزدیک تناوب دورۀٔ این که به طوری باشند شده قفل تناوب دورۀ یک با مذکور نوسانگرهای اگر اما
دستگاه نهایی جواب صورت این در باشد، T٢ از صحیح مضربی نزدیک و T١ از صحیح مضربی
رفتار تولید که باشد نداشته وجود تناوبی دورۀ چنین اگر بدین ترتیب بود. خواهد متناوب مرکب،

باشیم. شبه متناوب رفتار یک بروز منتظر بایستی نماید، متناوب
٢-چنبره از وابرریخت نسخۀ روی واقع در ٢-متناوب مسیر یک خودگردان دستگاه یک در
آنجا از است. پایه فرکانس های از یکی نشان دهندۀ S١ آن، در که می گیرد قرار T ٢ := S١ × S١

نقاط همۀ قاعدتاً است، بعدی دو رویۀ یک ٢-چنبره و هستند بعدی تک منحنی های مسیرها که
دلخواه نقطۀ هر به ازای که داد نشان می توان همه این با شود. پوشانده منحنی توسط نباید رویه این
یک ٢-چنبره بنابراین و می کند عبور نقطه آن کنار از مکرر به طور همواره منحنی مسیر چنبره، روی

. بود١ خواهد ٢-متناوب رفتار برای حدی مجموعۀ
نامتناسب فرکانس های به ٢-متناوب رفتار یک چرا ببینیم هندسی نگاهی با دهید اجازه حال
دورۀ با ω١ جهت های در و می چرخد چنبره یک روی که بگیرید نظر در را مسیری است. نیازمند
صحیح اعدادی آنگاه باشند، متناسب T٢ و T١ اگر می زند. دور T٢ تناوب دورۀ با ω٢ و T١ تناوب
جهت در دور r دقیقاً مذکور مسیر یعنی این .rT١ = sT٢ که به طوری دارند وجود s و r مانند
یک نتیجه شد. خواهد بسته منحنی کامل بار یک و می زند ثانیه هر در دوم جهت در دور s و اول
در باز باشد زیاد سازی شبیه اجرای زمان هرقدر است گفتنی .rT١ تناوب دورۀ با است حدی چرخۀ
T٢ و T١ اگر اما است. مشاهده قابل ٨ شکل در مسئله این نمی شود. دیده تغییری منحنی شکل
شد نخواهد بسته هیچگاه مذکور مسیر و ندارند وجود s و r صحیح اعداد چنین نباشند، متناسب
می شود. پخش چنبره روی چگال تری به صورت منحنی باشد، زیاد هرقدر شبیه سازی اجرای زمان و
مرتبه دستگاه های در بالاتر مراتب با شبه متناوب مسیرهای است. مشاهده قابل ٩ شکل در مورد این
نسخه ای اگر است حدی مجموعۀ یک دارای p پایه بعد با شبه متناوب جواب یک می دهد. رخ بالا

باشد. p-چنبره یک از وابرریخت
حدی مجموعه های با بحث ادامۀ در نیست. تنها مسیر یک حدی مجموعۀ یک آن در که است مثالی اولین این اینجا ١تا

شد. خواهیم آشنا عجیب تری
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متناسب تناوب دوره های برای متناوب مسیر :٨ شکل

نامتناسب تناوب دوره های برای شبه متناوب مسیر :٩ شکل

آشوب .٧
آشوب از جامع تعریفی هنوز علوم، و مهندسی دنیای در آشوب ظهور از سال ها گذشت از پس
می پردازیم عام نگاهی از آشوب معرفی به اینجا در ما است. نشده ارائه باشد، همگان قبول مورد که
دستگاه یک از مانایی رفتار آشوب واقع در می کند. برآورده را مهندسی در مدل سازی نیازهای که
مانای رفتار آشوب دیگر، به عبارت نیست. پیشین مانای حالت سه از هیچ کدام که است دینامیکی
بخش این در شبه متناوب. نه و متناوب نه است، تعادل نقطۀ نه که است دستگاه یک از کرانداری

نماییم. تشریح آن فیزیکی خصوصیات با بیشتر را آشوب می کنیم سعی
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آن، در که است شده رسم ١٠ شکل در زیر معادلۀ با لورنز دستگاه حالت فضای نمودار .٧ . ١ مثال
σ, ρ, β > ٠

ẋ = σ(y − x)(٧ . ١)
ẏ = ρx− y − xz(٧ . ٢)
ż = −βz + xy(٧ . ٣)

لورنز معادلۀ بعدی سه فاز فضای نمودار :١٠ شکل

هستند. نامتناوب کرانداری، عین در دستگاه مسیرهای آید، برمی مثال این تصاویر از چنان که
نه. یا است شبه متناوب رفتار، این که داد تشخیص نمی توان تصاویر روی از که است این واقعیت

طیف های از آشوبی طیف یک می شود دیده شده، آورده [۵] در که متنوعی مثال های روی از
یک دارای آشوبی سیگنال یک طیف واقع در است. متمایز کاملا شبه متناوب و متناوب توابع
است. آشوبناک دستگاه های همۀ مشخصۀ نویز شبه طیف این است. پهن-باند و پیوسته ماهیت
دیده اسپایک هایی آشوبی، سیگنال یا تابع یک طیف در معمولا بودن، پهن-باند بر علاوه همچنین

است. طیف در غالب فرکانس های نشان دهندۀ که می شود
یک را می شوند جذب آن به آشوبناک مسیرهای که حالت فضای در هندسی شئ .٧ . ٢ تعریف

می نامیم. غریب١ ربایندۀ
١strange attractor
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آشوبناکی تعریف برای جاذب حدی مجموعۀ یک تعریف چرا که این بر مبنی منطقی دلایل
مراجع نمونه، به عنوان است. شده مطرح آشوبی دستگاه های مطالعۀ ابتدای همان از نیست، کافی
توجه است. نشده ارائه باشد همگن اقبال مورد که تعریفی هنوز همه این با ببینید. را [٨] و [۴]

گرفت. نادیده را کننده جذب مجموعه های و جاذب ها تفاوت نمی توان شود
اگر نیست؛ چنبره یا دایره مانند هندسی اشیاء سادگی به  آشوبناک، دستگاه یک جذب کننده
هم منیفلد کلی حالت در حتی آشوبی جذب کننده های گفت باید بگذاریم، پیشتر گام یک بخواهیم
اوج به غیرصحیح، ابعاد و کانتور مجموعه های کردن وارد با هندسی اشیاء این پیچیدگی نیستند.

می رسد.
پیچیده، حدی مجموعۀ و گسترده طیف بر علاوه آشوبناک دستگاه های اساسی ویژگی های از یکی
دو است: این جمله این مفهوم است. آغازی شرایط به دستگاه ها دسته این فوق العادۀ حساسیت
این از آغازشونده مسیرهای بگیرید. نظر در را متمایز) (اما هم به نزدیک دلخواه به طور اولیه شرط
اهداف برای زمانی، کوتاه از پس که به طوری می شوند واگرا هم از متناهی زمانی در آغازی شرط دو

می شوند. ناهمبسته کاملا مسیر دو این مطالعه، مورد فیزیکی

گوییم M روی اولیه شرایط به نسبت فوق حساس را M متریک فضای روی ϕ شار .٧ . ٣ تعریف
داشته وجود ،ϵ > ٠ و x ∈M هر برای که باشد داشته وجود δ > ٠ مانند حقیقی عدد یک هرگاه

.d(ϕ(T, x), ϕ(T, y)) > δ و d(x, y) < ϵ که به طوری T > ٠ و y ∈M باشد

می دهیم: ارائه آشوب از رسمی تعریفی نوشتار، این بخش پایان به عنوان

اگر: گوییم آشوبناک Λ مانند فشرده ناوردای مجموعۀ یک روی را ϕ شار .۴ . ٧ تعریف
باشد متعدی توپولوژیکی به صورت Λ روی (آ )

باشد. حساس فوق اولیه شرایط به نسبت Λ روی (ب)
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ریاضی اندیشۀ و فرهنگ
٨٢ تا ۶٩ صص. (١٣٩۴ (بهار ۵۶ شماره

گربنر پایۀ و نوتر نرمال سازی
رحمانی نازنین و هاشمی امیر

چکیده
چندجمله ای ها   حلقه ایدآل ها ی به مربوط محاسبات بهبود در که روش هایی از یکی
مناسب مولد مجموعۀ یک که است موقعیتی در ایدآل یک دادن قرار است، مطرح
رادیکال و بعد متناظر، چندگونای محاسبۀ برای مثال به عنوان آید. به دست آن برای
سرعت می توان نوتر موقعیت به نام مناسب موقعیت یک در آن دادن قرار با ایدآل یک
ماتریس تنک ترین کردن پیدا برای الگوریتم یک مقاله، این در داد. ارتقاء را محاسبات
برای می کنیم. معرفی نوتر موقعیت در ایدآل یک دادن قرار برای مختصات تغییر
می شود، محسوب محاسباتی علوم در قوی ابزاری که گربنر پایۀ مفهوم از منظور، این
به تفصیل را گربنر پایۀ و نوتر نرمال سازی مفهوم های ابتدا راستا این در می کنیم. استفاده
الگوریتم نیز پایان در می کنیم. بیان را آن ها ارتباط های و کاربردها از برخی و یادآوری

می دهیم. شرح مثال هایی ارائۀ با را نظر مورد

مقدمه .١
متغیرهای با چندجمله ای ها حلقۀ R = K[x١, . . . , xn] و میدان یک K کنید فرض
به مربوط کمیت های محاسبۀ برای باشد. R ایدآل یک I و K در ضرایب با و x١, . . . , xn
است. اهمیت حائز محاسبات حجم در و بوده برخوردار ویژه ای اهمیت از ایدآل ارائۀ شکل ،I
I ایدآل مناسب موقعیت یافتن محاسباتی جبر و جبری  هندسه در مهم مباحث از یکی بنابراین

گربنر. پایۀ نوتر، نرمال سازی کلیدی. کلمات و عبارات
ایران) ریاضی (انجمن ١٣٩٣ ©

۶٩
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موقعیت یک کردن پیدا ایدآل، یک ارائۀ شکل تغییر از منظور است. نظر مورد کمیت محاسبۀ برای
که است ذکر به لازم است. ایدآل برای مناسب مولد مجموعۀ یک یافتن نتیجه در و آن برای مناسب
مثال برای هستند. پایا ایدآل شکل تغییر تحت آن بعد مانند ایدآل یک به مربوط کمیت های از برخی
xy − ١ در y به جای x+ ỹ جایگذاری با بگیرید. نظر در را I = ⟨xy − ١⟩ ⊆ R[x, y] ایدآل
نمی کند. تغییر اید آل بعد اما بود، خواهد ⟨x٢ + xỹ− ١⟩ ⊆ R[x, ỹ] به صورت ایدآل ارائۀ شکل
موقعیت در ایدآل یک دادن قرار یعنی نوتر١ نرمال سازی ایدآل، یک برای مناسب شکل های از یکی
مستوی٣ چندگونای تصویر و ایدآل بعد ایدآل، یک رادیکال محاسبۀ در نوتر نرمال سازی است. نوتر٢
بیان نوتر موقعیت در ایدآل یک دادن قرار برای کارایی محاسباتی روش مقاله این در دارد. کاربرد
نوتر نرمال سازی محاسبۀ برای قطعی الگوریتم یک می توان گربنر۴ پایۀ به کمک روش این در می کنیم.
نرمال سازی محاسبۀ الگوریتم های بقیۀ که حالی در داد؛ ارائه مختصات تغییر ماتریس تنک ترین با
در اساسی مفهوم ها ی از یکی گربنر پایۀ مفهوم .[۵] می کنند استفاده تصادفی روش های از نوتر
دکترایش پایان نامه در بوخبرگر۵ توسط پیش قرن نیم حدود که است محاسباتی جبر و جبری هندسۀ
توجه با .[٢] نامید گربنر پایۀ را جدید مفهوم این راهنمایش استاد احترام به بعدها او شد. معرفی
است. شده تبدیل مهندسی و علوم در مهم ابزارهای از یکی به گربنر پایۀ محاسباتی، جنبه های به
که است شده نگاشته آن کاربردهای و گربنر پایۀ زمینۀ در مقاله ٣٠٠٠ بر بالغ و کتاب ۶ تاکنون

دارد. مفهوم این بودن کاربردی و اهمیت از نشان
گربنر پایۀ و نوتر نرمال سازی مفهوم های دوم بخش در که است صورت این به مقاله این ساختار
الگوریتم یک ارائۀ با سوم بخش در پایان، در می کنیم. بیان را آن  ها کاربردهای برخی و معرفی را

می کنیم. بیان را مفهوم دو این ارتباط

کاربردها و گربنر پایۀ نوتر، نرمال سازی .٢
مفهوم معرفی برای که می پردازیم جبری اصطلاحات و مفهوم ها برخی بیان به ابتدا بخش این در

می شود. توصیه [٨] مرجع مفاهیم این کامل تر مطالعۀ برای داریم. نیاز آن ها به نوتر نرمال سازی
پایۀ کاربردهای قسمت در و می کنیم معرفی مثال چند ارائۀ با را صحیح توسیع مفهوم ابتدا
S کنید فرض می دهیم. ارائه حلقه یک توسیع بودن صحیح تشخیص برای را مهمی محک گربنر
١Noether normalization ٢Noether position ٣Affine variety ۴Groebner basis ۵Buchberger
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حلقه ای توسیع یک را S صورت این در باشد. آن از زیرحلقه ا ی R و یکدار و جابجایی حلقه یک
می گیریم. نظر در R حلقه  ای توسیع یک را S ادامه، در .R ⊆ S می نویسیم و گوییم R

وجود f ∈ R[x] چندجمله ای یک هرگاه گوییم صحیح R روی را s ∈ S عنصر .٢ . ١ تعریف
.f(s) = ٠ و باشد ١ برابر x توان بزرگترین ضریب که به طوری باشد داشته

می نامیم. R صحیح حلقه ای توسیع یک را S باشند، صحیح R روی S اعضای تمام اگر
است. صحیح Q روی √d ∈ R ،d ∈ Q هر برای .٢ . ٢ مثال

π ∈ C,R زیرا نیستند، صحیح اما هستند، Z و Q حلقه های توسیع های R و C .٢ . ٣ مثال
نیست. Z یا Q در ضرایب با چندجمله ای هیچ ریشۀ

را y١, y٢, . . . , yn ∈ R صورت این در باشد. مستوی -جبر K یک R کنید فرض .۴ . ٢ تعریف
که f مانند متغیره n چندجمله ای هر به ازای هرگاه می نامیم جبری مستقل K روی

.f = ٠ باشیم داشته ،f(y١, . . . , yn) = ٠
معرفی ١٩٢۶ سال در آلمانی ریاضیدان نوتر١ امی بار اولین (که را نوتر نرمال سازی قضیۀ اکنون

می کنیم. بیان کرد)
یک I و مثبت صحیح عدد یک n میدان، یک K کنید فرض نوتر). (نرمال سازی ۵ . ٢ قضیه
و d ≤ n صورت این در باشد. R = K[x١, . . . , xn] چندجمله ای های حلقۀ در سره ایدآل

که قسمی به دارند وجود y١, . . . , yn ∈ R

هستند، جبری مستقل K روی {y١, . . . , yn} (آ )
،B = K[y١, . . . , yn] که است مولد متناهی B−مدول یک R (ب)

،I ∩B = ⟨yd+١, . . . , yn⟩ ⊆ B (پ)
x١, . . . , xn برحسب خطی چندجمله ای های y١, . . . , yd آن گاه |K| = ∞ اگر به علاوه (ت)

هستند.
روی y١, . . . , yd ∈ R/I و ایدآل یک I ⊆ R = K[x١, . . . , xn] اگر .۶ . ٢ تعریف
یک را K[y١, . . . , yd] آن گاه باشد، صحیح K[y١, . . . , yd] روی R/I و جبری مستقل K

می نامیم. R/I برای نوتر نرمال سازی
١Emmy Noether
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x که است واضح است. K[x, y]/⟨x٣ − y٢⟩ برای نوتر نرمال سازی یک K[x] .٢ . ٧ مثال
ریشه های به ترتیب y + ⟨x٣ − y٢⟩ و x+ ⟨x٣ − y٢⟩ طرفی از است. جبری مستقل K روی
K[x] روی نتیجه در و X٢ − x١)٣ + ⟨x٣ − y٢⟩) = ٠̄ و X − x(١ + ⟨x٣ − y٢⟩) = ٠̄

است. صحیح K[x] روی K[x, y]/⟨x٣ − y٢⟩ بنابراین هستند. صحیح
به ادامه در که می شود استفاده نوتر نرمال سازی به جای نوتر موقعیت مفهوم از مراجع بعضی در
که می کنیم یادآوری است. نوتر نرمال سازی معادل مفهوم این که است ذکر به لازم می کنیم. اشاره آن
می نامیم. I ایدآل بعد را هستند I ایدآل شامل که R حلقۀ اول ایدآل های از زنجیر بزرگترین طول
موقعیت در را I ایدآل باشد. d بعد از ایدآل یک I ⊆ K[x١, . . . , xn] کنید فرض .٢ . ٨ تعریف

هرگاه می نامیم نوتر
،K[x١, . . . , xd] ∩ I = {٠} (آ )

hd+i ∈ K[x١, . . . , xd+i] ∩ I \ {٠} چندجمله ای یک ،i = ١, . . . , n− d هر برای (ب)
باشد. ١ برابر xd+i توان بزرگترین ضریب که باشد داشته وجود xd+i برحسب

با مرتبط کاربردهای از برخی بیان به سپس و می کنیم معرفی را گربنر پایۀ مفهوم ادامه، در
M کنید فرض کنید. مراجعه [٣ ،١] به تکمیلی توضیحات برای می پردازیم. مقاله این موضوع
Rیک روی تک جمله ای ترتیب یک Rباشد. = K[x١, . . . , xn] در تک جمله ای ها تمام مجموعۀ

کند: صدق زیر شرایط در که است M روی ≺ کلی ترتیب
،m١m٣ ≺ m٢m٣ باشیم داشته m١ ≺ m٢ که m١,m٢,m٣ ∈ M هر برای (آ )

.١ ≺ m ،m ∈ M هر به ازای (ب)
دو xβ و xα و α, β ∈ Nn کنید فرض است. الفبایی ترتیب تک جمله ای ترتیب از مهمی مثال
(xα ≻lex x

β می نویسیم (و گوییم بزرگتر xβ از الفبایی ترتیب به نسبت را xα باشند. تک جمله ای
f تک جمله ای بزرگترین f ∈ R هر برای باشد. مثبت α− β ناصفر مؤلفۀ چپ ترین سمت هر گاه
جملۀ را آن ها حاصلضرب و پیشرو ضریب را ضریبش پیشرو، تک جمله ای را ≺ ترتیب به نسبت
کنید فرض می دهیم. نمایش LT (f) ، LC(f) ، LM(f) نمادهای با به ترتیب و می نامیم پیشرو
LT (I) نماد با را I پیشروی ایدآل باشد. R روی تک جمله ای ترتیب یک ≺ و ایدآل یک I ⊆ R

می کنیم: تعریف زیر به صورت و می دهیم نمایش
LT (I) = ⟨LT (f) | f ∈ I⟩.
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باشد. R روی تک جمله ای ترتیب یک ≺ و ایدآل یک I ⊆ R کنید فرض .٢ . ٩ تعریف
هرگاه می نامیم ≺ به نسبت I گربنر پایۀ یک را G = {g١, . . . , gs} ⊆ I متناهی زیرمجموعۀ

.LT (I) = ⟨LT (g١), . . . , LT (gs)⟩

صحیح عدد یک ٠ ≤ l < n و ایدآل یک I ⊆ R کنید فرض حذفی). (ایدآل ٢ . ١٠ تعریف
.Il = I ∩K[xl+١, . . . , xn] از است عبارت I حذفی ایدآل l−امین باشد.

به نسبت I برای گربنر پایۀ یک G و ایدآل یک I ⊆ R اگر حذف). (قضیه ٢ . ١١ قضیه
مجموعۀ ٠ ≤ l < n هر برای آن گاه باشد، x١ ≻lex x٢ ≻lex · · · ≻lex xn ترتیب

است. Il حذفی ایدآل برای گربنر پایۀ یک Gl = G ∩K[xl+١, . . . , xn]

معادلات دستگاه از متغیرها حذف برای محاسباتی روش یک حذف قضیۀ از کاربردی به عنوان
معرفی را روند این مثال یک با ادامه در می کنیم. ارائه دستگاه جواب یافتن برای چندجمله ای

می کنیم.

بگیرید: نظر در را زیر دستگاه .٢ . ١٢ مثال
x٢ + y + z = ١
x+ y٢ + z = ١
x+ y + z٢ = ١

I = ⟨x٢+y+z−١, x+y٢+z−١, x+y+z١−٢⟩ یعنی دستگاه، این با متناظر ایدآل
مجموعۀ x ≻lex y ≻lex z ترتیب به نسبت I گربنر پایۀ صورت این در می گیریم. نظر در را

بود: خواهد زیر چندجمله های
g١ = x+ y + z٢ − ١, g٢ = y٢ − y − z٢ − z,

g٣ = ٢yz٢ + z۴ − z٢, g۴ = z۶ − ۴z۴ + ۴z٣ − z٢.

مشاهده که طور همان است. بالا دستگاه جواب های همان نظر مورد دستگاه جواب های طرفی از
مقدار z۶ −۴z۴ +۴z٣ − z٢ = ٠ معادلۀ حل با است. z برحسب چند جمله ای یک g۴ می شود،
ممکن جواب های g٢ و g٣ در مقادیر این جایگزینی با می آوریم. به دست −١ ± √٢, ١, ٠ را z
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ترتیب این به می آوریم. به دست را x مقدار ،g١ در z و y مقادیر جایگزینی با نیز آخر در و y برای
بود: خواهد معادلات دستگاه جواب زیر مجموعۀ

{(١, ٠, ٠), (٠, ١, ٠), (٠, ٠, ١), (−١ +√١−,٢ +√١−,٢ +√٢),
(−١ −√١−,٢ −√١−,٢ −√٢)}

آوریم. به دست می توانیم زیر مرحلۀ دو به کمک را معادلات دستگاه یک جواب های کلی حالت در
چندجمله ای یک تا می کنیم حذف یکی جز را متغیرها همۀ مرحله این در حذف): (مرحله

آوریم. به دست تک متغیره
می آوریم. به دست را تک متغیره چندجمله ای ریشۀ ابتدا مرحله این در : توسیع) (مرحله
را متغیرها بقیۀ مقدار دیگر، معادلات در جواب ها این از یک هر جایگزینی با سپس

می آوریم. به دست
بودن صحیح تشخیص برای محکی گربنر پایۀ از استفاده با گفتیم قبل بخش در که طور همان
یک I ⊆ R = K[x١, . . . , xn] میدان، یک K کنید فرض می دهیم. ارائه حلقه ا ی توسیع یک
f̄i = fi+I می دهیم قرار ١ ≤ i ≤ k هر برای Rباشد. در چندجمله ای k ،f١, . . . , fk و ایدآل
R/I زیرحلقۀ یک B که است واضح صورت این در .B = K[f̄١, . . . , f̄k] می کنیم تعریف و
به K[f١, . . . , fk] روی h ∈ R چندجمله ای صورت چه در کنیم بررسی می خواهیم اکنون است.
زیر محک است؟ صحیح B روی h+ I صورت چه در دیگر، عبارت به یا است صحیح I پیمانۀ

می دهد. پاسخ سؤال این به

،h, f١, . . . , fk ∈ R کنید فرض بودن). صحیح (محک ٢ . ١٣ گزاره
I = ⟨g١, . . . , gs⟩ ⊆ R,

ایدآل باشند. کمکی متغیرهای t, y١, . . . , yk و ایدآل یک
J = ⟨t− h, y١ − f١, . . . , yk − fk, g١, . . . , gs⟩,

به صورت تک جمله ای ترتیب یک ≺ کنید فرض می گیریم. نظر در را
x١ ≻lex · · · ≻lex xn ≻lex t ≻lex y١ ≻lex · · · ≻lex yk,
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در باشد. ترتیب این به نسبت J برای گربنر پایۀ یک G و K[x١, . . . , xn, t, y١, . . . , yk] روی
وجود g ∈ G یک اگر تنها و اگر است صحیح I پیمانۀ به K[f١, . . . , fk] روی h صورت این
.p > ٠ آن، در که باشد LM(g) = tp به صورت آن پیشروی تک جمله ای که به طوری باشد داشته

می کند. تعریف I پیمانۀ به K[f١, . . . , fk] روی h برای صحیح چندجمله ای یک g به علاوه

f١ = x١−٣٢ ،I = ⟨x١٢−x٣٢⟩ ⊆ K[x١, x٢, x٣, x۴] ،K = Q کنید فرض .١۴ . ٢ مثال
کنیم. بررسی I پیمانۀ به K[f١, f٢] روی را x۴ و x٣ بودن صحیح می خواهیم .f٢ = x١٢x٢ و

ایدآل های
I١ = ⟨t− x٣, y١ − f١, y٢ − f٢, I⟩, و I٢ = ⟨t− x۴, y١ − f١, y٢ − f٢, I⟩,

ترتیب به نسبت ایدآل ها این گربنر پایۀ می گیریم. نظر در K[x١, . . . , x۴, t, y١, y٢] در را
x١ ≻lex · · · ≻lex t ≻lex · · · ≻lex y٢,

مجموعه ها ی
G١ = {t٢ − y١ − ١, x− ٣ − t, x٢۴ − y٢, x١٢ − x٢٣},

G٢ = {x۴ − t, x٢۴ − y٢, x٣٢ − y١ − ١, x١٢ − x٢٣}

x٣ پس است، t٢ − y١ − ١ پیشروی تک جمله ای t٢ چون قبل، گزارۀ به توجه با بنابراین است.
به K[f١, f٢] روی x۴ که حالی در است صحیح x٢٣ − f١ − ١ با I پیمانۀ به K[f١, f٢] روی

نیست. صحیح I پیمانۀ

محاسبه را آن گربنر پایۀ به کمک می کنیم، بیان ایدآل بعد برای که تعریفی به توجه با اکنون
می کنیم.

تعریف زیر به صورت می توان را I ایدآل بعد باشد. ایدآل یک I ⊆ R کنید فرض .١۵ . ٢ تعریف
کرد:

dim(I) = max{|u| | u ⊆ {x١, . . . , xn}, I ∩K[u] = {٠}}.

  مجموعه زیر هر برای تعریف، این از استفاده با I ایدآل یک بعد محاسبۀ برای
استفاده با و می کنیم تعریف u ≺lex {x١, . . . , xn} \ u ترتیب یک u ⊆ {x١, . . . , xn}
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بزرگترین اندازۀ صورت این در می آوریم. به دست I ایدآل برای را Gu گربنر پایۀ ترتیب، این از
بعد از تعریف این است. I ایدآل بعد Gu∩K[u] = {٠} که u ⊆ {x١, . . . , xn} زیرمجموعۀ
قضیه [۴] مرجع به بیشتر توضیحات (برای است معادل کردیم، ارائه آن از قبلا که تعریفی با ایدآل

کنید). مراجعه ٣-۵-١
ابتدا می کنیم. بیان مختصر به طور را نوتر نرمال سازی کاربردهای از برخی بخش، این پایان در
مراجعه [۶] به بیشتر توضیحات (برای می کنیم اشاره ایدآل یک رادیکال محاسبۀ در آن کاربرد به
I ایدآل گربنر پایۀ G و d بعد از ایدآل یک I = ⟨G⟩ ⊆ K[x١, . . . , xn] کنید فرض کنید).
در K[x١, . . . , xd] در را G چندجمله ای های ضرایب باشد. نوتر موقعیت در I کنید فرض باشد.
پیشروی ضرایب مشترک مضرب کوچکترین را µ = LCM(LC(g) | g ∈ G) می گیریم. نظر

را I : µ∗ و G چندجمله ای های
{f ∈ K[x١, . . . , xn] | ∃N ∈ N : µNf ∈ I},

١ ≤ i ≤ n− d که hd+i ∈ K[x١, . . . , xd, xd+i] ناصفر چندجمله ای های می کنیم. تعریف
به صورت I در را

hd+i = cont(hd+i).pp(hd+i),

مقسوم (بزرگترین hd+i محتوای cont(hd+i) ∈ K[x١, . . . , xd] آن در که می گیریم نظر در
بزرگترین که (چندجمله ای hd+i اولیۀ چندجمله ای pp(hd+i) و (hd+i ضرایب مشترک علیه
Ld+i = sqfr(pp(hd+i)) کنید فرض باشد. است) یک آن ضرایب مشترک علیه مقسوم
اگر .Pd+i = cont(hd+i)Ld+i می دهیم قرار باشد. pp(hd+i) مربع از خالی چندجمله ای

آن گاه P = {Pd+١, . . . , Pn}
√
I =

√
I + ⟨P, µ⟩ ∩ (I + ⟨P ⟩) : µ∗,

صفر بعد از ایدآل یک I + ⟨P, µ⟩ ایدآل ،P و µ تعریف به توجه با بود. خواهد I ایدآل رادیکال
خالی چندجمله ای یک ١ ≤ i ≤ n هر برای اگر [۴] سیدنبرگ١ لم طبق صورت این در و بود خواهد
ایدآل رادیکال آن گاه کنیم، اضافه ایدآل به را (I + ⟨P, µ⟩) ∩ K[xi] = ⟨fi⟩ که fi مربع از
نظر در را I = ⟨x۴y−٢x٢y+y, y٢ −y⟩ ⊆ K[x, y] ایدآل اگر مثال، برای می آید. به دست
I = ⟨x۴y−٢x٢y+y, y٢−y⟩∩K[x] = {٠} است یک بعد از I که این به توجه با بگیریم
١Seidenberg
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اگر است. نوتر موقعیت در I،تعریف طبق است، y برحسب تکین چندجمله ای یک y٢ − y و
آن گاه بگیریم، نظر در را µ = x۴ − ٢x٢ + ١

I + ⟨P, µ⟩ = ⟨x۴y − ٢x٢y + y, y٢ − y, x۴ − ٢x٢ + ١⟩,
نتیجه در و است صفر بعد از ایدآل √یک

I + ⟨P, µ⟩ = ⟨x۴y − ٢x٢y + y, y٢ − y, x۴ − ٢x٢ + ١, x٢ − ١, y٢ − ١⟩.
داشت خواهیم صورت این در

√
I =

√
I + ⟨P, µ⟩ ∩ (I + ⟨P ⟩) : µ∗

= ⟨x۴y − ٢x٢y + y, y٢ − y, x۴ − ٢x٢ + ١, x٢ − ١, y٢ − ١⟩ ∩ ⟨y⟩

= ⟨y٢ − y, xy٢ − y⟩.

یک تصویر که می دانیم است. مستوی چندگونای تصویر در نوتر نرمال سازی دیگر کاربرد
در ایدآل اگر اما نیست. جبری بستۀ مجموعۀ یک الزاماً تصویر نگاشت تحت مستوی چندگونای

ایدآل مثال، برای بود. خواهد ضربی بستۀ مجموعۀ یک آن تصویر باشد، نوتر موقعیت
I = ⟨xy − ١⟩ ⊆ R[x, y],

می کنیم مشاهده می گیریم. نظر در را (x, y) 7→ y ضابطۀ با π١ : R٢ −→ R تصویر نگاشت و
مجموعۀ یک که است π١(V (I)) = R\{٠} مجموعۀ π١ تحت V (I) جبری مجموعۀ تصویر که

ایدآل xy − ١ در y به جای x+ ỹ جایگذاری با اما نیست. جبری
⟨x٢ + xỹ − ١⟩ ⊆ R[x, ỹ],

است. جبری مجموعۀ یک π١(V (x٢ + xỹ − ١)) = R صورت این در و داشت خواهیم را

نوتر نرمال سازی الگوریتم .٣
شده اند، ارائه نوتر نرمال سازی محاسبۀ برای تاکنون که الگوریتم هایی که کردیم بیان مقدمه در
محاسبات مستلزم این که می کنند پیدا را مختصات تغییر ماتریس تصادفی روش های از استفاده با
ارائه بخش این در که الگوریتمی اما دارد. نیاز نیز بیشتری زمان به قطعاً که است پیچیده و طولانی
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موقعیت در آن با که دارد نیاز ایدآل یک که مختصاتی تغییر قطعی، روش یک از استفاده با می شود
ماتریس برای دیگر) روشهای به (نسبت تنک تر ماتریس یک دیگر، عبارت به یا بگیرد قرار نوتر

می کند. محاسبه را ایدآل مختصات تغییر
نوتر سازی نرمال ١ الگوریتم

.V = [x١, . . . , xn] متغیرهای و I = ⟨F ⟩ ⊆ R = K[x١, . . . , xn] ایدآل ورودی:
باشد. نوتر موقعیت در ⟨ψ(I)⟩ که طوری خطی نگاشت های از ψ مجموعۀ یک خروجی:

می گیریم. نظر در تهی مجموعۀ را ψ :١
fi که گیریم می نظر در f = fm+ · · ·+ f٠ صورت به m درجۀ از را f ∈ F چند جمله ای :٢

است. i درجه از
.fm(b١, . . . , bn−١, ١) ̸= ٠ که می کنیم انتخاب طوری را b١, . . . , bn−١ :٣

.M =


١ ··· −b١... ···

...... ١ −bn−١٠ ··· ١


−١  y١...

yn−١
xn

 دهید قرار :۴

می نامیم. F̃ را آن و می کنیم جایگذاری F در M [i] با را xi ،i = ١, . . . , n− ١ هر برای :۵

می                               نامیم. F ′ را آن و می کنیم محاسبه را ⟨F̃ ⟩∩K[y١, . . . , yn−١] گربنر پایۀ از استفاده با :۶
نظر در i = ١, . . . , n − ١ برای xi → xi − bixn خطی نگاشت و ψ اجتماع را ψ :٧

می گیریم.
روی نوتر سازی نرمال خروجی و ψ اجتماع با برابر ψ می دهیم قرار آنگاه F ′ ̸= {٠} اگر :٨

باشد. [y١, . . . , yn−١] و ⟨F ′⟩

برمی گردانیم. را ψ :٩

به صورت xn متغیر برحسب را yi متغیر n− ١ ابتدا که است صورت این به ١ الگوریتم روند
یک در جایگذاری با و می سازیم y١ = x١ − b١ · xn, . . . , yn−١ = xn−١ − bn−١ · xn
سپس می آوریم. به دست را biها برای مناسب مقادیر yn = cxmn +

∑m−١
i=٠ f̃ix

i
n چندجمله ای

از یکی مرحله هر در و می کنیم محاسبه را I ′ := I ∩K[y١, . . . , yn−١] ایدآل گربنر پایۀ به کمک
زیرا می کنیم، تکرار است ایدآل بعد d که بار n− d حداکثر را روند این می کنیم. کم متغیرها تعداد
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داشت خواهیم است، d ایدآل بعد که این به توجه با صورت این در
I ′ = I ∩K[y١, . . . , yd] = {٠}.

چندجمله ای n − d طرفی، از نمی کند. تغییر خطی متغیر تغییر با ایدآل بعد که است ذکر به لازم
نوتر، نرمال  سازی تعریف به توجه با بنابراین می سازیم. I ایدآل در K[y١, . . . , yd] روی تکین

می گیرد. قرار نوتر موقعیت در نظر مورد ایدآل
الگوریتم پایان پذیری اثبات برای شود. می نتیجه نوتر نرمال سازی لم از ١ الگوریتم درستی اثبات

می آیند. ادامه در که می کنیم استفاده نتایجی از
به صورت f(x١, . . . , xn) ∈ R و R = K[x١, . . . , xn] کنید فرض (١

f = f٠ + · · ·+ fm,

در را x̃١, . . . , x̃n−١ جدید متغیرهای باشند. i درجۀ از همگن چندجمله ای های fiها آن در که باشد
f̃٠, . . . , f̃m−١ چندجمله ای های صورت این در .bi ∈ K و x̃i = xi − bixn که می گیریم نظر

که موجودند K[x̃١, . . . , x̃n−١] در

f(x١, . . . , xn) = fm(b١, . . . , bn−١, ١)xmn +
m−١∑
i=٠

f̃i(x̃١, . . . , x̃n−١)xin.

صورت این در .f ∈ K[x١, . . . , xn] و باشد نامتناهی میدان یک K کنید فرض (٢
.f(b١, . . . , bn) = ٠ ،(b١, . . . , bn) ∈ Kn هر برای اگر تنها و اگر f = ٠

از همگن چندجمله ای یک ٠ ̸= f ∈ K[x١, . . . , xn] و نامتناهی میدان یک K اگر (٣
f(b١, . . . , bn−١, ١) = ٠ ،(b١, . . . , bn−١, ١) ∈ Kn هر به ازای که طوری باشد m درجۀ

است. صفر چندجمله ای یک f آن گاه
کنید. مراجعه ٣ صفحۀ [۴] به ٢ ادعای و [٨] به ٣ و ١ ادعاهای اثبات برای

می کنیم. بیان را زیر مثال الگوریتم، روند بهتر درک برای

ایدآل .٣ . ١ مثال
I = ⟨y٢z − wxy٢, xyz − wz٢, y٢z − wx٢yz⟩ ⊆ R = R[w, x, y, z],
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حسب بر تکینی چندجمله ای  می خواهیم می گیریم. نظر در را w ≻lex · · · ≻lex z ترتیب و
متغیرهای ابتدا منظور، این برای آوریم. به دست متغیر کوچکترین

w = y١ + b١z, x = y٢ + b٢z, y = y٣ + b٣z,

متغیرها تغییر این جایگذاری با می کنیم. جایگزین f = xyz−wz٢ مانند چندجمله ای یک در را
داشت: خواهیم را زیر چندجمله ای f در

(b٢b٣ − b١)z٣ + (y١b٣ + b٢y٢ − y١)z٢ + y٢y٣z.

و b١ = ١ می دهیم قرار نشود. صفر z٣ ضریب که می کنیم انتخاب طوری را b١, b٢, b٣ حال
ایدآل گربنر پایۀ حذفی، روش از استفاده با اکنون .b٢ = b٣ = ٠

I ′ = I ∩ R[y١, y٢, y٣] =

⟨y۵٢y٢٣y١ − y٣٣y٢y١, y۴٢y٣٣y١ − y٣٢y٣٣y١ + y٢١ y٣٣y٢, y٢٢y٢٣y٢١ + y٣٣y٢y١ − y۴٢y٢٣y١⟩,

چندجمله ای  باید بعد مرحلۀ در الگوریتم طبق پس شد، ناتهی اشتراک چون می کنیم. محاسبه را
y٢ = z٢ + b٢y٣ و y١ = z١ + b١y٣ متغیرهای نیز مرحله این در بسازیم. y٣ برحسب تکینی
چندجمله ای به g صورت این در می کنیم. جایگزین g = y٢٢y٢٣y٢١ + y٣٣y٢y١ − y۴٢y٢٣y١ در را

می شود: تبدیل زیر
− b۴٢b١y٧٣ + (b٢٢b٢١ − ۴z٢b٣٢b١ − b۴٢z١)y۶٣

+ (٢z٢b٢b٢١ + ٢b٢٢z١b١ + b٢b١ − ۶z٢٢b٢٢b١ − ۴z٢b٣٢z١)y۵٣

+ (z٢٢b٢١ + ۴z٢b٢z١b١ + b٢٢z٢١ + z٢b١ + b٢z١ − ۴z٣٢b٢b١ − ۶z٢٢b٢٢z١)y۴٣

+ (٢z٢٢z١b١ + ٢z٢b٢z٢١ + z٢z١ − z۴٢b١ − ۴z٣٢b٢z١)y٣٣

+ (z٢٢z٢١ − z۴٢z١)y٢٣.

b١ = b٢ = ١ می دهیم قرار نشود صفر y٣ ضریب که این برای قبل مرحلۀ مانند نیز مرحله این در
کنیم تعریف اگر .I ′′ = I ′ ∩ R[z١, z٢] = {٠} داریم گربنر پایۀ به کمک و

B = R[w− y− z, x− y, f(w− y− z, x− y, y, z), g(w− y− z, x− y, y, z)],



رحمانی نازنین و هاشمی امیر رحمانی٨١ نازنین و هاشمی امیر رحمانی٨١ نازنین و هاشمی امیر ٨١

بنابراین است. مولد متناهی R-مدول Bیک ،R = B[y, z] و y٣ = y که این به توجه با آن گاه
R/I =B[y, z]/

⟨
− y۴ + (w − z + x)y٣ + (z − (w − z)x)y٢,

z٣ + (−w + y)z٢ + (x− y)yz, y٢z − (w − y − z)(x− y)٢yz
⟩

تعریف طبق نتیجه در است. صحیح B/(I ∩ B) = R[w − y − z, x − y] روی
است. R/I نوتر نرمال سازی یک R[w − y − z, x− y]

محاسبۀ برای تودرتو پایه های از استفاده با مؤثر الگوریتمی [٧] روبرتز ،٢٠٠٩ سال در .٣ . ٢ مثال
به صورت را I ایدآل مثال، به عنوان کرد. ارائه نوتر نرمال سازی

⟨yz − yc− xb+ ab, zc− zx− yb+ ab, yc− zb+ ab, xy − zx− cb+ ab⟩

⊆ Q[a, b, c, x, y, z],

متغیرهای تغییر روبرتز الگوریتم می گیریم. نظر در
a 7→ a, b 7→ b− a, c 7→ c− b, x 7→ x− c, y 7→ y − a, z 7→ z + c,

مقاله، این در شده ارائه الگوریتم که حالی در می کند، محاسبه نوتر موقعیت در I دادن قرار برای را
متغیرهای تغییر

a 7→ a, b 7→ b, c 7→ c, x 7→ x− z − ٢y, y 7→ y, z 7→ z,

است. روبرتز الگوریتم توسط شده ارائه متغیرهای تغییر از تنک تر به روشنی که می دهد به دست را

ایدآل .٣ . ٣ ⟩مثال
x١x٣ + x٣u١ − x٣u٢ − u١u٣, x١u٣ − u١u٣ − u٢u٣,

x٢u٣ + x٣u١ − x٣u٢ − u١u٣, x٣u١ − x٣u٢ − u١u٣ + u٢u٣,

x٣u١u٣ − u١u٢٣
⟩
⊆ K[u١, u٢, u٣, x١, x٢, x٣],
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از استفاده با بگیرید. نظر در u١ ≻drl u٢ ≻drl u٣ ≻drl x١ ≻drl x٢ ≻drl x٣ ترتیب با را
داریم نیاز زیر متغیرهای تغییر به نوتر موقعیت در بالا ایدآل دادن قرار برای روبرتز الگوریتم

u١ 7→ u١, u٢ 7→ u٢, u٣ 7→ u٣ − u١, x١ 7→ x١ + u٢, x٢

7→ x٢ − u١, x٣ 7→ x٣ − u٢,

متغیرهای تغییر با تنها اخیر یافتۀ بهبود الگوریتم با که حالی در
u١ 7→ u١, u٢ 7→ u٢, u٣ 7→ u٣ − u١, x١ 7→ x١, x٢ 7→ x٢, x٣ 7→ x٣ − u٢.

است. تنک تر به روشنی که می گیرد قرار نوتر موقعیت در ایدآل
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ریاضی  اندیشه و فرهنگ
١٠٠ تا ٨٣ صص. (١٣٩۴ (بهار ۵۶ شماره

فیبوناتچی اعداد معکوس  دنباله و همساز  دنباله دستاوردِ   مجموعه
ترابیان پریسا و بهبودیان، جواد بلادی، صدیقه

چکیده
دنباله یک بودن کامل برای کافی و لازم شرط کامل،   دنباله تعریف ضمن مقاله این در
 دنباله یک فیبوناتچی   دنباله که می دهیم نشان و می کنیم بیان را مثبت صحیح اعداد از
 مجموعه را (xn) دستاورد  مجموعه حقیقی، اعداد از (xn)  دنباله برای است. کامل
نظر در می باشد، N از زیرمجموعه  هر I آن در که ∑

i∈I xi حقیقی مقادیر   همه
نشان دودویی بسط از استفاده با نمونه، برای می دهیم. نمایش AS(xn) با و گرفته
به موجب که می کنیم بررسی را کافی شرایط ادامه، در .AS( ١

٢n

)
=

[٠, ١] می دهیم
باشد. حقیقی اعداد  مجموعه یا و بازه یک به صورت دنباله ای دستاورد  مجموعه آن ها
به دست را فیبوناتچی اعداد معکوس  دنباله و همساز  دنباله دستاورد  مجموعه سرانجام،

می آوریم.

سرآغاز .١
فراهم نمادین به صورت آن ها دادن نشان برای را تمایلی طبیعی اعداد به بشر دیرپای دلبستگی
در هندی ریاضی دان های رومی ها و بابلی ها، مصری ها،  به وسیله تلاش هایی از پس است. کرده
اعشاری دستگاه در و امروز مدرن سیستم به شبیه سیستمی مسیح، میلاد از بعد سال ١٠٠٠ حدود

برتر. دست آور   دنباله دستاورد،  مجموعه دست یافته ، عدد کامل،   دنباله کلیدی. کلمات و عبارات
2010 Mathematics Subject Classification. 40A05;11B50; 11B39.

ایران) ریاضی (انجمن ١٣٩٣ ©
٨٣
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برای است. نکاسته دیگر سیستم های ایجاد برای علاقه از سیستم این نفوذ که هرچند کردند. ابداع
١٧ (قرن لایب نیتز زمان از یعنی دور بسیار  گذشته از را ریاضی دانان توجه دودویی سیستم نمونه،
استفاده می کند، یک و صفر ارقام تنها سیستم این که آن جا از است. کرده جلب خود به میلادی)
دو توان های از حاصل جمعی به عنوان n نوشتن با معادل ،n مثبت صحیح عدد یک دودویی نمایش
{١, ٢, ٢٢, ٢٣, . . .} از دنباله ای زیر جملات حاصل جمع به عنوان را n دیگر، به عبارت می باشد.
اعداد نمایش از بیشماری دودویی سیستم های می توان که می سازد آشکار موضوع این می نویسند.
نیاز البته ، ساخت. {١, ٢, ٢٢, ٢٣, ...}  دنباله با دیگر دنباله های کردن جایگزین از استفاده با را
مجموعه ای به عنوان را M اگر که است این باشد ارزشمند این که برای اعداد نمایش سیستم یک  اولیه
این جهت، از باشد. سیستم آن با نمایش قابل مجموعه این در عدد هر بگیریم، نظر در اعداد از
صحیح عدد هر به ازای هرگاه می نامند ١ کامل را مثبت صحیح اعداد از {x١, x٢, x٣, . . .}  دنباله
مجموع به طوری که باشد داشته وجود {xi١ , xi٢ , . . . , xik} مانند متناهی زیردنباله ای ،n مثبت
صحیح اعداد از دنباله ای تا می شود باعث شرایطی چه بدانیم مایلیم .[۵] باشد n مساوی آن جملات
 همه زیردنباله هایشان، جملات مجموع دنباله ها از نوع چه کلی تر، حالت در و باشد کامل مثبت،

می کنند. تولید را حقیقی اعداد
کامل برای کافی و لازم شرط مقاله این دوم بخش در اول، سؤال به پاسخ گویی راستای در
در می باشد. کامل  دنباله یک فیبوناتچی  دنباله که می دهیم نشان و می کنیم بیان را دنباله یک بودن
مجموع به صورت را آن بتوان که عددی یعنی ،(xn) حقیقی  دنباله توسط دست یافته٢ عدد سوم بخش
این تمام  مجموعه سپس می کنیم. تعریف نوشت، (xn) از متناهی) احتمالا) زیردنباله ای جملات
به موجب که می کنیم بررسی را شرایطی و می نامیم (xn)  دنباله ٣ دستاوردِ  مجموعه را دست یافته اعداد
دوم سؤال به روشنی به چهارم بخش در سرانجام، باشد. بازه دنباله                      ، یک دستاورد  مجموعه آن ها
تعیین را فیبوناتچی اعداد معکوس  دنباله و همساز  دنباله دستاورد مجموعه های و می گوییم پاسخ

می کنیم.
کرده اند. بیان دستاورد  مجموعه و کامل  دنباله خصوص در را مطالبی ریاضی دانان از تعدادی
کردند. بیان خصوص این در را مسائلی و تعریف را کامل  دنباله [١١] در کینگ۵ و هگات۴ ابتدا،
نتایج [١] در دیکین٧ این ، بر افزون گفت. پاسخ به وضوح مسائل این به [۴] در براون۶ سپس
بررسی تعمیم یافته فیبوناتچی  دنباله  مطالعه و معرفی با ارتباط در بودن کامل  درباره را مشخصی
١Complete ٢Achieved Number ٣Achievement set ۴Hoggatt ۵King ۶Brown ٧Daykin
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در مطالبی [٧] ریبنبویم٣ و [١٠] کاکیا٢ ،[٢] هورنیچ١ دستاورد،  مجموعه خصوص در است. نموده
با و تعیین را دستاورد  مجموعه نوع دو [٨] در جونز۴ کرده اند. بیان چهارم و سوم بخش راستای
جونز است. کرده مشخص را آن ها توپولوژیک خواص مجموعه، دو این ماهیت در اختلاف به توجه
همچنین وی باشد. همبند دنباله یک دستاورد  مجموعه به موجب آن ها، که می کند بررسی را شرایطی
تعیین باشد، ناهمبند کلا درنتیجه و کانتور  مجموعه دنباله ای دستاورد  مجموعه آن تحت که را شرایطی
مجموعه ای یا حقیقی اعداد از دنباله هر دستاورد  مجموعه که می گیرد نتیجه سرانجام جونز می کند.
است. چگال خودش در دستاورد  مجموعه درونِ یا و دارد تهی درونِ این رو از و می باشد اول  رسته از

کامل  دنباله .٢
کامل برای کافی و لازم شرط سپس می پردازیم. کامل   دنباله معرفی به  نخست بخش این در
این و است کامل فیبوناتچی   دنباله که می دهیم نشان آن، به دنبال  می کنیم. بررسی را دنباله یک بودن
  جمله دو دنباله این از هرگاه اما می کند. حفظ دنباله از دلخواه   جمله یک حذف از پس را خاصیت
می دهیم نشان این، بر افزون .[۴] داد خواهد دست از را بودن کامل ویژگی کنیم، حذف را دلخواه
 دنباله از خاصی  زیردنباله جملات مجموع به صورت یکتا، به طور می توان را مثبت صحیح عدد هر که

.[۶] و [۵] نوشت فیبوناتچی

به ازای هرگاه می نامیم کامل را مثبت صحیح اعداد از (xn)  دنباله کامل).  دنباله) ٢ . ١ تعریف
به طوری که باشد داشته وجود مثبت صحیح اعداد از I زیرمجموعۀ ،m مثبت صحیح عدد هر

.m =
∑

i∈I xi

همگرا صحیح عدد یک به (xn) متناهی زیردنباله های جملات مجموع تنها که است بدیهی
می باشد. متناهی I  مجموعه این رو، از می باشند؛

x١ = ١ شرط با متمایز) جملات با الزاماً (نه مثبت صحیح اعداد از دنباله ای را (xn) .٢ . ٢ لم
به ازای این صورت در می گیریم. نظر در xn+١ ≤ ١ +

∑n
i=١ xi ،n = ١, ٢, . . . به ازای و

به طوری که دارد وجود {١, ٢, . . . , k} از I   زیرمجموعه ،٠ < m < ١ +∑k
i=١ xi

m =
∑
i∈I

xi.

١Hornich ٢Kakeya ٣Ribenboim ۴Jones
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باشد. برقرار k ≤ N به ازای لم می کنیم فرض است. بدیهی k = ١ به ازای لم درستی اثبات.
که می دهیم نشان

٠ < m < ١ +
N+١∑
i=١

xi,

.m =
∑

j∈J xj به طوری که دارد وجود {١, ٢, . . . , N + ١} از J  زیرمجموعه که می دهد نتیجه
 رابطه در که بگیریم نظر در را mی مقادیر که داریم نیاز تنها منظور این برای
با m < ١ +∑N

i=١ xi حالت زیرا می کنند. صدق ،١ +∑N
i=١ xi ≤ m < ١ +∑N+١

i=١ xi

داریم: فرض از استفاده با بنابراین ، می شود. داده پوشش استقرا فرض به توجه

m− xN+١ ≥ ١ +
N∑
i=١

xi − xN+١ ≥ ٠.

این صورت، غیر در می شود. حاصل نتیجه ،m− xN+١ = ٠ اگر
می دهد نتیجه را {١, ٢, . . . , N} از I   زیر مجموعه وجود ،٠ < m− xN+١ < ١ +∑N

i=١ xi
قرار و تساوی دیگر طرف به xN+١ انتقال با سرانجام .m − xN+١ =

∑
i∈I xi به طوری که

□ می شود. حاصل نتیجه ،J = I ∪ {N + ١} دادن

می گیریم. نظر در x١ = ١ شرط با مثبت صحیح اعداد از نانزولی دنباله ای را (xn) .٢ . ٣ قضیه
داشته n = ١, ٢, . . . به ازای که است این (xn) بودن کامل برای کافی و لازم شرط این صورت در

باشیم:
xn+١ ≤ ١ +

n∑
i=١

xi.

این صورت در .xn+١ ≤ ١ +
∑n

i=١ xi ،n = ١, ٢, . . . به ازای می کنیم فرض اثبات.
فرض قضیه، لازم شرط اثبات برای می باشد. کامل  دنباله یک ،٢ . ٢ لم به توجه با (xn)  دنباله

آن گاه، .xn١+٠ > ١ +∑n٠
i=١ xi به طوری که دارد وجود n٠ ≥ ١ می کنیم

xn١+٠ > xn١+٠ − ١ >
n٠∑
i=١

xi

را xn١+٠ − ١ مثبت صحیح عدد بتوان به طوری که ندارد وجود J ⊆ N هیچ که می دهد نتیجه
□ داد. نمایش ∑j∈J xj به صورت
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،u١ = ١ به صورت هرگاه گوییم فیبوناتچی  دنباله را (un)  دنباله .( فیبوناتچی  دنباله) ۴ . ٢ تعریف
باشد. شده تعریف un+١ = un + un−١ ،n ≥ ٢ به ازای و u٢ = ٢

،n ≥ ٢ به ازای و F١ = F٢ = ١ به صورت اگر را (Fn)  دنباله امروزه
آن از مقاله، این در ما می گویند. فیبوناتچی  دنباله باشد، شده تعریف Fn+١ = Fn−١ + Fn

می کنیم. استفاده تعمیم یافته فیبوناتچی  دنباله عنوان تحت

نامساوی داد، نشان می توان به آسانی ریاضی استقرای از استفاده با .۵ . ٢ مثال
فیبوناتچی  دنباله این رو، از است؛ برقرار فیبوناتچی  دنباله جملات بین ،un+١ ≤ ١ +∑n

i=١ ui
می باشد. کامل قبل  قضیه به توجه با

زیر: شرط می گیریم. نظر در مثبت صحیح اعداد از نانزولی و کامل دنباله ای را (xn) .۶ . ٢ قضیه

xn+١ ≤ ١ +
n−١∑
i=١

xi, n = ١, ٢, . . .

شود. حفظ دنباله  از دلخواه  جمله یک حذف از پس (xn) بودن کامل این که برای است کافی و لازم

□ می گردد. اثبات به آسانی ٢ . ٣   قضیه از استفاده با اثبات.

فیبوناتچی  دنباله جملات بین که داد نشان می توان ریاضی استقرای از استفاده با .٢ . ٧ مثال
 جمله یک حذف از پس بنابراین، است. برقرار ،Fn+١ = ١ +

∑n−١
i=١ Fi  رابطه تعمیم یافته،

می کند. حفظ را خود بودن کامل دنباله ، این جملات از دلخواه

شرط با مثبت صحیح اعداد از نانزولی و کامل دنباله ای را (xn) .٢ . ٨ قضیه

xn+١ ≥ ١ +
n−١∑
i=١

xi, n = ١, ٢, . . .

بودن کامل این که برای است کافی (m ̸= j) xm و xj دلخواه  جمله دو حذف می گیریم. نظر در
برود. بین از دنباله

توجه با ،m = ٢ و j = ١ اگر .j < m می کنیم فرض کلیت، دادن دست از بدون اثبات.
کامل پس باشد؛ داشته یک با مساوی  جمله یک باید مثبت صحیح اعداد از کامل  دنباله هر این که به
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داریم: ،m > ٢ به  ازای می رود. بین از این حالت در دنباله بودن

xm+١ ≥ ١ +
m−١∑
i=١

xi = ١ +
j−١∑
i=١

xi +
m−١∑
i=j+١

xi + xj

> ١ +
j−١∑
i=١

xi +

m−١∑
i=j+١

xi.

در ترتیب، بدین  می کند. نقض را دنباله یک بودن کامل برای ٢ . ٣ قضیۀ شرط اخیر، نامساوی
□ نمی باشد. کامل  دنباله یک حاصل،  دنباله نیز این حالت

دلخواه  جمله دو حذف با بنابراین، دارد. را ٢ . ٨  قضیه شرایط تعمیم یافته فیبوناتچی  دنباله .٢ . ٩ مثال
می رود. بین از آن بودن کامل دنباله، این جملات از

  دنباله از زیردنباله ای جملات مجموع توسط مثبت صحیح عدد هر که دادیم نشان ۵ . ٢ مثال در
یکتا نمایش این آیا که است این می شود ایجاد ذهن در که سؤالی است. نمایش قابل فیبوناتچی

می دهد. پاسخ سؤال این به آشکار به طور زخندورف١  قضیه می باشد.

است. برقرار ،(un) فیبوناتچی،  دنباله جملات بین زیر  رابطه .٢ . ١٠ لم

un = ١ + un−١ + un−٣ + · · ·+ u١,٢,

.u١,٢ = u٢ زوج، nهای برای و u١,٢ = u١ فرد، nهای برای آن در که

□ کرد. بررسی می توان را رابطه درستی ریاضی، استقرای از استفاده با اثبات.

هر این  صورت در می گیریم. نظر در را ،(un) فیبوناتچی،  دنباله زخندورف). قضیۀ ) ٢ . ١١ قضیه
به صورت نمایش یک تنها و یک دارای N مثبت صحیح عدد

(٢ . ١) N =
∑
i∈I

ui

نمی باشد. متوالی عدد دو هیچ شامل و است مثبت صحیح اعداد از زیرمجموعه ای I آن در که می باشد
١Zechendorf
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قضیه، شرایط تحت ٢ . ١ Nنمایش مثبت صحیح عدد هر به  ازای می دهیم نشان نخست اثبات.
اعداد از J و I متمایز زیرمجموعه های این صورت در نباشد. چنین می کنیم فرض می باشد. یکتا

و نیستند متوالی عدد دو هیچ شامل به طوری که دارند وجود مثبت صحیح

(٢ . ٢) N =
∑
i∈I

ui =
∑
j∈J

uj .

کلیت، از شدن کاسته بدون باشد. uik ̸= ujk شرط با جمله بزرگ ترین uik و ujk می کنیم فرض
را jk = p و ik = m توأم اندیس های نوشتن از جلوگیری برای و uik > ujk می کنیم فرض

داریم: (٢ . ٢)  رابطه به توجه با و m > p بنابراین، می دهیم. قرار

(٢ . ٣) ∑
i∈I
i≤m

ui =
∑
j∈J
j≤p

uj .

داریم: رابطه این راست سمت برای حالی که در است um مساوی یا بزرگ تر (٢ . ٣)  رابطه چپ سمت
∑
j∈J
j≤p

uj ≤ up + up−٢ + · · ·+ u١,٢ = up+١ − ١ < um

می باشد. یکتا (٢ . ١) نمایش بنابراین، است؛ تناقض این که
بررسی قضیه شرایط تحت و N مثبت صحیح عدد هر به ازای را (٢ . ١) نمایش وجود اینک
می دهد نتیجه ٠ ≤ N < un که می دهیم نشان ،n روی ریاضی استقرای از استفاده با می کنیم.
نیست متوالی عدد دو هیچ شامل به طوری که دارد وجود {١, ٢, . . . , n − ١} از I  زیرمجموعه که
می توان به آسانی است. برقرار مقدم انتفای بنابه n = ١ به ازای گزاره .N =

∑
i∈I ui و

گزاره که می کنیم فرض حال است. برقرار نیز n = ٣ و n = ٢ به ازای گزاره این که داد نشان
به ازای گزاره این که می دهیم نشان باشد. درست k ≥ ٣ آن در که ،n = ١, ٢, . . . , k به ازای
I  زیرمجموعه که می دهد نتیجه ٠ ≤ N < uk+١ معادل به طور یا است صحیح نیز n = k + ١
با .N =

∑
i∈I ui و نیست متوالی عدد دو هیچ شامل به طوری که دارد وجود {١, ٢, . . . , k} از

نیاز تنها بنابراین، است. برقرار ٠ ≤ N < uk  محدوده در N برای نتیجه استقرا فرض به توجه
این  حالت، برای دهیم. قرار بررسی مورد را uk ≤ N < uk+١ حالت که داریم

٠ ≤ N − uk < uk+١ − uk = uk−١
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شامل به طوری که دارد وجود {١, ٢, . . . , k−٢} از J   زیر مجموعه که می دهد نتیجه استقرا  فرض و
و نیست متوالی عدد دو هیچ

N − uk =
∑
j∈J

uj ;

حاصل I = J ∪ {k} دادن قرار با مطلوب  نتیجه این رو از و N =
∑

j∈J uj + uk بنابراین،
□ می شود.
متناهی  زیردنباله یک جملات مجموع با مثبت صحیح عدد هر که می کند بیان زخندورف  قضیه
این، بر افزون است. متناظر یکتا به طور متوالی، جملات نداشتن حضور شرط با فیبوناتچی  دنباله از
 دنباله از متناهی  زیردنباله یک جملات با می توان را مثبت صحیح عدد هر که داد نشان [۶] در براون

کرد. متناظر یکتا به طور متوالی،  جمله دو هر از یکی حداقل داشتن حضور شرط با فیبوناتچی

دستاورد  مجموعه .٣
همچنین، باشند. ناصفر آن ها جملات تمام که هستند نظر مورد دنباله هایی تنها بخش این در
همانند را حقیقی اعداد مایلیم باشد. شده بیان به صراحت این که مگر هستند نامتناهی دنباله ها تمام
به جای بنابراین، دهیم. نمایش (xn)  یک زیر دنباله جملات از مجموعی به صورت صحیح اعداد
دنباله های خلاف بر اما می بریم. به کار را حقیقی اعداد از دنباله هایی صحیح اعداد از دنباله هایی
.[٨] بگیریم نظر در نیز را متناهی جملات مجموع با نامتناهی زیردنباله های می توانیم صحیح اعداد

گوییم (xn) حقیقی  دنباله توسط دست یافته عدد را r حقیقی عدد دست یافته). (عدد ٣ . ١ تعریف
r به آن جملات مجموع به طوری که باشد داشته وجود (xn) از متناهی) احتمالا) زیردنباله ای هرگاه

می دهیم. قرار تهی  زیردنباله جملات مجموع را صفر عدد باشد. همگرا

را (xn) حقیقی  دنباله توسط دست یافته اعداد تمام  مجموعه دستاورد).  مجموعه) ٣ . ٢ تعریف
می دهیم. نمایش AS(xn) با و گوییم (xn)  دنباله دستاورد  مجموعه

می توان قبل بخش در شده گفته کامل  دنباله به تعریف توجه با و ٣ . ٢ تعریف از استفاده با
کرد. بیان زیر به صورت را کامل  دنباله برای معادل البته و جدید تعریف

صحیح عدد هر هرگاه گوییم کامل را مثبت صحیح اعداد از (xn)  دنباله کامل).  دنباله) ٣ . ٣ تعریف
باشد. (xn) توسط دست یافته عدد یک مثبت
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اگر تنها و اگر است کامل مثبت صحیح اعـداد از (xn)   دنباله گفت: می توان دیگر به عبارت
.AS(xn) = N ∪ {٠}

مجموع تنها که است بدیهی می گیریم. نظر در را (xn) = {١−,١, ١−,١, . . . }  دنباله .۴ . ٣ مثال
.AS(xn) = Z که می شود دیده به آسانی و می باشند همگرا دنباله این متناهی زیردنباله های جملات

کامل  دنباله یک (xn) = {١, ٢, ۴, . . . , ٢n, . . . }  دنباله ٢ . ٣  قضیه به توجه با .۵ . ٣ مثال
.AS(xn) = N ∪ {٠} یعنی، است؛

AS(xn) هرگاه گوییم برتر١ دست آور را (xn) حقیقی  دنباله برتر). دست آور  دنباله) ۶ . ٣ تعریف
باشد. حقیقی اعداد از بازه یک به صورت

یک عدد به  ∑∞
n=١ ١٢n سری می دانیم می گیریم. نظر در را (xn) =

( ١٢n
)  دنباله .٣ . ٧ مثال

حقیقت این از معکوس شمول دادن نشان برای .AS(xn) ⊆ [٠, ١] بنابراین، می باشد؛ همگرا
هر به ازای یعنی هستند؛ دودویی بسط دارای یک و صفر بین حقیقی اعداد تمام که می کنیم استفاده

،r ∈ [٠, ١]
(٣ . ١) r =

∞∑
i=١

ai
١
٢i

نظر در زیر به صورت را N از I   زیرمجموعه اکنون می باشند. یک یا صفر ai ضرایب آن در که
می گیریم:

I = {i ∈ N : ai = ١}.
AS(xn) = درنتیجه و r ∈ AS(xn) بنابراین، .∑i∈I xi = r که می شود دیده به آسانی

می باشد. برتر دست آور یک ،( ١٢n
)  دنباله پس .[٠, ١]

sN ≤ ٠ به منفی آن جملات مجموع که است حقیقی اعداد از دنباله ای (xn) می کنیم فرض .٣ . ٨ لم
باشد. همگرا

داریم: آن گاه ،IN = {i : xi < ٠} و Ip = {i : xi > ٠} هرگاه الف)
(٣ . ٢) AS(xn) = AS (xi : i ∈ IP ) +AS (xi : i ∈ IN ) ;

.−sN +AS(xn) = AS(|xn|) ب)
١High Achiever
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به طور مجموع همگرا، جملات مجموع با (xn) از زیردنباله هر که می دهیم نشان الف) اثبات.
(xn)  دنباله جملات مجموع که کرد فرض می توان کلیت، از شدن کاسته بدون دارد. همگرا مطلق

می دانیم باشد. واگرا ∑∞
i=١ |xi| می کنیم فرض باشد. همگرا s عدد به

∞∑
i=١

|xi| =
∑
i∈IP

xi +
∑
i∈IN

(−xi).

پس می باشد. واگرا ∑
i∈IP xi سری بنابراین، است؛ همگرا −sN به ∑i∈IN (−xi) سری

می توان درنتیجه ؛ ∑
i∈Ip,i≤nm

xi > M به طوری که دارد وجود nM ∈ N ،M ∈ R+ هر به ازای
نوشت:

nM∑
i=١

xi =
∑
i∈Ip
i≤nm

xi +
∑
i∈IN
i≤nm

xi > M + sN .

این .∑∞
i=١ xi → ∞ داریم شود، گرفته حد M → ∞ وقتی که رابطه این طرفین از اگر اکنون

درنتیجه و همگراست مطلق به طور ∑∞
i=١ xi سری بنابراین، می کند. ایجاد تناقض فرض با نتیجه

برقرار (٣ . ٢)  رابطه این رو، از می باشند؛ همگرا مجموع یک به همه و همگرا آن آرایش تجدید هر
می باشد.

داریم: (الف) قسمت از استفاده با ب)

(٣ . ٣) AS(|xn|) = AS (xi : i ∈ IP )−AS (xi : i ∈ IN ) .

.r =
∑

k∈K xk به طوری که دارد وجود K ⊆ N پس r؛ ∈ AS(xn) که می کنیم فرض
K؛ = KP ∪KN به طوری که دارند وجود KN ⊆ IN و KP ⊆ IP زیرمجموعه های بنابراین،

داریم: این رو از

r − sN =

 ∑
i∈KP

xi +
∑
i∈KN

xi

−
∑
i∈IN

xi =
∑
i∈KP

xi −
∑

i∈IN\KN

xi.

که: داده ایم نشان بنابراین می باشد؛ AS(|xn|) از عضو یک جمله آخرین (٣ . ٣) از استفاده با

−sN +AS(xn) ⊆ AS(|xn|).
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باید ،(٣ . ٣) از استفاده با .r ∈ AS(|xn|) که می کنیم فرض معکوس، شمول دادن نشان برای
به طوری که باشند داشته وجود JN ⊆ IN و JP ⊆ IP زیرمجموعه های

r =
∑
i∈JP

xi −
∑
i∈JN

xi.

داریم: اخیر   رابطه راست سمت به ∑i∈IN xi کردن کم و اضافه با

r =

∑
i∈JP

xi +
∑

i∈IN\JN

xi

− sN ,

□ .[٩] r ∈ −sN +AS(xn) بنابراین

هر به ازای هرگاه .xn → ٠ که می گیریم نظر در چنان را حقیقی اعداد از (xn)  دنباله .٣ . ٩ قضیه
،k ≥ ١

(۴ . ٣) |xk| ≤
∞∑

n=k+١
|xn|,

می باشد. برتر دست آور یک (xn) آن گاه

فرض نخست می گیریم. نظر در ٣ . ٨ لم در شده مطرح صورت به همان را IP و IN اثبات.
AS(xn)   یافته انتقال AS(|xn|) ،٣ . ٨ لم مطابق بنابراین، باشد؛ همگرا ∑

i∈IN که می کنیم
کرد فرض می توان بنابراین، است؛ برتر دست آور یک (|xn|) که دهیم نشان است کافی پس است.

هستند. مثبت (xn) جملات تمام که
سری چنانچه و ٠ ∈ AS(xn) ،(xn) هر برای چون .∑∞

i=١ xi = s ≤ ∞ می کنیم فرض
تنها و اگر r ∈ AS(xn) دهیم نشان است کافی s؛ ∈ AS(xn) باشد، همگرا s به ∑∞

i=١ xi
.٠ < r < s اگر

.٠ < r < s می کنیم فرض برعکس، حال .٠ < r < s که است بدیهی ،r ∈ AS(xn) اگر
i١ می کنیم فرض می کنیم. تعریف حریصانه١ الگوریتم از استفاده با را . . . ،i٣ ،i٢ ،i١ اندیس های
ویژگی اساس بر که شود انتخاب عضوی انتخاب    مرحله هر در که است روشی حریصانه الگوریتم :Greedy Algorithm١
که انتخاب هایی یا و شده انجام قبل مراحل در که انتخاب هایی به توجه بدون انتخاب این برسد. نظر به  بهترین مشخص،

می گیرد. صورت شد، خواهد انجام بعدی مراحل در
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شده انتخاب im ، . . . ،i٢ ،i١ هرگاه قیاسی، به طور باشد. xi١ ≤ r در صادق اندیس کوچک ترین
و im + ١ > im به طوری که می کنیم اختیار اندیس کوچک ترین را im + ١ باشند،

xim+١ +
m∑
j=١

xij ≤ r,

باشد. داشته وجود اندیسی چنین یک  حداقل که به شرطی
im ، . . . ،i٢ ،i١ به طوری که باشد داشته وجود mی باید آن گاه برسد، به پایان روند این هرگاه

باشیم داشته n > im هر به ازای اما باشند، شده تعریف

xn +

m∑
j=١

xij > r.

داریم: بگیریم، حد n→ ∞ وقتی که اخیر  رابطه طرفین از اگر
m∑
j=١

xij ≥ r.

.r ∈ AS(xn) درنتیجه m∑و
j=١ xij = r بنابراین، m∑؛

j=١ xij ≤ rبه فرض توجه با طرفی از
که می کنیم فرض این بر افزون و نرسد به پایان ij ساخت روند که می کنیم فرض اکنون

A = N\ {i١, i٢, i٣, . . .}

صحیح عدد یک حداقل شامل باید A  مجموعه ،r < s چون باشد. متناهی و ناتهی مجموعه ای
نظر در را t = ∑

ij<k xij باشد. صحیح عدد این چنین بزرگ ترین k می کنیم فرض باشد. مثبت
داریم: آن گاه باشد.)، نداشته وجود ij < k هیچ اگر t = ٠ می کنیم (فرض می گیریم

xk + t > r, t+

∞∑
h=١

xk+h ≤ r;

داریم: بنابراین،
xk >

∞∑
h=١

xk+h

،A = N\{i١, i٢, i٣ . . .} آن گاه نرسد، به پایان ij ساخت روند اگر دارد. تناقض (۴ . ٣)   رابطه با که
A = {k١, k٢, k٣, . . .} می کنیم فرض است. مثبت صحیح اعداد از نامتناهی و ناتهی مجموعه ای



ترابیان پریسا و بهبودیان، جواد بلادی، صدیقه ترابیان٩۵ پریسا و بهبودیان، جواد بلادی، صدیقه ترابیان٩۵ پریسا و بهبودیان، جواد بلادی، صدیقه ٩۵

،kl هر به ازای که است معنی بدین این باشد. صعودی ترتیب با
(۵ . ٣) xkl +

∑
ij<kl

xij > r ≥
∑
ij<kl

xij .

می شود: نتیجه l → ∞ وقتی که (۵ . ٣) از گرفتن حد با همچنین و lim
l→∞

xkl = ٠ فرض به توجه با

r =

∞∑
j=١

xij ;

می کند. اثبات باشد، همگرا ∑
i∈IN xi حالتی که در را قضیه نتیجه این .r ∈ AS(xn) بنابراین،

k هر به ازای (−xi : i ∈ IN ) مثبت جملات با  دنباله آن گاه باشد، واگرا ∑i∈IN xi هرگاه
داریم: این رو از AS (−xi : i ∈ IN ) = [٠,∞) بنابراین، می کند. صدق (۴ . ٣)   رابطه در

AS(xn) =

 (−∞, c]
∑

i∈IP xi = c <∞,

(−∞,∞)
∑

i∈Ip xi = ∞.

□ است. برتر دست آور یک  (xn) حالت، هر در که

نتایج .۴
را تعمیم یافته فیبوناتچی اعداد معکوس   دنباله و همساز  دنباله دستاورد   مجموعه بخش این در
دنباله ای، دستاورد   مجموعه آن ها به  موجب که می کنیم بررسی را شرایطی همچنین می آوریم. به دست

.[٨] باشد حقیقی اعداد   مجموعه

.AS ( ١
n

)
= [٠,∞) .١ . ۴ نتیجه

افزون بر می باشد. برتر دست آور یک پس دارد؛ را ٣ . ٩ قضیه شرایط تمام ( ١
n

)   دنباله اثبات.
□ .AS ( ١

n

)
= [٠,∞) بنابراین، است؛ واگرا ∑∞

n=١ ١
n سری این،

مصری١ کسر یک به صورت می تواند [٠,∞)  بازه در حقیقی هرعدد که می کند ایجاب ١ . ۴  نتیجه
مصری کسرهای می توان نامنفی، حقیقی اعداد تولید برای حتی، شود. داده نمایش نامتناهی) احتمالا)
زیر لم از نتیجه این باشد. اول عدد یک جمعوندها از یک هر مخرج که گرفت نظر در به صورتی را
باشد.) مثبت صحیح عدد یک آن مخرج و یک آن صورت که (کسر هایی واحد کسرهای مجموع :Egyptian Fraction١

می گویند. مصری کسر را ١
٢ + ١

۴ نظیر متمایز
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مطلب این واگراست. می باشد، اول اعداد  مجموعه P آن در که ∑p∈P
١
p سری که می کند پیروی

است. شده داده نشان [٣] در

واگراست. ∑p∈P
١
p سری .٢ . ۴ لم

،q ماننـد اولی عــدد برای بنابراین، باشـد. همگرا ∑
p∈P

١
p سـری می کنیـم فرض اثبات.

یک p هرگاه ،n ≥ ١ هر به ازای این رو، از .t = ∏
p<q p می دهیم قرار .∑p≥q

١
p = s < ١

p | ١ که می شود نتیجه p | nt این که به توجه با زیرا .p ∤ (١ + nt) آن گاه ،p < q و اول عدد
q از بزرگ تر اول اعداد حاصل ضرب ١ + nt ،n ≥ ١ برای این جهت، از نیست. ممکن این و

بنابراین: ∑می باشد؛
n≥١

١
١ + nt

≤
∑
p≥q

١
p
+

∑
p١,p٢≥q

١
p١p٢

+
∑

p١,p٢,p٣≥q

١
p١p٢p٣

+ · · ·

= s+ s٢ + s٣ + . . . =

∞∑
n=١

sn <∞.

دیگر طرف از همگراست. ∑
n≥١ ١١+nt سری که می شود نتیجه مقایسه ای آزمون به توجه با پس

∑داریم:
n≥١

١
١ + nt

≥
∑
n≥١

١
n+ nt

=
١

١ + t

∑
n≥١

١
n
= ∞,

∑ ١
p سری بنابراین، می کند؛ ایجاد تناقض این و واگراست ∑n≥١ ١١+nt سری می شود نتیجه که

□ می باشد. واگرا

.AS
( ١
p

)
= [٠,∞) .٣ . ۴ نتیجه

∑
p∈P

١
p سری ٢ . ۴ لم بنابر طرفی، از دارد. را ٣ . ٩    قضیه شرایط تمام

( ١
p

)
  دنباله اثبات.

□ .AS
( ١
p

)
= [٠,∞) بنابراین، واگراست؛

توجه باید اما دارد؛ ریمان آرایش تجدید   قضیه با تشابهی که می پردازیم قضیه ای بیان به  اکنون
هستند. مجاز جملات، آرایش تجدید نه و جملات حذف تنها ما بحث در که داشت

آن گاه کند، ایجاد را شرطی همگرای سری یک جملاتش که باشد دنباله ای (xn) هرگاه .۴ . ۴ قضیه
.AS(xn) = R
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منفی و مثبت جملات اندیس های مجموعه های به ترتیب IN و IP می کنیم فرض اثبات.
نتیجه را ∑

i∈IN xi = −∞ و ∑
i∈IP xi = ∞ شرطی، همگرایی باشند. (xn)   دنباله

AS (xi : i ∈ IN ) = ASو (xi : i ∈ IP ) = [٠,∞) که می دهد نشان ٣ . ٩ قضیه و می دهد
□ می آید. به دست فوراً نظر مورد   نتیجه ترتیب، بدین  .(−∞, ٠]
را {

−١, ١٢ ,−٢, ١٣ ,−٣, ١۴ , . . .
}   دنباله نمونه، برای نیست. درست ۴ . ۴  قضیه عکس

 زیردنباله هیچ شامل حالی که در است، R دنباله این دستاورد   مجموعه گرفت. نظر در می توان
نمی باشد. شرطی همگرای

.AS
(
(−١)n−١ ١

n

)
= R .۵ . ۴ نتیجه

(آزمون لایب نیتز آزمون به  توجه با بنابراین، است؛ به صفر همگرا و نزولی ،( ١
n

)   دنباله اثبات.
نیست. همگرا مطلق به طور سری این طرفی، از همگراست. ∑∞

n=(١−)١n−١ ١
n متناوب)، سری

مورد  نتیجه ترتیب، بدین  می سازد. را شرطی همگرای سری یک
(
(−١)n−١ ١

n

)
  دنباله جملات پس

□ می شود. حاصل ۴ . ۴   قضیه از استفاده با نظر
جملات که دنباله هایی از بسیاری که است این دادن نشان برای کاربردی روش یک پایانی   قضیه

هستند. برتر دست آور می سازند، همگرا مطلق به طور سری یک آن ها
می کنیم فرض و xn → ٠ که می گیریم نظر در چنان را حقیقی اعداد از (xn)   دنباله .۶ . ۴ قضیه

می باشد. برتر دست آور یک (xn) آن گاه ،|xn+١| ≥ ١٢ |xn| ،n هر به ازای
|xn+i| ≥   رابطه می کنیم ثابت ریاضی استقرای از استفاده با و فرض به توجه با ابتدا اثبات.

می باشد. برقرار i و n هر به ازای ١
٢i |xn|

باشد؛ برقرار i ≤ k به ازای رابطه می کنیم فرض است. درست به وضوح رابطه i = ١ به ازای
.|xn+k| ≥ ١

٢k |xn| یعنی:
می کنیم. بررسی زیر به صورت i = k + ١ به ازای را شده داده   رابطه درستی صحت اکنون

|xn+k+١| ≥
١
٢ |xn+k| ≥

١
٢
( ١

٢k |xn|
)
=

١
٢k+١ |xn|.

،n هر به ازای بنابراین؛
∞∑
i=١

|xn+i| ≥
∞∑
i=١

١
٢i |xn| = |xn|

∞∑
i=١

١
٢i = |xn|.
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□ می باشد. برتر دست   آور یک (xn) که می شود نتیجه ٣ . ٩  قضیه از استفاده با بدین ترتیب،
هرگاه می باشـد برتر دست آور یک

( ١
cn

)
  دنباله که است این ۶ . ۴   قضیـه فوری کاربرد یک

را c تغییرات افقی محور نمودار، این در است. (١) نمودار برای توضیحی این که ،١ < c ≤ ٢
باریک خیلی شکاف ها بیشتر می باشد. ناهمبند کلا c > ٢ به ازای دستاورد   مجموعه می دهد. نشان

نیستند. رؤیت قابل این جهت از و هستند

است، تعمیم یافته فیبوناتچی   دنباله عدد nاُمین نمایش Fn آن در که ∑∞
n=١ ١

Fn
سری .٧ . ۴ لم
می باشد. همگرا

و φ = ١+√۵٢ اگر که داد نشان می توان به آسانی ریاضی استقرای از استفاده با اثبات.
 رابطه n مثبت صحیح عدد هر به ازای آن گاه باشد، φ = ١−√۵٢

Fn =
١√۵ (φn − φn)

∑∞
n=١

√۵
φn که می کنیم توجه مطلب این به  حال است. برقرار می باشد، معروف بینه١ فرمول به که

دیگر، طرف از همگراست. درنتیجه و ٢
١+√۵ قدرنسبت با هندسی سری یک

lim
n→∞

√۵/φn

√۵/(φn − φn)
= ١.

□ همگراست. ∑∞
n=١ ١

Fn
که گرفت نتیجه می توان حدی   مقایسه آزمون از استفاده با اکنون

١Binet
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از استفاده با داریم، زیادی مقدمات به نیاز ∑∞
n=١ ١

Fn
مقدار آوردن به دست برای که آن جا از

می باشد. ٣/٣۶ برابر تقریباً و گنگ عددی مقدار این که می کنیم بسنده نکته این به بیان تنها ،[٩]

یک است، تعمیم یافته فیبوناتچی   دنباله   جمله nاُمین بیانگر Fn آن در که
( ١
Fn

)
  دنباله .٨ . ۴ نتیجه

می باشد. برتر دست آور

Fn+١ = Fn + Fn−١ ≤ داریم: تعمیم یافته فیبوناتچی   دنباله تعریف به توجه با اثبات.
دست آور یک

( ١
Fn

)
که درمی یابیم ۶ . ۴   قضیه از بدین ترتیب، . ١

Fn+١ ≥ ١٢ ١
Fn

بنابراین، ٢Fn؛

□ .β =
∑∞

n=١ ١
Fn

آن در که ،AS
( ١
Fn

)
= [٠, β] یعنی می باشد؛ برتر

می بریم. به پایان ۶ . ۴   قضیه از دیگری کاربرد بیان با را بخش این

به صورت آن جملات که (Ln)n≥٠  دنباله لوکاس).   دنباله) ٩ . ۴ تعریف
L٠ = ٢, L١ = ١, Ln+٢ = Ln+١ + Ln

می نامند. لوکاس١  دنباله می شوند، تعریف

می باشد. همگرا است، لوکاس   دنباله   جمله nاُمین بیانگر Ln آن در که ∑∞
n=١ ١

Ln
.١٠ . ۴ لم

که است بدیهی می گیریم. نظر در {٠, ١, ١, ٢, ٣, . . .} به صورت را (Fn)n≥٠   دنباله اثبات.
(Fn)   دنباله جملات و لوکاس  دنباله جملات بین Ln = Fn + ٢Fn−١   رابطه n ∈ N هر به ازای

داریم: n ≥ ١ هر به ازای این  رو، از است. برقرار
١
Ln

=
١

Fn + ٢Fn− ١ <
١
Fn
.

□ است. همگرا ∑∞
n=١ ١

Ln
که می دهد نتیجه مقایسه آزمون اکنون

می باشد. برتر دست آور یک
( ١
Ln

)
n≥٠   دنباله .١١ . ۴ نتیجه

دست آور یک 
( ١
Ln

)
این رو، از می کند؛ صدق ۶ . ۴   قضیه شرایط در

( ١
Ln

)
n≥٠   دنباله اثبات.

AS
( ١
Ln

)
= داریم ،∑∞

n=١ ١
Ln

= α اگر ١٠ . ۴ لم از استفاده با این، بر  افزون است. برتر
□ .[٠, α]
١Lucas
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