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علمی-ترویجی نشریه ریاضی اندیشه و فرهنگ
انتشار و چاپ به که است ایران ریاضی انجمن
فلسفی و عام جنبه های هم که می پردازد مطالبی
بازگوکننده هم و می دهند ترویج را ریاضیات
ریاضی جامعه بر حاکم ریاضیات روند و فرهنگ
در مقالات از ریاضی اندیشه و فرهنگ باشند.
کاربردی، ریاضیات محض، ریاضیات زمینه های
فلسفه و تاریخ ریاضی، آموزش و یادگیری تدریس،
کاربردهای و نظری فیزیک کامپیوتر، علوم ریاضی،
نوشته زیر چارچوب در که دیگر علوم در ریاضیات

می کند: استقبال باشند شده
در ریاضیات در مطرح و فعال موضوعی ارائۀ •
را پژوهشی زمینه های به علاقه مندان که قالبی

سازد؛ آماده بحث مورد موضوع پیگیری برای
ترجمه یا بالا در یادشده نوع از مقاله هایی ترجمه •
پذیرفته آزاد (ترجمه ریاضی کلاسیک مقالات

نمی شود)؛
قضایا و نکات حاوی آموزشی موضوعات ارائۀ •
کلاسیک متون در آنچه از ساده تر برهان هایی و

است. موجود
با را خود مقالۀ از نسخه سه می توانند علاقه مندان

نمایند: ارسال مجله دفتر نشانی به زیر شرایط
تهیه «زی پرشین» نرم افزار از استفاده با مقالات •
نشریه سامانه طریق از آن پی دی اف نسخۀ و شده
شود. ارسال mct.iranjournals.ir آدرس به
طی از پس شده، فرستاده مقالۀ که صورتی در
فایل شود، پذیرفته چاپ برای داوری مراحل
پست طریق از می بایست مقاله «زی پرشین»

شود. ارسال مجله الکترونیکی
ترجمۀ با همراه شده ترجمه مقالۀ اصل فرستادن •

است. الزامی آن
صورت به باید شده ترجمه مقالۀ اصل نشانی و نام •

شود. ذکر مقاله ترجمۀ اول صفحۀ در پاورقی
طبق بر باید رفته کار به ریاضی اصطلاحات •
چاپ ایران ریاضی انجمن آمار و ریاضی واژه نامه
این در لغتی اگر و باشد دانشگاهی نشر مرکز
پاورقی در آن انگلیسی معادل نیست، واژه نامه

شود. آورده



نباید ریاضی اندیشه و فرهنگ به ارسالی مقالات •
شده فرستاده دیگر مجلات به چاپ و بررسی برای

باشند.
خانوادگی نام و نام بر مشتمل باید ارسالی مقالۀ •
آدرس علمی، سمت مترجم(ان)، یا نویسنده(گان)

باشد. الکترونیکی آدرس و پستی کامل
کلمه ٢٠٠ حداکثر در چکیده ای مقاله ابتدای در •
شود. آورده مقاله در شده بیان اصلی نکات شامل
کلیدی اصطلاحات و واژه ها چکیده، از پس •

شود. مشخص تا) ۵ (حداکثر
مبنای بر مقاله، ثانویه و اولیه موضوعی رده بندی •
ذکر امریکا ریاضی انجمن موضوعی رده بندی

شود.
صورت به باید مقاله متن در خارجی افراد اسامی •
شود. نوشته اصلی زبان به پاورقی در و فارسی

مقالات، چاپ و ویرایش در تسریع منظور به •
نوشتن در را ویرایش و نگارش سجاوندی، اصول

فرمایید. رعایت مقالات
ترتیب به مقاله، انتهای در را مراجع فهرست •
کنید؛ تنظیم افراد خانوادگی نام الفبای حروف
ضمنا می دهید. ارجاع مقاله در که ترتیبی به نه

کنید: رعایت را قالب مراجع، نوشتن در
عنوان است، لاتین مقاله شده، ذکر مرجع اگر .١
صورت به مجله نام رومن، صورت به مقاله
سال سیاه، صورت به آن مجلد شمارۀ ایتالیک،
مقالۀ که صفحاتی انتها، در و پرانتز داخل چاپ

شود. تایپ است، شده چاپ آنها در مرجع
نام است، لاتین کتاب شده، ذکر مرجع اگر .٢

شود. تایپ ایتالیک صورت به کتاب
در ارسالی مقالۀ صفحات تعداد که کنید توجه •
بیشتر نباید صفحه ٢۵ از مجله، صفحه بندی قالب

باشد.
اصلاح و حک قبول، رد، در تحریریه هیأت •

است. آزاد مقالات
شماره دو در امسال ریاضی اندیشه و فرهنگ
حقوقی حقیقی، اعضای به و منتشر پاییز) و (بهار

می شود. ارسال ایران ریاضی انجمن مشترکین و
دانشگاه ها، و حقیقی عضویت به علاقه مندان
حقوقی عضویت به تمایل که کتابخانه ها و مؤسسات

ایران ریاضی انجمن دبیرخانه با می توانند دارند
نمایند. حاصل تماس

دبیرخانه از می توانید را مجله قبلی شماره های
فرمایید. خریداری ریاضی انجمن
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چیست؟؛ بافه
حسن زاده داود برگردان: استین؛ ال. سیباخ، ال. سیباخ، ای.
۵٣ . . . . . . . . . . . . . شکالگورابی روشن هاجر و للکامی
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می شود. تشکر و تقدیر داشته اند صمیمانه ای همکاری
سردبیر

به مربوط (Jean Leray) لورِ ژان جلد: روی عکس
چیست؟» «بافه مقالۀ
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آپولونیوس مسئله
معتمدی منصور

چکیده
باشد. مماس مفروض دایره سه بر که دایره ای رسم از است عبارت آپولونیوس مسئله
کاربردهای و تعمیم بیان و راه حل ها بعضی معرفی تاریخی، بررسی نوشته این هدف

است. کلاسیک مسئله این

مقدمه .١
نسبت ارشمیدس و اقلیدس به ترتیب به دوم و اول جایگاه باستان، یونان ریاضیات تاریخ در
هم که لقبی کبیر»، «هندسه دان شهرت است. پرگایی آپولونیوس آنِ از سوم مقام می شود. داده
این است. مخروطی» «مقاطع او انگیز شگفت اثر سبب به بیشتر داده اند، نسبت او به وی روزگاران
به آن اول مقالۀ هفت که شده نوشته میلاد از پیش سال ٢٠٠ حدود در (فصل) مقاله هشت در اثر
یک از نقطه یک فاصله کمترین مانند پیشرفته ای مباحث آخر مقاله چند در است. رسیده ما دست
هشت از چهارمقاله تنها که نیست آور تعجب رو این از می گیرد. قرار بررسی مورد مخروطی مقطع
کمتر که هست نیز دیگری آثار صاحب آپولونیوس، اما است، مانده باقی یونانی زبان به اولیه مقالۀ

شده اند. شناخته
به آپولونیوس جمله از و باستان یونان دوران ریاضی دانان آثار به جدی علاقۀ رنسانس عصر در
نداشت. وجود غرب در لاتینی، یا یونانی زبان های به کبیر هندسه دان آثار طرفی از بود. آمده وجود

لاگر. تبدیل انعکاسی، صفحه تماس، کلیدی. کلمات و عبارات
ایران) ریاضی (انجمن ١٣٩۴ ©

١
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که طور همان آوردند. روی یونانی آثار ترجمۀ به دانشمندان شکاف، پرکردن و مشکل این رفع برای
است. بوده همراه زیادی موفقیت های با کوشش ها این می دانیم

هفتم تا پنجم مقالۀ سه و حمصی هلال توسط میلادی نهم قرن در آپولونیوس اول مقالۀ چهار
هجری ۵١٣ سال در اصفهانی ابوالفتح .[٢] شد ترجمه عربی به یونانی از قُره بن ثابت توسط
سال در اثر این نامید. المخروطات» «تلخیص را آن و آورد فراهم خلاصه ای مقاله هفت این از
فرانسوی به لاتینی ترجمه روی از میلادی ١٩٢٣ سال در سپس و ترجمه لاتین زبان به میلادی ١۶۶١
احیای منظور به موجود، شرایط تأثیر تحت رنسانس عصر ریاضیدانان دیگر طرف از شد. برگردانده
آثار در مراجع و اشاره ها قول ها، نقل اساس بر را خود کوشش های آپولونیوس ناپدیدشده کارهای
با مقاله ای داریم، اطلاع آن ها از غیرمستقیم که آپولونیوس نوشته های بین در نهادند. بنا دیگران

می شود: بیان چنین آن مسئلۀ مشکل ترین که دارد وجود تماس» باب «در عنوان
باشد. مماس مفروض دایره سه بر که کنید رسم دایره ا ی

حل ها، راه مختصر شرح نوشتار این هدف است. معروف آپولونیوس مسئلۀ به امروزه مسئله این
است. آن کاربردهای و تعمیم ها جواب ها، تعداد

مسئله کلی بیان .٢
یک در شییء سه بر که است دایره یک از بیش یا یک رسم کلی حالت در آپولونیوس مسئله
این باشد. دایره یک یا خط یک نقطه، یک می تواند شییء سه این از کدام هر باشند. مماس صفحه
بر که معنی بدین می شوند، گرفته نظر در متمایز اما شوند، شکل بندی طریقی هر به می توانند اشیاء
نقطه، یک که می کنیم فرض نخست : می شود تعریف چنین تماس خاصیت نیستند. منطبق یکدیگر
به باشد، مماس دیگر دایرۀ دو بر دایره ها از یکی اگر رو این از است، مماس خودش بر دایره یا خط
می کنند قطع را یکدیگر هندسی شیء دو گوییم می شود. شمارش آپولونیوس مسئله جواب یک عنوان
مماس دایره یک یا خط یک بر نقطه یک تعریف، به بنا باشند. مشترک نقطه یک دارای هرگاه
باشند. مماس نمی توانند متمایز نقطۀ دو پس باشد، واقع آنها بر یعنی کند، قطع را آنها هرگاه است،
عمل در مماس اند. یکدیگر بر دو آن گوییم باشد، صفر تقاطع محل در دایره ها و خط ها بین زاویه اگر
دو یا صفر برخورد نقطه های تعداد اگر باشند. متقاطع نقطه یک در هرگاه مماس اند برهم دایره دو
به را موازی خط دو می توان است. چنین نیز دایره یک و خط یک مورد در نیستند. مماس باشد،
مماس یا داخلی مماس می تواند جواب دایره گرفت. نظر در بینهایت در نقطه ای در مماس عنوان
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تماس، نقطه در مماس دایره دو که است مماسی خارجی مماس باشد. دایره ها از یک هر بر خارجی،
هیچ کدام و داشته قرار نقطه آن در مماس خط مخالف جهت دو در شده، دور یکدیگر از خمیدگیشان
داخلی مماس است. شعاع دو مجموع برابر مرکز دو بین فاصله حالت این در نباشد. دیگری شامل
طرف یک در دایره دو و شده اند خمیده جهت یک در تماس نقطه در دایره دو آن، در که است مماسی
گفته آنچه بنابر است. شعاع دو تفاضل برابر مرکز دو بین فاصله حالت این در هستند. مماس خط

کرد: بیان چنین کلی حالت در را آپولونیوس مسئله می توان شد،
دایره ای مفروض اند باشند دایره یک یا خط یک نقطه، یک می توانند کدام هر که شییء سه

باشد. مماس دایره ها و خط ها بر و بگذرد نقطه ها از یک هر از که کنید رسم
چنانچه . می گیرد بر در را حالت ده شییء، سه از کدام هر انتخاب به توجه با آپولونیوس مسئلۀ
این از کدام هر که است معمول دهیم، نشان C با را دایره ها و L با را خط ها ،P با را نقطه ها

از: عبارت اند حالت ده این پس دهند. نمایش حرفی سه کد یک با را حالت،

PPP PPL PLL LLL PPC

PLC PLL LCC LLC CCC

است. آپولونیوس کلاسیک مسئله واقع در آخر حالت و نیست دایره ای هیچ شامل اول حالت چهار
انعکاس، طرفی از دارد. نظر دایره ها و خط ها ، نقطه ها مجموعه به آپولونیوس مسئله کلی بیان
انعکاس از مسئله این حل برای که است طبیعی پس می کند، تبدیل یکدیگر به را مجموعه این عناصر
آن در انعکاس تبدیل و انعکاسی» «صفحه به مروری به را بعد بخش جهت این از شود. استفاده

می دهیم. اختصاص صفحه

انعکاسی صفحه .٣
و داخل نقطه های و داشته نگاه ثابت را مفروض دایره یک بر واقع نقطه های تمام انعکاس،
صفحه یا انعکاسی صفحه اقلیدسی صفحه به بینهایت نقطه افزودن با می کند. بدل و رد را خارج
به ابدال خط یک افزودن شبیه کار این می دهیم. نشان P∞ با را نقطه این می آید. دست به موبیوس
می رسد. نظر به مفید اندازه همان به و می آورد وجود به را تصویری هندسه که است اقلیدسی صفحه

می گذرند. P∞ از که دانست دایره هایی را راست خط های می توان انعکاسی صفحه در
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هرگاه عمودند هم بر دایره دو که می کنیم یادآوری می پردازیم. زیر قضیه اثبات و بیان به نخست
باشند. عمود یکدیگر بر تقاطع نقطه های از یکی در دایره دو آن بر مماس های

از نمی گذرد) A از σ (دایره است عمود σ دایره بر و می گذرد A نقطه از که دایره ای هر .٣ . ١ قضیه
می گذرد. نیز A′ دیگر ثابت نقطه

برخورد نقطه A′اگر است. عمود Σ بر و گذشته A از که باشد دایره ای S می کنیم فرض اثبات.
OB .(١ (شکل می کنیم وصل S و Σ برخورد نقطه B به را O نقطه باشد، S دایره با OA دیگر

دایره بر مماس معروف خاصیت به بنا و است مماس S بر

OA.OA′ = OB٢

که این یا
OA′ =

R٢
OA

و نداشته بستگی S انتخاب به S با OA تلاقی نقطه A′ رو این از است. دایره شعاع R آن در که
□ می گذرند. نیز A′ از می گذرند، A از که دایره هایی تمام

١ شکل

می رسد. نظر به موجه زیر تعریف ١.٣ قضیۀ به بنا
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می گذرد A از که دایره ای هر هرگاه است، دایره به نسبت A نقطه قرینۀ A′ نقطه گوییم .٣ . ٢ تعریف
بگذرد. نیز A′ از است، عمود Σ بر و

مرکز انعکاس، دایره Σ دایره مینامند. انعکاس را مفروض دایره یک به نسبت تقارن .٣ . ٣ تعریف
می شود. نامیده انعکاس قوت K = R٢ یعنی آن، شعاع مربع و انعکاس مرکز دایره،

است. Σ به نسبت A′ منعکس نیز A باشد، Σ به نسبت A منعکس A′ اگر که است بدیهی
در دایره یک به نسبت (انعکاس) قرینه که می   کنیم مشاهده است. برگشت یک انعکاس رو این از
که است دایره ای مثل خط انعکاسی صفحه در که زیرا است، خط یک به نسبت قرینه تعمیم واقع
نقطه های تمام منعکس است. P∞ انعکاس، دایره مرکز O منعکس این که دیگر می گذرد. P∞ از
Σ به نسبت F منعکس را آن که می سازند را شکلی Σ انعکاس دایره به نسبت F شکل بر واقع
انعکاسی دایره انعکاسی، صفحه در را دایره ها و خط ها نگارش امر در سهولت برای گاهی می نامند.

می نامند. دایره -i اختصار به یا
می پردازیم. انعکاسی صفحه در انعکاس اصلی ویژگی های از بعضی بیان به اینک

بیرون به دایره درون نقطه های است. منطبق خودش بر انعکاس دایره بر واقع نقطه هر منعکس (١)
می شوند. تبدیل آن درون به آن بیرون نقطه های و دایره

است. منطبق خودش بر بگذرد انعکاس مرکز از که راستی خط منعکس (٢)
می گذرد. انعکاس مرکز از که است دایره ا ی نگذرد، انعکاس مرکز از که راستی خط منعکس (٣)

انعکاس مرکز از که خطی بر عمود است خطی نگذرد انعکاس مرکز از که دایره ای منعکس (۴)
می گذرد.

است. دایره یک نگذرد انعکاس مرکز از که دایره ای منعکس (۵)
باشد. عمود Σ بر اگر تنها و اگر می ماند ناوردا Σ دایره با انعکاس تحت S دایره (۶)

ویژه به می دارد. نگه ناوردا را خم دو بین زاویه که معنی بدین همدیس، است تبدیلی انعکاس (٧)
باشند. مماس یکدیگر بر دو آن مبدل های اگر تنها و اگر هستند مماس یکدیگر بر دایره دو

تبدیل مرکز هم دایره جفت یک به را غیرمتقاطع دایره -i هرجفت می توان انعکاس وسیله به (٨)
کرد.

کرد. تبدیل متقاطع خط جفت یک به را متقاطع دایره -i جفت هر می توان انعکاس وسیله به (٩)
کرد. تبدیل موازی خط جفت یک به می توان را مماس دایره -i جفت هر انعکاس وسیله به (١٠)
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قطبی و قطب .۴

این در آپولونیوس مسئله حل در آن کاربرد و انعکاس با قطبی و قطب نزدیک رابطه سبب به
می پردازیم. آن درباره نکته ها بعضی یادآوری به بخش

وجود خط یک P نقطه هر نظیر می گیریم. نظر در را P شعاع و O مرکز به C دایره .١ . ۴ تعریف
آن و می نامیم C به نسبت P قطبی را خط این می گذرد. C به نسبت P منعکس P ′ از که دارد
وارد OP ′ عمود بر که دارد وجود P نقطه یک p خط هر نظیر به عکس می دهیم. نشان P با را
می شود. نامیده p خط قطب نقطه این میباشد. C به نسبت P ′ نقطه منعکس و است واقع p بر

دارد. قطب یک خط هر و قطبی یک نقطه هر C دایره به نسبت بنابراین

٢ شکل

دایره قطر هر قطب و بینهایت در خط را انعکاس مرکز قطبی بحث، بودن کامل برای .٢ . ۴ توجه
می کنیم. تعریف است، عمود آن بر که جهتی در بینهایت، در نقطه را انعکاس

می شوند. اثبات شکل به توجه با و انعکاس ویژگی های از استفاده با زیر موارد
حالت، این در تنها می گذرد. P از و است مماس دایره بر آن قطبی باشد، واقع دایره بر P اگر (١)

است. واقع قطبی بر قطب
تماس نقطه های و کرد رسم مماس دو P از می توان آن رسم برای باشد، دایره خارج در P اگر (٢)

نمود. وصل یکدیگر به را
است. واقع دایره داخل در آن قطب کند، قطع را دایره خطی اگر (٣)
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است. تماس نقطه همان آن قطب باشد، مماس دایره بر خطی اگر (۴)
است. دایره خارج در آن قطب کند، قطع نقطه دو در را دایره خطی اگر (۵)

صفحۀ ،٣] در می توان را اثبات و می شود بیان زیر قضیه در قطبی و قطب خاصیت مهمترین
یافت. [١۶٩

می گذرد. خط آن قطب از مفروض خط یک بر واقع نقطه هر قطبی .٣ . ۴ قضیه

جهت دار دایره های .۵
اختیار مثبت را آن که ساعتگرد پاد یکی داد. نسبت جهت دو می توان صفحه در دایره هر به
می نامند. نیز دور را جهت دار دایره یک می گیریم. نظر در مثبت را آن که ساعتگرد دیگری و می کنیم
را دایره ای شعاع می توان می کنند. مشخص پیکان یک با جهت دار خط های مانند را دور هر جهت
است شده جهت دار منفی طور به که را دایره ای شعاع و مثبت است، شده جهت دار مثبت به طور که

هستند. جهت فاقد صفر شعاع با دایره هایی یعنی نقطه ها، کرد. اختیار منفی

هرگاه مماس اند جهت دار دایره یک و جهت دار خط یک یا جهت دار دایره دو گوییم .١ . ۵ تعریف
باشد. یکی تماس نقطه در آن جهت و بوده مماس یکدیگر بر آن ها زمینه دایره های و خط ها

نیز و جهت دار دایره دو ۴ شکل در طرفی از مماس اند. جهت دار خط های و دایره ها ٣ شکل در
نیستند. مماس جهت دار دایره و جهت دار خط

٣ شکل
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۴ شکل
مماس دو از بیش نمی توانند جهت دار دایره دو که می شود نتیجه چنین شد گفته که آنچه از
صورت غیراین در و خارجی اند مماس ها باشد، یکی دایره دو جهت چه چنان باشند. داشته مشترک

.(۵ (شکل داخلی اند مماس ها

۵ شکل

یا دایره یک گوییم ندارند جهت و هستند صفر شعاع به دایره هایی نقطه ها، که این به توجه با
نیستند جهت دار که دایره دو مماسی فاصله بگذرد. A از هرگاه است، مماس A نقطه بر خط یک

.(۶ (شکل باشد CD یا AB مقدار دو می تواند
طول طرفی از باشند. داشته مشترک مماس دو از بیش نمی توانند جهت دار دایرۀ دو آنکه حال

می نماید. موجه زیر تعریف رو این از است. برابر مماس دو این خط های پاره
جهت دار دایره دو آن مشترک های مماس طول جهت دار دایره دو بین مماسی فاصله .٢ . ۵ تعریف

(۵ (شکل است
متقاطع جهت دار خط دو بین زاویه اما می دهند. تشکیل زاویه دو متقاطع خط جفت هر می دانیم
تعریف را دایره دو داخلی ضرب می توان نکته این از استفاده با می شود. مشخص یکتا طور به نیز
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۶ شکل

مثال برای باشند، نداشته مشترک مماس جهت دار دایره دو اگر .[۴] کرد بررسی را آن خواص و
غیرمتقاطع دایره دو بین زاویه نحو همین به نیستند. مماسی فاصله دارای باشد، دیگری داخل یکی

معادل اند: زیر گفتۀ سه گفت می توان اینک نیست. مشخص
مماس اند، C٢ و C١ جهت دار دایره دو (آ )

است، صفر C٢ و C١ بین زاویه (ب)
است. صفر C٢ و C١ مماسی فاصله (پ)

و r٢ و r١ برابر ترتیب به C٢ و C١ جهت دار دایره دو شعاع های اگر که می شود دیده سادگی به
با است برابر C٢ و C١ بین مماسی فاصله آنگاه باشد، d برابر دو آن مرکزهای بین فاصله

t =

√
d٢ − (r١ − r٢(٢

تبدیلی منفی) یا (مثبت انبساط یک باشد، ناصفر حقیقی عدد یک a کنیم فرض .٣ . ۵ تعریف
می کند: عمل زیر طریق به جهت دار دایره های و خط ها روی بر که است

منفی a اگر و می رود راست سمت به a اندازه به جهت دار خط هر باشد، مثبت a اگر الف)
می رود. چپ سمت به a اندازه به باشد،

شعاع و O مرکز همان با جهت دار دایره یک به r شعاع با و O مرکز به جهت دار دایره هر ب)
می شود. تبدیل r + a

می کند. حفظ را جهت دار دایره دو بین مماسی فاصله منفی) یا (مثبت انبساط .۴ . ۵ قضیه

و C ′١ جهت دار دایره های به a انبساط با r٢ و r١ شعاع های با C٢ و C١ کنیم فرض اثبات.
.r٢ + a و r١ + a از عبارت اند ترتیب به C ′٢ و C ′١ شعاع های صورت این در شوند. تبدیل C ′٢
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داریم است. Cو٢ C١ مرکزهای بین فاصله همان C ′٢ و C ′١ مرکزهای بین فاصله که کنیم توجه اگر

t′ =

√
d′٢ −

(
r′١ − r′٢

)٢
=

√
d٢ − [(r١ + a)− (r٢ + a)]٢

=

√
d٢ − (r١ − r٢(٢ = t

□ می شد. ثابت باید که همان

منفی) یا (مثبت آن ها یافته های انبساط باشند مماس C٢ و C١ جهت دار دایره دو اگر .۵ . ۵ نتیجه
یا (مثبت انبساط که کرد ثابت می توان سادگی به همچنین مماس اند. هم بر نیز C ′٢ و C ′١ یعنی
می کند. تبدیل مماس جهت دار خط و جهت  دار دایره یک به را مماس جهت دار خط و دایره یک منفی)

راه حل ها .۶
این برای مختلفی راه حل های و کوشیده اند آپولونیوس مسئله حل برای مشهوری ریاضیدانان
از بعضی شرح به اختصار به ادامه در آورده اند. دست به باستان دوران هندسه مسئله مشهورترین

می پردازیم. حل ها راه این
است. پرداخته مسئله حل به قطبی و قطب و انعکاس تبدیل های از استفاده با ژرگون١

١٨ قرن منطق دان و ریاضی دان ژرگون، روش مختصر شرح از بیش ژرگون. حل راه .١ . ۶
می پردازیم. قضیه دو و تعریف یک بیان به فرانسه،

باشد، مفروض (k ̸= ◦)k مانند ثابتی جبری عدد و S مانند ثابتی نقطه هرگاه .١ . ۶ تعریف
یک بر S و A با که A′ مانند است نقطه ا ی k تجانس مرکز به نسبت A مانند نقطه هر مجانس
مثبت k اگر باشد. k برابر A و A′ از S فاصله های جبری اندازه های نسبت و بوده راست خط

می نامند. معکوس را تجانس باشد، منفی k اگر و مستقیم را تجانس باشد،

است. ساده زیر قضیۀ اثبات

مجانس هم و مستقیم مجانس هم می توان همواره را صفحه یک در واقع دایره دو .٢ . ۶ قضیه
دانست. یکدیگر معکوس

١J. D. Gergonne
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امتداد یک بر آن ها تجانس مرکز سه نباشند، امتداد یک بر دایره سه مرکزهای هرگاه .٣ . ۶ قضیه
هستند. امتداد یک بر مستقیم تجانس مرکز یک و معکوس تجانس مرکز دو همچنین است.

[٨ ،١] به می توان مثال برای دارد. وجود قضیه این اثبات برای گوناگونی روش های اثبات.
□ کرد. مراجعه

از جفت هر شود. مشخص دایره ها از جفت هر تجانس مرکزهای که است لازم ژرگون حل در
هر و دارد وجود دایره جفت سه که آنجا از است. معکوس و مستقیم تجانس مرکز دو دارای دایره ها
هر ۵ قضیه به بنا می دهد. دست به را نقطه شش فرآیند، این هستند، تجانس مرکز دو دارای کدام

(٧ (شکل هستند. امتداد یک بر نقطه شش این از تایی سه

تجانس خط های و نقطه ها .٧ شکل

و (٨ (شکل می کنیم مشخص دایره ها از یک هر به نسبت را تجانس خط های این قطب های
دایره سه اصلی مرکز که می کنیم یادآوری .(٩ (شکل می کنیم وصل دایره سه اصلی مرکز به را قطب ها
است دایره هایی مرکزهای هندسی مکان دایره دو اصلی محور است. مفروض دایره سه تلاقی نقطه
دو بر شده رسم مماس های طول که است نقطه هایی هندسی مکان اینکه یا عمودند دایره دو هر بر که
قطع نقطه دو در را خود دایره قطب، و اصلی مرکز از گذرنده خط هر حالت این در .[٣] برابرند دایره

می کند.
تجانس مرکزهای از شده تشکیل تجانس خط طرف یک در (٩ (شکل در بالایی دایره مرکز
دایره دو بر می کنیم. انتخاب را دایره با اصلی محور برخورد نقطه دورترین دایره این روی بر است.



١٢ آپولونیوس ١٢مسئله آپولونیوس ١٢مسئله آپولونیوس مسئله

قطب ها .٨ شکل

تماس نقطه های .٩ شکل

که هستند جواب دایره تماس نقطه های نقطه، سه این می شود. انتخاب تلاقی نقطه نزدیکترین دیگر
هستند. دیگر جواب یک تماس نقطه های تقاطع دیگر نقطه سه است. شده داده نشان (١٠ (شکل در
به می شوند تبدیل نقطه یا خط به دایره ها از تا دو حالتی که در می توان را ژرگون حل روش
به تجانس خط هر قطب سه و اصلی مرکز باشند، امتداد یک بر دایره سه که حالتی در برد. کار
به وسیله را کلی حالت در دایره سه که کنیم توجه است کافی مشکل این رفع برای می رود. بینهایت
ژرگون ترسیم .[٣] کرد تبدیل هستند، امتداد یک بر آن مرکزهای که دایره هایی به می توان انعکاس،
دو حداکثر خط ها از هر کدام و می دهد دست به را تجانس نقطه های از شده تشکیل چهارخط تمام

است. ترسیم پذیر جواب هشت تمام صورت این در می دهند. دست به را جواب



معتمدی منصور معتمدی١٣ منصور معتمدی١٣ منصور ١٣

مماس دایره های .١٠ شکل

دیگر جواب یک .١١ شکل

،(x٢, y٢) ،(x١, y١) با را دایره سه مرکزهای مختصات چنانچه جبری. حل راه .٢ . ۶
دهیم، نشان rs با را جواب دایره شعاع و r١ ،r٢ ،r٣ با ترتیب به را آنها شعاع های (x٣, y٣)
دوم درجه معادله های شکل به جبری صورت به مفروض دایره سه بر جواب دایره بودن مماس شرط

می شود: بیان زیر

(xs − x٢(١ + (ys − y٢(١ = (rs − s١r٢(١,

(xs − x٢(٢ + (ys − y٢(٢ = (rs − s٢r٢(٢,

(xs − x٢(٣ + (ys − y٢(٣ = (rs − s٣r٢(٣,
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جواب دایره(های) این که حسب بر معادله ها راست سمت در sو٣ s١ ،s٢ عدد سه آن ها در که
دیگر معادله از معادله ها از یکی تفریق با است. −١ یا +١ برابر باشند، خارج یا داخل مماس
از ys و xs ترتیب بدین می مانند. باقی خطی جمله های تنها و شده حذف دوم درجه عبارت های

می آیند: دست به زیر شکل به معادله هایی

xs = A+Brs(⋆)
ys = C +Drs(⋆⋆)

یکی در ys و xs جانشانی با است. −١ یا +١ اعداد و دایره ها به وابسته D و C ،B ،A آن در که
rs دوم درجه معادله حل از پس می آید. دست به rs حسب بر دومی درجه معادله معادله، دو این از
s٢ ،s١ علامت های می آیند. دست به نیز ys و xs ،(⋆⋆) و (⋆) در جانشانی با آمده، دست به (ها)
می دهد دست به جواب دو علامت، انتخاب هر و شده انتخاب مختلف نوع هشت به می توانند s٣ و
مخالف علامت انتخاب با (−rs, xs, ys) باشد، جواب یک si انتخاب یک با (rs, xs, ys) اگر
داشت. خواهد وجود متمایز جواب هشت حداکثر بنابراین می دهد. دست به را جواب همان −si

جفت یک متناظر ریشه جفت هر باشد، متمایز ریشه دو دارای حاصل دوم درجه معادله اگر
دایره ای متناظر حاصل جواب باشند، برابر ریشه دو چنانچه متناظرند. انعکاس در که است جواب
یک خود مفروض، دایره های از یکی حالت این در است. منطبق خودش بر آن منعکس که است
تعداد باشد مختلط عددی جواب ها از یکی اگر می یابد. کاهش یکی جواب ها تعداد و است جواب
برابر نمی تواند جواب ها تعداد حال هر به که این توجه جالب نکته می کند. پیدا کاهش تا دو جواب ها
شرح بدهد. رخ می تواند بینهایت نیز و هشت تا صفر از دیگری تعداد هر هرچند .[١٩] باشد هفت

آمد. خواهد ٩ بخش در مورد این در بیشتر

انعکاسی باشند متقاطع مفروض دایره سه از دایره دو اگر هم مرکز. دایره های به تبدیل .٣ . ۶
دایره(های) جدید شرط های این با می کند. تبدیل هم مرکز دایره دو به را دایره دو این که دارد وجود
پارامتری یک خانواده دو به جواب ها بنابراین گیرند. قرار هم مرکز دایره دو بین طوق در باید جواب
می چرخد. طوق در و نکرده محصور را داخلی دایره جواب دایره (١٢ (شکل اول خانواده در دارند، تعلق
حالت در کرده اند محصور را مرکز هم داخلی دایره جواب دایره های (١٣ (شکل دوم خانواده در

می آید. دست به جواب هشت مجموع در که دارد وجود چهارجواب خانواده هر برای کلی
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١٢ شکل

١٣ شکل

حل سادگی به آپولونیوس مسئله باشند، مرکز هم مفروض دایره سه از دایره دو که حالتی در
است معلوم ناهم مرکز دایره تا مشترک مرکز از dnon فاصله نیز و دایره سه شعاع های می شود.
مشترک مرکز از dT و ds فاصله های و θ زاویه .rn شعاع از می توان را جواب دایره .(١٢ (شکل
جواب دایره اینکه حسب بر و است معلوم ds فاصله و شعاع یافت. نامشترک مرکز همچنین و
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داریم کسینوس ها قانون موجب به بنابراین dT = rs ± rnon داریم باشد خارجی یا داخلی مماس

cos θ =
d٢
s + d٢

non − d٢
T

٢dsdnon = C.

می توان است. منفی یا مثبت باشد خارجی یا داخلی مماس جواب، دایره اینکه حسب بر C مقدار
که گرفت نتیجه

θ = ±٢ arctan
(√١ − C

١ + C

)
.

انعکاس که آنجا از است هشت برابر جوابها تعداد که می یابیم در علامت ها به توجه با نیز اینجا در
می شود. پذیر ترسیم اولیه مرحله به برگشت از پس اصلی مسئله است، برگشت یک

جهت دار را Cو٣ C٢ ،C١ مفروض دایره سه نخست .CCP به CCC از تبدیل .۴ . ۶
فرض (چرا؟) می کند تبدیل نقطه یک به را دایره سه این از یکی که دارد وجود انبساطی می کنیم.
دایره های به C٣ و C٢ دایره های صورت این در شود. تبدیل C ′١ نقطه به و بوده دایره آن C١ کنیم
مماس C ′٣ و C ′٢ بر و گذشته C از١′ Cو٣ C٢ ،C١ بر مماس C جواب دایره و شده تبدیل C و٢′ C ′١
C ′١ از و بوده مماس C ′٣ و C ′٢ بر که C ′ دایره یافتن به آپولونیوس مسئله صورت این در است.

است. CCP حالت همان که می یابد، کاهش بگذرد
M و D ،C ترتیب به را مفروض نقطه و دایره دو CCP حالت در آپولونیوس مسئله حل برای
و انعکاس مرکز را M نقطه .(١۴ (شکل می کنیم رسم C دایره بر را MT مماس M از می نامیم.
منعکس می کنیم. مشخص را D و C منعکس های اینک می کنیم. اختیار انعکاسی قوت را MT ٢

رسم را C و D′ دایره دو مشترک مماس است. D′ دایره ،D منعکس و است منطبق خودش بر C
شود. مماس B′ و A′ در آنها بر تا می کنیم

M ،A از که دایره ای می کند. قطع B در را C دایره MB′ و A در را D دایره MA′ خط
دو بر است A′B′ مشترک مماس منعکس چون دایره این که زیرا است، جواب دایره بگذرد B و

می باشد. مماس مفروض دایره
را خود ویژه حل های راه گوناگون شکل بندی های و دایره و خط نقطه، دیگر حالت های تمام
که کنیم یادآوری نیست بی مناسبت است. خارج نوشته این حوصله از آن ها به پرداختن که دارند
بیان دبیرستان ریاضی ششم سال مخروطات» و «هندسه درسی کتاب در زمانی آپولونیوس، مسئله

.[١] است می شده حل و
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١۴ شکل
محوری انعکاس .٧

نام به اینک که کرد تعریف جهت دار خط های مجموعه بر را هندسی تبدیل یک ١٨٨٢ در لاگر١
نسبت انعکاس دوگان محوری انعکاس گفت می توان می شود. شناخته محوری انعکاس لاگریا تبدیل
راه حل های از یکی شده اند. مطرح جزئیات با [٢۶] در آن خواص از بسیاری است. دایره یک به

می پردازیم. آن به بخش این در که است تبدیل این از استفاده آپولونیوس مسئله زیبای
می کند. قطع M در را Ω جهت دار خط که باشد جهت دار خط یک NM کنیم فرض .٧ . ١ تعریف
می کنیم. رسم است مماس NM بر و کرده قطع α زاویه با را Ω که K ′ دلخواه جهت دار دایره یک
Ω خط (١۵ (شکل است. NM مبدل MM ′ یعنی می شود رسم K ′ بر M از که دیگری مماس

می نامیم. انعکاس محور را
موازی Ω با ω آن در و کرده قطع α زاویه با را ω خط که K ثابت و جهت دار دایره هر می توان
یکدیگر مجانس ١۵ شکل دو که است علت بدان این گرفت. نظر در K ′ برای مدلی عنوان به است
در که K بر مماس جفت دو هر نظیر باشد. ثابتی موقعیت در K مرجع دایره نیست لازم و هستند
مماس اند، آن بر جهت دار خط های این که K ′ یافتن برای دارد. وجود Ω مورد در می کنند تلاقی ω

است. مستقیم تجانس یک در Q به Q′ و M به M ′ نگاشت است لازم آنچه تمامی
١Laguerre
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١۵ شکل

مماس های به را K∗ جهت دار دایره یک بر جهت دار مماس های محوری انعکاس .٧ . ٢ قضیه
K و′ K∗اصلی محور انعکاس، محور آن بر علاوه می کند. تبدیل K ′ جهت دار دایره یک بر جهت دار

است.

انعکاس تحت می کنند قطع را ω که K بر جهت دار مماس های که می کنیم توجه ابتدا اثبات.
خط های جفت دارای محوری انعکاس هر پس .(١۶ (شکل می شوند تبدیل خودشان به محوری
A در را Ω که باشد جهت داری دایره K∗ کنیم فرض اینک است. (ثابت) متناظر خود جهت دار
که دیگری جهت دار دایره بر K∗بر جهت دار مماس بر مبدل که می دهیم نشان می کند. قطع B و

است. مماس شد، خواهد مشخص
محوری انعکاس یک در جهت دار خط های موازی که را N ′M و MN جهت دار مماس های
جهت داری دایره کنند. قطع M و′ M در ترتیب به را K∗ تا می کنیم رسم هستند ثابت شده داده
K ′ که می دهیم نشان و نامیده K ′ است مماس N ′M ′ ، MN بر و گذشته B و A از که را
می کنیم. اختیار اصلی جهت دار دایره عنوان به را K∗ جهت دار دایره .(١۶ (شکل است K∗مبدل
خط باشد. N ′M ′ و NM تلاقی نقطه P کنیم فرض است. انعکاس محور MM ′ = ω خط
است تجانسی در ،P متناظر α نقطه می کند. قطع α در را K ′ و γو βدر را K∗ ،P از گذرنده
قطبی که ω بر واقع U در γ و β در K⋆ بر شده رسم مماس های دارد. وجود K ′⋆ و K ′ بین که
مماس K⋆ بر βدر K ′ بر αدر مماس که آنجا از می کنند. قطع را یکدیگر است K⋆ به نسبت P
بر T بنابراین .|Tγ| = |Tα| که هستند چنان K ′ بر α در مماس و γ U تقاطع نقطه است،
جهت دار خط مبدل که می گیریم نتیجه بیدرنگ اینک دارد. قرار K∗و K ′ دایره دو اصلی محور AB

می کند. قطع T در را Ω و بوده βU موازی که است αT جهت دار خط ، K ′ ∗ طریق از ،Uγ
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مماس اند K ′ بر که جهت داری خط های به هستند مماس K∗ بر که جهت داری خط های بنابراین
□ می شوند. تبدیل
شده اند. مشخص می کنند قطع را Ω که جهت داری مماس های مبدل ٢.٧ قضیه اثبات در توضیح.
بررسی است. کدام است موازی Ω با که جهت داری مماس مبدل که می شود مطرح پرسش این اینک

می گذاریم. خواننده عهده به را مبدل این تعیین و

می کند. حفظ را مماسی فاصله محوری انعکاس .٧ . ٣ قضیه

و C ′ ترتیب به را D و C مبدل های باشند. جهت دار دایره دو D و C کنیم فرض اثبات.
را انعکاس محور و بوده مماس آنها بر Q و P در D و C مشترک مماس کنیم فرض می نامیم. D′

تبدیل Q′ و P ′ تماس نقطه های با D′ و C ′ مشترک مماس به مشترک مماس این کند. قطع T در
چون و |TP | = |TP ′| است C ′ و C اصلی محور Ω ،٣ . ۶ قضیه اثبات به بنا که آنجا از می شود.
□ .|PQ| = |P ′Q′| پس ،|TQ| = |TQ′| داریم هست نیز D′ و D مشترک مماس Ω
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می کند. تبدیل مماس جهت دار دایره های به را مماس جهت دار دایره های محوری انعکاس .۴ . ٧ نتیجه

تبدیل نقطه یک به را آن که دارد وجود محوری انعکاس یک جهت دار دایره هر برای .۵ . ٧ قضیه
می کند.

فرض (١۶ (شکل باشد آن از خارج نقطه ای L و جهت دار دایره یک K∗ کنیم فرض اثبات.
می شود. مشخص L نقطه دایره- و K∗ با که باشد محوری هم دستگاه اصلی محور Ω کنیم
جهت داری دایره کند. قطع B و A در را Ω که این تا می کنیم رسم K∗ بر L از مماس هایی
با محوری انعکاس که می دهیم نشان می نامیم. K است مماس LA بر و گذشته B و A از که را

می کند. تبدیل L به را K∗ انعکاس، محور عنوان به Ω و K جهت دار دایره
β و γ) کند قطع γ در را K∗ و β و α در را جهت دار دایره K ،L از گذرنده خط یک اگر
قطع V در را Ω ،K∗ بر γ در مماس اگر آنگاه هستند). L مرکز به تجانس در متناظر نقطه های
و α در K بر مماس های اگر است. L و K∗اصلی محور Ω که زیرا ،|V γ| = |V L| داریم کند،
|βQ| = |αQ| چون و است γV موازی BQ آنگاه کنند، قطع را یکدیگر Ω بر واقع ،Q در β
K∗جهت دار دایره بنابراین است. γV مبدل LV پس است، Qα موازی V L که گیریم می نتیجه
□ می کنیم. استفاده نیستند جهت دارای نقطه ها تنها که این از واقع در می شود. تبدیل L به

به محوری انعکاس یک با همزمان، طور به می توان را جهت دار دایره سه لاگر). (قضیه ۶ . ٧ قضیه
کرد. تبدیل نقطه سه

در که باشند مشترکی مماس های با جهت دار دایره سه K٣ و K٢ ،K١ کنیم فرض اثبات.
نقطه سه این می دهیم. نشان R و Q ،P با را تجانس مرکزهای شده اند. داده نمایش ١٨ شکل
انعکاس محور عنوان به را PQR خط دارند. قرار است تجانس خط همان که راست خط یک بر
را K١ جهت دار دایره می توان اینک نکند. قطع را دایره ها از یک هیچ می کنیم فرض و کرده انتخاب
خارج PQR و K١ با که است محوری هم دستگاه یک حدی نقطه ω١ که کرد تبدیل ω١ نقطه به
خط های به K١ بر مماس PB و AP جهت دار خط های محوری انعکاس این با است. K١ دایره
از مماس اند. نیز K٢ بر BP و AP دار جهت خط های می شوند تبدیل Pω١ امتداد در جهت دار
ω٢ نقطه به K٢ جهت دار دایره می شوند، تبدیل Pω٢ امتداد همان در جهت دار خط های به که آنجا
باشد. PQR خط بر K٢ مرکز از وارد عمود و Pω١ تقاطع محل بر باید نقطه این می شود. تبدیل
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١٧ شکل

١٨ شکل

تلاقی محل ω٣ به K٣ جهت دار دایره مماس اند. نیز K٣ بر QF و EQ جهت دار خط های
می شود. تبدیل PQR بر K٣ مرکز از وارد عمود و Qω٢
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جهت دار دایره ها اینکه نخست می کند. استفاده آپولونیوس مسئله حل برای قبل قضیه از لاگر
ω٢ ،ω١ نقطه های به آن ها تبدیل از پس باشند، جهت دار دایره سه Kو٣ K٢ ،K١ اگر می شوند.
K جهت دار دایره دو دایره، این می گیرد. نظر در می گذرند نقطه سه این از که را دایره هایی لاگر ωو٣
بنا برمی گردند. جهت دار دایره های به نقطه ها انعکاس این کارگیری به با می کند. مشخص را K ′ و
مماس Kو٣ K٢ ،K١ بر که جهت داری دایره های به K و′ K جهت دار دایره های ٧ . ٣ قضیه نتیجه به
□ برمی گردد. می شوند

شود. مراجعه [٢۶] به ۵ . ٧ قضیه نیز و لاگر قضیه جبری اثبات های برای توضیح:

دکارت قضیه .٨
مسئله (١٩ (شکل باشند مماس یکدیگر بر دو به دو آپولونیوس مسئله در مفروض دایره سه اگر
دیگر دایره دو هستند. شده داده دایره های همان آن جواب سه که است جواب پنج دارای آپولونیوس
از کدام هر می شوند. نامیده سدی١ دایره های و [٢٧] هستند محاطی و محیطی دایره های متناظر
نقطه شش در که می دهند تشکیل را دایره چهار از مجموعه یک مفروض دایره سه با سدی دایره های
است معروف دکارت قضیه به که زیر  رابطه در دایره چهار این شعاع های هستند. مماس یکدیگر بر

می کند: صدق
(k١ + k٢ + k٣ + ks)

٢ = ٢
(
k٢١ + k٢٢ + k٢٣ + k٢

s

)
دایره های خمیدگی های k٣ و k٢ ،k١ همچنین، است. جواب دایره شعاع rs و ks = ١/rs آن در که
بازهم و ،١٨۴٢ در در بیکرافت٣ توسط و ١٨٢٨ در ٢ اشتاینز توسط دکارت قضیه هستند. شده داده
به را خود یافته سدی است. شده مجدد کشف ١٩٣۶ در شیمی در نوبل جایزه برنده سدی توسط
و قضیه این اثبات برای است. رسانیده چاپ به [٢٣] در دقیق» «بوسه عنوان با شعری صورت

کرد. مراجعه [٩ ،٨] به می توان آن تعمیم های بعضی

بندی شکل رده های و جواب  ها شمارش .٩
هندسه مسئله یک واقع در آپولونیوس مسئله گوناگون انواع برای جواب ها شمارش مسئله
در مثال برای دهد. تغییر را جوابها تعداد می تواند شییء سه ترتیب هر .[١١ ،۵] است شمارشی
سه آن از که است دایره ای هم آن و دارد جواب یک تنها مسئله باشند نقطه سه شی، سه هر که حالتی
١F. Soddy ٢J. Steiner ٣P. Beecroft
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١٩ شکل

چنانچه ندارد. جواب مسئله باشد دایره ها از یکی داخلی مفروض دایره سه از یکی اگر می گذرد. نقطه
کسی نخستین مویرهد١ دارد. وجود جواب بینهایت باشند مماس یکدیگر بر نقطه یک در دایره سه هر
مورد مسئله این ١٩٧۴ در باردیگر، است. پرداخته مسئله این به کامل، طور به نه هرچند که است
با متمایز، حالت های تمام تعداد که شد مشخص ١٩٨٣ در سرانجام گرفت. قرار ٢ جرالد فیتز توجه
نمی کند تغییر انعکاس در وقوع ویژگی که آنجا از .[۵] است ٣٣ برابر شکل ها رده بندی به توجه
تبدیل یکدیگر به انعکاس ها ترکیب یا انعکاسی با که حالت هایی به باید حالت ها شمارش هرگونه
که ١٠ و ٨ ، ٩ ویژگی های به توجه با توانسته اند [۵] ویلکر۵ و فیشر۴ ، برن٣ یابد. کاهش نمی شوند
حالت های تمام و هستند مجزا دو به دو که را زیر فهرست است آمده انعکاسی) صفحه ) ٣ بخش در

آورند. دست به برمی گیرد در را شییء سه
نقطه، سه (١)

خط، یک و نقطه دو (٢)
مرکز، هم دایره دو و نقطه یک (٣)
متقاطع، خط دو و نقطه یک (۴)
موازی، خط دو و نقطه یک (۵)

دایره، −i یک و مرکز هم دایره دو (۶)
می کند، قطع را خط دو هر که دایره −i یک و متقاطع خط دو (٧)

١R. F. Muirhead ٢J.M. Fitz-Gerald ٣A. Bruen ۴J. C. Fisher ۵J. B. Wilker
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است، مماس خط دو هر بر که دایره −i یک و موازی خط دو (٨)

است. [۵] از برگرفته ٢ و ١ های جدول
١ جدول

٢ جدول

P∞ که اقلیدسی صفحه یعنی (موبیوس) انعکاسی صفحه در شمارش ها این که کرد توجه باید
شوند، گرفته نظر در جهت دار دایره ها و خط ها چنانچه است. گرفته انجام است شده اضافه آن به
است مدلی و هستند جهت دار دایره های و خط ها همان آن اولیه مفاهیم که لاگر صفحه در شمارش

.[١٢] می گیرد انجام لاگر، هندسه برای

تعمیم ها بعضی .١٠
این به آپولونیوس مسئله است صفر برابر هم بر مماس دایره دو بین زاویه که کنیم توجه اگر الف)
به کلی تر حالت در یا θ برابر زاویه ای مفروض دایره سه با که کنید رسم دایره ای می یابد: تعمیم شکل
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مماسی فاصله که باشیم داشته نظر در اگر دیگر طرف از بسازد. θو٣ θ٢ ، θبرابر١ زاویه هایی ترتیب
فاصله های که شود رسم جهت داری دایرۀ که است این دیگر تعمیم است، صفر برابر جهت دار دایره دو

.[٢۶] باشد مشخصی مقادیر جهت دار دایره سه با آن مماسی
مفروض کره چهار بر که است کره ای یافتن از عبارت بعد سه در آپولونیوس مسئله تعمیم ب)
می توان حتی را مسئله کرد. حل بعد دو در مشابه روش های با می توان را مسئله این باشد. مماس

باشد. مماس ابرکره d+ ١ بر که بیابید ابرکره ای داد: تعمیم نیز بعدی d فضای به
دوم درجه رویه های سایر و کره به انعکاسی صفحه یا اقلیدسی صفحه در آپولونیوس مسئله پ)
مماس کره روی بر واقع دایره سه بر که است دایره هایی یافتن هدف کره مورد در می یابد. تعمیم نیز
کرد. تبدیل اقلیدسی صفحه در مسئله های به نگاشتی گنج تصویر با می توان را مسئله این باشند.

آمد. خواهد دست به برگشت با آن متناظر حل

کاربردها .١١
ارائه (١۵٩٢) رومن١ فون ادریان توسط ابتدا که آپولونیوس مسئله راه حل های از یکی
هذلولی هاست. برخورد محل یافتن به مسئله تبدیل است، شده ساده تر نیوتن توسط سپس و
جواب دایره شعاع و r٣ و r٢ ،r١ را آنها شعاع های ،C٣ و C٢ ،C١ را مفروض دایره سه
داخل مماس یا خارج مماس جواب دایره یا C١ که این حسب بر می دهیم. نشان rs با را
همین به است. rs − r١ یا rs + r١ برابر d١ دایره، دو این مرکزهای بین فاصله باشد،
این رو از است. rs− r٢ یا rs+ r٢ برابر جواب دایره و C٢ مرکزهای بین فاصله d٢ شکل
بر احتمالی جواب دایره رو این از ندارد. بستگی rs به که ثابت است مقداری d١ − d٢
روش این است. صادق نیز C٣ و جواب دایره مورد در امر همین دارد. قرار هذلولی یک
این که می شود سبب اما نمی شود، منتهی خط ها و دایره ها برخورد به نهایت در هرچند حل
ستارگان مسیر یافتن در نیوتون جمله آن از کند. پیدا قسمت ها سایر در کاربردهایی مسئله

است. کرده استفاده آن از
فراگیر٢ موقعیت یابی سیستم در آن از استفاده آپولونیوس مسئله دیگر کاربردهای از

.[١٧] باشد داروسازی و بیوشیمی در مسئله این کاربرد جدیدترین شاید ،[١۴] است
١A. vanRoomen ٢Global positioning systems
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آخر سخن .١١
«ترسیم گویای همه از بیش جبری، حل بخش در خاصه پرداختیم، آن به تا کنون که آنچه
خط ها و دایره ها برخورد محل یافتن به نهایی حل که زیرا است؛ آپولونیوس مسئله پذیری»
مستلزم پیچیدگی بر افزون معروف، مسئله این حل گوناگون روش های طرفی از برمی گردد.
راستی به که می شود مطرح پرسش این اکنون است. بسیار کمکی دایره های و خط ها رسم

کرد؟ باید چه عمل عالم در
از می گذارد. رو پیش را زیبایی حل راه لاگر تبدیل و دایره ها و خط ها کردن جهت دار
دارای هندسه این اما هستند. لاگر» «هندسه اولیه مفاهیم جهت دار دایره های و خط ها طرفی
.[٢۶] و [۶] دارند اساسی نقش آن در قائم مخروط های که هست نیز بعدی سه الگوی یک
می نامند. جهت دار) دایره جای به (دور دورنگاشتی١ می کند یکریخت را الگو دو این که تبدیلی
روی هر به کرد. اثبات و تفسیر بیان، الگو این در می توان است، آمده ٧ بخش در که را آنچه
حل GeoGebra مانند افزاری نرم در شود، یادآوری که آوردیم سبب این به را مختصر این
.[٢۶] است دورنگاشتی تبدیل و الگو این از استفاده اساس بر آپولونیوس مسئله (رسم)
می شود. داده برگشت بعدی دو فضای به سپس شده، ترسیم و حل بعدی سه فضای در مسئله
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ریاضی اندیشۀ و فرهنگ
۴٢ تا ٢٩ صص. (١٣٩۴ زمستان و (پاییز ۵٧ شماره

عالی ریاضیات تدریس در رویکردی
نژاد آرین مسعود

چکیده
وادراکی تفهیمی مشکلات با همواره پیشرفته، و محض ریاضیات یادگیری و آموزش
و مفاهیم پیچیدگی و سختی به محدود فقط مشکلات این اما است. مواجه زیادی
و مفاهیم این پذیرش و درک اوقات، خیلی نیست. مباحثی چنین در موجود روش ها ی
موجود بررسی های و بحث شیوه های فهم و درک با همراه آن ها نگاه نوع با آمدن کنار
به ویژه ریاضیات آموزش از جنبه این به نوشته این در هستند. اصلی موانع از آن ها در
بیشتر گزارش این بیان لحن و ادبیات البته و می پردازیم پیشرفته ریاضیات حوزۀ در

کلاسیک. و فلسفی تا است شخصی و تجربی

عمومی دورنمای .١
دو در ظاهر در که چند هر دارند، باهم دیرینه ای خویشاوندی و قرابت ریاضیات و فلسفه
تابع و اندازه و شکل و عدد از ریاضیات سوی، یک در نشسته اند. بشر اندیشه و تفکر عالم سوی
و قطعی ترین خود، سیرت و صورت در و می گوید سخن تقریب و محاسبه و کران و شمارش و
وجود از فلسفه دیگر، درسوی و می نمایاند باز را علمی داوری های و دریافت ها تفکرات، یقینی ترین
سخن ابد و ازل و سعادت و اخلاق و نهایت و ماهیت و ماده و جوهر و ضرورت و علیت و عدم و
می دهد نشر اطلاق و صحت و صدق گمانه های از مشهودی و بارز تردیدهای با را چیز همه و می گوید
خانواده به ریاضیات، می گریزد. قطعیتی هر از و دارد قرار تعلیق وضعیت در نوعی به همیشه و

پیوستگی. موضوع، اصل فلسفه، کلیدی. کلمات و عبارات
2010 Mathematics Subject Classification. 00A30 ; 97E20.

ایران) ریاضی (انجمن ١٣٩۴ ©
٢٩
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وجود با لرزان. همیشه و نادقیق و شناور معرفت های خانواده به فلسفه و دارد تعلق یقینی علوم
و مستندات هم، شده یاد خویشاوندی و قرابت آن واقعی، تقابل های این همۀ وجود با یعنی این،

بنمایند. عجیب قدری است ممکن که چند هر دارند متعددی و محکم موجبات
دو این مطالعه موضوع فقط مثل، دنیای موجودات افلاطون تعبیر به و مجرد مضامین و مفاهیم •
اوقات، خیلی باستان، علم تاریخ در که است بوده آن اصلی دلیل هم همین شاید و هستند حوزه
شمرده دسته یک از یا بوده اند یکی معمول، و طبیعی طریقی و روال به معرفت، دو هر این صاحبان
ریاضیات و فلسفه خوارزمی و خیام و ارشمیدس و افلاطون و فیثاغورث هم همین برای می شده اند.
خود پیرامون را آمیخته ای همگن فلسفی ریاضیات یا ریاضیاتی فلسفی مکتب و پرورده اند آمیخته ای

آفریده اند.
خود ویژه دانش تولید در معرفت از شاخه دو هر این شناختی و دریافتی واحد روش دیگر، دلیل •
مشاهده، و تجربه از و است تحلیلی و استدلالی عقلی، صرفاً وادی، دو هر برای روش این است.
بهره ای تجرید، و انتزاع استخراج و شهود پروردن برای از فقط هم آن و محدودی بسیار حد در جز
خویشاوند و ادراکی خاستگاه های انگاشتن یکی در مهمی سررشتۀ ابزار و روش وحدت این نمی گیرند.

است. دانش دو این خواندن
فراوانی شمار و فلسفه به ریاضی دانان از بسیاری معمول طور به که است علاقه ای سوم، دلیل •
واحدی علمی انگیزه های و علاقه نیاز، عطش، می دهند. و داده نشان ریاضیات به فیلسوفان از
یا فیلسوف ریاضی دانان هم جدید قرون در حتی دلیل همین به می خواند. هم سوی به را آن ها
است، فلسفه و ریاضیات تحولات سرنوشت و سرگذشت در آشنایی واژگان ریاضی دان، فیلسوفان
کواین۵، ویلارد ، فرگه۴ گوتلوب ، وایتهد٣ نورث الفرد ، راسل٢ برتراند ، دکارت١ رنه جمله اند آن از
به گاهی که است همین برای مندلسون٩. الیوت و براور٨ لویتزن ، تارسکی٧ آلفرد ، گودل۶ کورت
نیاز قلم و کاغذ به که است فیلسوفی «ریاضی دان، می شود: گفته دانش شعبۀ دو این نسبت در تلمیح
گوتلوب طریق همین بر است!» نیاز بی هم قلم و کاغذ از حتی که است ریاضی دانی فیلسوف، و دارد
به کاری که «فیلسوفی است معتقد جهان ریاضی منطق دانان و فیلسوفان بزرگترین از یکی فرگه
فقط باشد نداشته کاری فلسفه به که هم ریاضی دانی است، فیلسوف نیمه یک باشد نداشته هندسه
نوشته خود ریاضیات» «فلسفه کلاسیک کتاب در براون١٠ رابرت است[۶]». ریاضی دان نیمه یک
١René Descartes ٢Bertrand Russell ٣Alfred North Whitehead ۴Gottlob Frege ۵Willard

Quine ۶Kurt Gödel ٧Alfred Tarski ٨Luitzen Egbertus Jan Brouwer ٩Elliott Mendelson
١٠James Robert Brown
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و.... باشد علاقمند هم ریاضیات طبیعت به باید باشد علاقمند فلسفه به واقعاً که «هرکسی است
. [۶] بروند!» جهنم به تا بگذار نمی کنند فکر طور این که را آنهایی اما

فرصتی ،[٨ ،١] مدارس در همگانی آموزش دوره های در نوین رویکردهای بگذریم که این ها ازهمه •
به توجه جهت از یکی، است. آورده فراهم فلسفه به محتوایی تری شدۀ برنامه ریزی توجه برای را
درسی، کلاس و آموزشی فضای هر در سقراطی» وگفتگوهای «جدل آموزش روش بی نظیر اهمیت
و فکری ورزش برای فرصتی آوردن فراهم جهت از دیگر، مؤثر. و درونی و خلاق یادگیری های برای
صرفاً چراهای و چون در آن ها کردن درگیر وسیلۀ به کودکی سنین همان از نو نسل های عقلی تنفس
زشتی، زیبایی، شادی، بدی، خوبی، چون مفاهیمی دربارۀ مثلا) فلسفی طبیعی مباحث استدلالی
تا آن) مانند و تنفر داشتن، دوست پیشرفت، جنگ، صلح، محبت، ذکاوت، سخاوت، سعادت،
چنین بر دانش و علم نوآموزان پردازی نظریه و منطق تعقل، تحلیل، استدلال، نیروی های زیربناهای

گردد. استوار ناپذیری جایگزین پودهای و تار
از مضمون هایی دربارۀ زنده گوهای و گفت ارزش و نقش به دادن توجه نوشته این قصد یک
ساختمان فهمیدن و آموزش در روشنی فلسفی و تفسیری ظرفیت های دارای که است محض ریاضیات
در فلسفی استنتاج های و پرسشگری تخیل، ظرفیت کردن فعال دیگر، قصد هستند. علم این عمومی
مایه های اغلب، که چیزهایی همان است پیشرفته ریاضیات تخصصی دروس مفاهیم و مواد چارچوب
گفت باید است. بوده علم سوی این به فیلسوفان از خیلی جانب از ریاضیات جذاب و بخش الهام
دارند خود در را گفتگوهایی چنین ظرفیت خوبی به پیشرفته، ریاضیات مفاهیم و عناوین از خیلی که
به گیرند. قرار تأمل و درنگ مورد درسی و آموزشی رسمی تشریفات از مستقل اندکی است کافی و
گسستگی، پیوستگی، نا متناهی، بعد، بی کرانی، کران، بی نهایت، «نهایت، چون مفاهیمی مثال طور
استقراء، پذیری، شمارش شمارش، پذیری، جهت جهت، نظم، چیدمان، ترتیب، یکسانی، برابری،
هم ریاضیات دیدگاه از البته که هستند بحثی قابل فلسفی لایه های دارای همگی پیچیدگی» تقریب،

توجه اند. و اعتنا مورد کاملا
دیگر زوایه ای از .٢

یادگیری و آموزش دارد. هم دیگری دلایل ریاضیات آموزش به رویکرد این و تأملات گونه این
پیچیدگی های و فهمی سخت از غیر به دانشگاه، ریاضی رشته سطح در پیشرفته و محض ریاضیات
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چرا است. مواجه درسی کلاس های در متفاوتی تفسیری و ادراکی چالش های با همواره طبیعی اش،
ریاضیات: از سطح این مثال های و مستندات مفاهیم، که

گونه این در . ندارند مدرسه ای و سنتی ریاضیات مثال های و مفاهیم با روشنی ارتباط .١
و مثلث چون اشکالی تحلیل و (بررسی هندسه چون آشنایی آموزشی عناوین ریاضیات، از اخیر
معادلات حل و (تجزیه جبر مثلث)، پاره خط های و زوایا نسبت بین روابط (تحلیل مثلثات دایره)،
تقسیم اول، اعداد بررسی و (تحلیل اعداد حساب و سه) حداکثر و دو یک، درجه از چند جمله ای
همراه ساده ای و طبیعی شهودهای و تفسیر احساس، با همواره آن) مانند و پذیری تجزیه پذیری،
عهده از معلم لااقل و دانش آموز و آن هاست محتوای چرایی های و چونی ها توجیه پشتوانۀ که هستند

می آیند. بر آن ها قبول قابل تجربی و حسی توجیه و توصیف
و رسمی دروس از که عمومی» ریاضیات یا «حسابان کلاسیک مفاهیم با مستقیمی پیوند .٢
این مفاهیم و مسائل معمولا ندارند. هستند دانشگاهی رشته های از بسیاری اول سال دو یکی پایه ای
نتیجه در می شوند. تشریح و توجیه کاربردی مثال های از انبوهی با کلاسیک کتاب های همۀ در درس
چندانی دغدغۀ غیرریاضی و ریاضی رشته دانشجویان تا می کنند کمک مؤثری نحو به مثال ها این
مسئله های فهمی ریاضی و سنجی ریاضی از نوعی عنوان به ریاضیات از نوع این فهم و پذیرش در
نداشته مسئله) یک به وابسته متغیرهای بین ارتباط و پیوند کردن فرموله (یعنی واقعی و طبیعی

باشند.
ندارد واقعی عالم و جهان ریاضی وار تشریح و تفسیر به روشنی و مستقیم اشارۀ گونه هیچ .٣
هم، همین و می دهد رخ عادی و طبیعی خیلی دانشگاهی رشته های دیگر همۀ در تقریباً که چیزی
رشته ها، این در مأنوس و درگیر افراد همه تقریباً علاوه به حوزه هاست. این دانشجویان انتظار مورد
نزدیک بسیار تعبیر و تلقی و می فهمند را خود بحث های نمای واقعیت اشاره های یکسان طور به
تا دانشجو (از رشته این اهالی همه فیزیک دانش حوزۀ در یعنی این دارند. آن ها از مشابهی و
توصیف و تبیین کار اندر دست دانش این که دارند باور و می فهمند شکل یک به تقریباً استاد)
دما، شتاب، سرعت، مکان، تغییر مغناطیس، میدان نیرو، (مثل عالم فیزیکی چهره های تشریح و

قیاس. همین به هم رشته ها دیگر و شیمی اهالی و شیمی است. گرانش) یا جریان شدت
طبیعی پرسش گری های و کنجکاوی حس ریاضیات از نوع این کی و کجا تا که نیست پیدا .۴
این چیست. آن ها گسترش و تکثیر و پایداری و ساختن انگیزۀ و می دهند پاسخ را ذهنی عمومی و
جبرهای یا اندازه نظریۀ مثلا که نیست معلوم هیچ تقریباً استاد، تا دانشجو از خیلی ها، برای یعنی
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دلایلی چه به و مقصودهایی چه برای باناخ جبر و منیفلد هندسه پذیر، دیفرانسیل فضای یا ناجابجایی
وسیله و ابزار یک فقط یا بوده اند گریز ناپذیر و ضروری آیا اینکه و شده اند پرداخته و ساخته یا مطرح

هستند. موردی و موضعی مطالعاتی
پایه علوم رشته های دیگر در اغلب که است چیزی آن خلاف بر درست جنبه، چهار هر این
مواجه ها آن با دانشجو دانشگاهی، رشته های اغلب حتی و شناسی زیست شیمی، فیزیک، مانند
جستجوگرانۀ تجربی و حسی تداوم در مفاهیم و موضوعات اغلب، رشته ها این آموزش در می شود.
کاربردهای و دلالت ها و چیستی ها دربارۀ تأمل و مکاشفه و پرسش نام با چیزهایی و هستند هم
و نیستند مطرح اصولا حوزه ها آن فن آوری و دانش و علم واقعی درصحنه های مطرح، نظریه های
پشتوانۀ را بودن طبیعی و واقع نگری همسو نگری، از محوری ساده، و بدیهی جامع، تقریباً تفاهمی

می سازد. علوم بخش های این در پذیرفتنی تری و موفق تر آموزش های
چیست؟ ریاضیات .٣

جسارت دانشجویان، مهم دغدغه های از یکی اوقات خیلی محض،  پیشرفته ریاضیات آموزش در
می خورد؟ دردی چه به و چیست این ها که است قبیل این از شده ای سرکوب پرسش های صریح ابراز
یعنی این چیست؟ مگر ریاضیات اصلا و این هاست چرا ریاضیات است؟ ریاضیات این ها چرا
مفاهیم و موضوعات آموختن و شدن مواجه هنگام به ریاضی دانشجویان مستمر بی تابی های از یکی
غیر آنالیز همولوژی، رسته ها، نظریه خمینه ها، هندسه توپولوژی، مدرن، جبر مانند محضی دروس
دربارۀ ریشه ای و ماهوی پرسش هایی طرح آن، مانند و ریاضی منطق دیفرانسیل، هندسه استاندارد،
صرفاً کاوهای و کند همچنین است. مفاهیم این گونه استنادی و معنایی خاستگاه های و ریشه ها

است. برانگیز پرسش نیز آن ها به باور و پذیرفتن و آمدن کنار نوع و شیوه علاوۀ به نظری
آن و می دهد رخ بشری معارف صحنه در دیگر جای یک در فقط اتفاق، این که است جالب
همه در چیست» «فلسفه عنوان با مدخلی که است رشته این در فقط تقریباً یعنی است. فلسفه هم
به مکلف و مقید را خود فلسفه اهالی و است مطرح جدی طور به رشته این آموزشی علمی منابع
یا بخشی فلسفه، عمومی و آموزشی کتاب های از بسیاری مدخل در و می دانند آن شرح و توضیح
می پردازد. گفتگوها گونه این توضیح و پاسخ و پرسش به که هست کتاب ها این ابتدای در فصلی
«ریاضیات نام با مهمی کتاب نگارش به منجر ریاضیات عالم در نیازها همین گونه حضور و وجود
عمومی نوشته های شاخص ترین از یکی کتاب این گردید. ١٩۴١ سال در کورانت١ ریچارد چیست؟»
١Richard Courant
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در ریاضیات چیستی از کورانت خوب توصیف است. گذشته سال هفتاد از بیش طی در ریاضیات
به ویرایش مشهور، توصیفی نویس ریاضی دان استیوارت١ یان که است بوده ارزنده آنقدر کتاب این
که کلاسیکی کتاب های از دیگر یکی .[٢] کرد چاپ و عرضه ١٩٩۶ سال در را کتاب آن از روزی
اقلیدسی «هندسه های کتاب است داده اختصاص پرسش این به پاسخ برای را خود بخش یک لااقل
که است گفتن شایسته اینجا هم نکته این .[٣] است گریبنر٢ جی ماروین نوشته اقلیدسی» نا و
یکی است متصور کلی پاسخ گونه دو همواره ریاضیات» چیستی و فلسفه «چیستی پرسش برابر در
آن با فلسفه کاران و ریاضی کاران که محتوایی و مواد آن همۀ یعنی فلسفه و ریاضی بگوییم این که
اهداف، تشریح و محتوایی توصیف انتظار دیگر، پاسخ یک هستند. آن درگیر و می کنند کار ها
علم دو این از یک هر پیشرفت و توسعه نوع و کارکرد روش های و موضوع ها مفاهیم، انگیزه ها،
انگیزه نخست جوان، خوانان فلسفه تا می شود فراوانی توجه بخش این به همواره فلسفه در است.
هر از پیش و دهند صیقل دانستن از نوع این جدی و عمیق مباحث به ورود برای را خود علائق و
چنین غالباً ریاضیات، در البته برسند. فلسفه از گونه ای به انتظار و نیاز باور، از مرتبه ای به چیز
سخت تر از بلکه نیست، نیازی چنین از غفلت دلیل به امر، این نمی شود. گرفته پیش در رویکردی

می شود. ناشی آن به پرداختن بودن
تجربه آسیاب در .۴

حتی گاهی مثال طور به دارند مناسبت و موضوعیت هم ساده تری رویکردهای گاهی تجربه به
مخاطب پر و مثبت و مفید کاملا درس، کلاس های در هم، ممتنع و سهل ظاهراً نکته این در تأنی
در و است علم یک چرا هست، اگر است؟! علم یک ریاضیات اصلا آیا است: واقعی و جدی و
دیگر علوم در رایج دریافت های جنس و نوع از دریافت هایی ریاضیاتی دریافت های آیا صورت این
با متفاوت هم آن ادراک و است کلاسیک علوم دیگر با متفاوت و وراء چیزی ریاضیات یا است
به ریاضیات فرضی توصیف مثال، باب از هم باز آن هاست. اکتشافی یا ادراکی سیاق و سبک
خوبی میدان هم توافقی و شخصی قراردادهای و تعاریف و نمادها با شده توافق بازی نوعی عنوان
رفت می توان هم پیش تر این از است. ریاضیات محتوای و ماهیت به نسبت تخیل دامنه بسط برای
از مملو خوبی نمونۀ که شطرنج جذاب بازی با ریاضیات بی پروای و صریح مقایسه حتی گاهی و
و تخیل ها میدان می تواند است ابتکاری یا اکتشافی حالت های و نمادها قراردادها، شرایط، تنوع
مثال، این در برانگیزد. ریاضیات آموزشی و درسی فضای در را بخشی هیجان و شیرین مجادله های
١Ian Stewart ٢Marvin Jay Greenberg
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و بگیرند جان می توانند هم فلسفی شبه پی در پی پرسش های از زنجیری چینی هایی، مقدمه چنین با
ریاضیات (که پایه علوم کدامند؟ علوم اقسام چیست، علم مثلا شوند: جاری و بر انگیزند چالش هایی
و کلی طور به هرکدام آن غیر و انسانی علوم مهندسی، علوم می خوانند)، آن از بخشی معمولا را
و عقلی علوم دارند؟ علوم بزرگ میدان در مسؤولیتی و توصیف و مرز و حد چه و چیستند عمومی
چیستند؟ کاربردی علوم و محض علوم چه؟ یعنی نظری وعلوم تجربی علوم چیستند؟ نقلی علوم
یا است عینی ریاضیات می گیرد؟ قرار قسم کدام حوزۀ در ریاضیات بندی ها، تقسیم انواع این در
اکتشافی کاوش و توجه مورد موضوعات و مفاهیم چیستند؟ محض و مجرد مفاهیم [٧]؟ ذهنی
مفاهیم و موضوعات این از کدامیک به ریاضیات چیست؟ یک هر مثال های قسمند؟ چند بر بشر
می خوانند. علوم پادشاه یا ملکه هم گاهی و علوم مادر علوم، پایۀ علوم، زبان را ریاضیات می پردازد؟
هستند؟ پذیرفتنی و دارند منزلت و اعتبار حد چه تا و هستند معنی چه به یک هر توصیف ها این
این صورت در بپذیریم را تلقی و تعبیر این اگر می خوانند. تجربی علوم مشترک زبان را ریاضیات
عرفی زبان ویژگی های همان واجد ارتباط، و تفاهم محور و زبان نوعی عنوان به هم ریاضیات آیا
در مبنایی آن از پس و است حسی و معنایی تجربه های از عمومی ادراک تاریخی کردن ذخیره در
ارتباطی و اکتشافی ویژگی های آن با متفاوت و آن بر افزون یا مشترک مقصودهای و معانی انتقال

دارد؟ هم را خود مختص
شوند پیگیری و عرضه ساده تری چه هر زبان با باید البته که گفتگوهایی چنین تجربه، به
و درس شرایط متناسب و ریاضیات پیشرفته نسبتاً و نظری بحث های گاه به گاه حاشیه های در
از آمیزی غرور موضع گیری های و دریافت ها متضمن همواره آن، موضوعی و مفهومی ویژگی های
گسترش در مدرس همراهی هستند. ریاضیات تعبیر قابل ابعاد و نقش به نسبت دانشجویان جانب
شیرین درنگ های و تأمل فرصت های همواره هم پرسش ها گونه این بحث و طرح از آزادی فضای
بر که دارند را ظرفیت این و می کنند ایجاد تخصصی و جدی درس کلاس یک محیط در را موفق و

بیفزایند. چندان صد بل و چندان دو یادگیری ها انگیزۀ و کیفیت قوت،
برای هم جدی مخاطرۀ یک همواره آزادی، مباحثه های چنین به دادن میدان که پیداست نا گفته
نوع این از پردامنه ای پرسش های همۀ به پاسخگویی معرض در را مدرس که این آن و دارد مدرس
پرسشگری، و گفتگو از آزادی و باز میدان چنین گسترش با مخاطره، این وجود رغم به دهد. قرار
پرسش های پاسخ به اتکا بیشتراز خیلی خلاقی، و مؤثر یادگیری هر که می آموزند خوب دانشجویان
تشویق و بود امیدوار باید رو این از است. شخصی و حسی شدۀ درونی پرسش های کردن بارور رایج،
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پیش از حتی سؤال های موضوع، جوانب در بیشتری چه هر جسارت با رفته رفته دانشجویان تا کرد
از و درس کلاس محدوده در آن پاسخ درانتظار آن که بدون بپرسند نشده ای پیش بینی و نشده طراحی
یادگیری، از دورانی دستاوردهای بزرگترین گاهی که بگیرند یاد باید دانشجویان باشند. مدرس جانب
گستردۀ و مواج دریای تلاطم در ناگشوده ای بکر پرسش های مروارید صدف صید و آوردن کف به

کنجکاوی هاست.
که دارند قرار محض ریاضی کارشناسی دورۀ تخصصی دروس آموزش دل در زیادی مفاهیم
باشند تدریس هنگام به مناسبی فلسفی بحث های به آموزشگران عمومی رویکرد مبنای می توانند
عرصه های به گاهی به گاه را بحث مفاهیمی و عناوین چنین با برخورد هنگام به می توان همیشه و
فرصت هایی چنین و کشاند ریاضیات خشک موضوعی اصل و استدلالی زبان صرف از عمومی تری
جای که ریاضیات تشریحی و توصیفی گفتگوهای به نسبت بخشیدن انگیزه و جذب برای میدانی را
حسی و شهودی و عمومی و کلی تشریح داد. قرار است خالی بسیار ما آموزشی محیط های در آن
و تخصصی مفاهیم و اجزاء صرف یادگیری از مهمی و متفاوت سطح ریاضیات، مفاهیم هندسی و

است. تکنیکی و محاسباتی و فنی روش های
که کنیم تشریح و بگوییم دانشجو به که است آموزشی مثبت خیلی افلاطونی) ) تلقی یک این
درست است آن پدیده های و عالم از ریاضی شمای و تصویر یک ارائۀ ریاضیات اصلی شئون از یکی
چهرۀ آنند. ترسیم حال در شناسی زیست و شیمی فیزیک، چون علومی که وجهی و شأن همان در
و موضوع که جهان زیستی و شیمیایی فیزیکی، جنبه های و چهره ها مانند به درست جهان ریاضی
دیگر، چهره های خلاف بر چهره این است. ریاضیات مطالعۀ موضوع هستند علوم این مطالعه هدف
بر پرتوی می توان نظری استدلال های و تحلیل تجرید، ابزار با تنها و نیست پذیر تجربه و حسی
دریافتی و درک صید گوهر و کرد رسوخ آن شدنی ادراک محتوای و متن به و افکند آن ویژگی های
دانشجویان نزد و آموزشی فضای در را متفاوتی انتظار و نگاه تلقی، طرز این تقویت آورد. دست به
و است مفید بسیار همواره پیشرفته ریاضیات به اعتقاد و باور و فهم برای که می کند تولید ریاضی

نمی شود. عالی ریاضیات متنوع فلسفی تفسیرهای مانع البته هم خود تکامل مراحل در
موضوع ها اصل و تعریف ها .۵

کثرت و نقش به توجه پیشرفته ریاضیات آموزش در جنبه ها جالب ترین و مهم ترین از یکی شاید
دو این است. دانش این ساختار و بسط دامنه در موضوع ها اصل اهمیت به توجه نیز و تعریف ها
امروزه ما دیگر عبارت به هستند. امروز ریاضیات ساختمان همۀ اصلی بنیاد دو و محور دو واقع در
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آرمان چنین با هم هیچ گاه البته و نیستیم مواجه ارگانیک یا بکر و طبیعی ریاضیات نام به چیزی با
پایه هرگونه از عاری بکری زمین بر دانش این عمومی ساختمان یعنی این نبوده ایم مواجه خامی خیالی
همیشه قضیه ها و حکم ها سنتی، ریاضیات در که است این واقعیت نمی شود. و نشده بنا بنداشتی و
که می گشتند موجب را گمان این نتیجه در بوده اند همراه خود) زمان به نسبت (طبیعی غفلت هایی با
معلوم امروزه هستند. پدیده ها و جهان به ریاضیاتی بکر و طبیعی نگاه از نوعی برگ و شاخ همگی
موضوعی اصل دانش یک امروزی ریاضیات نیست. واقعی آرزویی، و انتظار چنین که است شده
اصل تعدادی با همواره ما ریاضی، تأملات و جستجوها از حوزه ای هر در که معنی این به است
اصل (متناظر حقیقی اعداد خطی پیوستار اصل انتخاب، اصل مثل مواجهیم، عام یا خاص موضوع
موضوع اصول ریاضیات، سرتاسری و عمومی حوزه های در کبوتری لانه اصل ترتیبی)، خوش یا کمال

آن. مانند و اقلیدسی هندسۀ
ساده خیلی اصولی چنین وجود ضرورت واقع در و موضوع اصول وجود چاره ناپذیری توضیح
کنیم ثابت است) فلسفه و ریاضیات عمومی روش (که محض استدلال راه از بخواهیم اگر است.
نتیجه ب حکم از استدلال این منطقی» «طور به که دهیم نشان باید است صحیح الف حکم که
متافیزیک کلاسیک موضوع اصل سه اتکای (به مقدم تر حکمی به ارجاع روند همین تکرار می شود.
حکمی به را ما نهایت در علَی) تسلسل بطلان اصل و دور بطلان اصل علیت، اصل نام های به
گاهی ( که باشد بدیهی باید اصطلاح به و باشد داشته استدلال و اثبات به نیازی نباید که می رساند
به معمولا که را بدیهی و نخستین احکام این اقلیدس). پنجم اصل مثل نیست، بدیهی هم خیلی
ریاضی دانان اجماع و قبول مورد و می گیرند شکل جمعی پذیرش و بودن بدیهی شهود، نوعی اتکای
تعریف واژگان های پذیرش ضرورت به را ما استدلال همین می نامند. موضوع» «اصول می گیرند قرار
«مجموعه واژه های ریاضیات، در یکسانی» و «برابری واژۀ (مثل می رساند نیز نشدنی تعریف یا نشده
ازهمه آن). مانند و اقلیدس هندسه در خط» و «نقطه واژه های مجموعه ها، نظریۀ در عضویت» و
و موضوع ها اصل پذیرش ضرورت درباره شده گفته استدلال همین بافت تحلیل این که جالب تر
نحوی اصول همان یا استدلال اصول و قواعد سر بر توافق به را ما نخستین، و بدیهی واژگان های
استقرا، اصل اساس بر استدلال (مثل می کند هدایت هم ریاضی) منطق و عمومی (منطق منطق

آن). مانند و سوم شق طرد اصل
قسمند. چند بر ریاضیات در تعاریف که می شود گفته معمولا «تعریف ها» موضوع تحلیل در
مثل نمادگذاری ها، و گذشت) (چنانچه نشدنی تعریف واژه های معرفی برای صرفاً تعریفی یکی



٣٨ عالی ریاضیات تدریس در ٣٨رویکردی عالی ریاضیات تدریس در ٣٨رویکردی عالی ریاضیات تدریس در رویکردی

نظریه در عضویت و مجموعه تعریف یا اقلیدسی هندسه در آن رایج نمادهای و نقطه یک تعریف
نامتناهی جمع که وقتی مثل است، ضمنی توافق و قرار یک شأن در که تعریفی دیگری مجموعه ها.
از نوعی اما می کنیم. معرفی انتها» بی جمع یا «سری نماد مانند نمادی با را دنباله یک اعضای
عناصر که وقتی مثل دارند قرار علمی اکتشاف و تشخیص مرتبۀ عالی شأن در ریاضیات در تعریف ها
تعریف حسابان در دنباله ها همگرایی و حد مفهوم که وقتی یا می شوند تعریف جبر در متعالی و جبری

می شوند.
و فهم و شناخت اصلی موضوع که «اکتشاف» بنیادی معنی و عنصر ریاضیات، در واقع در
علمی تلاش گونه هر انگیزۀ و آمال نهایت، اصلا و علوم همۀ حرکت موتور و مقوم و جهان تفسیر
حکم که وقتی مثل ) خاص احکام و قضایا در یکی است، مشاهده قابل موقعیت دو در است
«رویه های یا است» نامتناهی اول اعداد «مجموعه یا است» ناشمارا حقیقی اعداد «پیوستار می کنیم
روی بر پیوسته تابع «هر یا هستند» تصویری صفحه و چنبره و کره نوع سه بر فقط کراندار فشرده
است»). ثابت نقطه یک دارای حداقل خودش روی به بعد متناهی حقیقی فضای در واحد کرۀ
هنگام به هست هم قضایا و احکام کشف از مهم تر خیلی گاهی که کشف واژه اطلاق دیگر موضع
کوشی به که پیوستگی» و «حد کلاسیک تعریف مثال طور به می دهند. رخ خاص تعریف های عرضۀ
اکتشافی و تشخیصی تعریف یک می شود داده نسبت (١٨۵١٧٨٩-٧ فرانسوی( بزرگ ریاضی دان
یک حقیقی اعداد محور بر گنگ» «اعداد تعریف که همان گونه است. کلاسیک ریاضیات در ناب
اطلاق اخیر مورد این در چون که است جالب و است ریاضیات در عمیق اکتشافی و ناب تعریف
فیثاغورثیان، دست به کشف این جالب داستان دلیل به تشخیص» و کشف به مستند «تعریف لفظ
و ص.۶۴ ،٢] است پذیرفتنی تر و ساده تر آن به کشف لفظ اطلاق است تاریخی سابقه ای به مسبوق
است وقتی «تعریف ها» در کشف معنی بروز دیگر مثال ص.۶۴]. ،٣] ص.٧۶] ،٢] ص.٧۶] ،۵
می شوند. معرفی جهان ریاضی اشیاء یا عالم پدیده های بین جدیدی ریاضی همبستگی یا ساختار که
ص.٣٣]. ،٣] ص.۵٣٠] ،٢] (فراکتال ها)ست برخال ها کشف واقع در و تعریف آن بارز خیلی مثال
کشف و جستجو و کنجکاوی از را ریاضیاتی) (تجربه دقیقی تجربی فرایند تعریف ها اینگونه غالب
این گونه از برخی تاریخی تشریح و توضیح برسند. تعریف بلوغ منزل سر به تا می گذرانند ناب
عمیق تری و وسیع تر استنباط های و تلقی ها فرصت تا می شوند موجب عالی ریاضیات در تعریف ها

آیند. پدید معنایی بنیادهای این روی بر تأمل و یادگیری نحوۀ و کلاس فضای در هم
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توپولوژی .۶

درس این موضوع عمومی توصیف توپولوژی، درس آموزش سرآغاز در مفاهیم مهم ترین از یکی
مطرح خود علمی کنجکاوی های در نظریه این که است پرسش هایی و دقت توجه، نوع توضیح و
رسمی تعریف با است مرسوم توپولوژی آموزش رسمی متون اغلب در چنانچه توصیف، این می سازد.
آغازین نقطه همین طرح تمهید البته شود. آغاز می نامند توپولوژیک فضای یک را آن که ساختمانی
گاهی و مطرح اند ریاضیات در که متنوعی ساختمان های شود گفته این که مثلا می خواهد مقدماتی هم
باناخ، جبر یک حلقه، یک گروه، یک ساختمان مثل آموزشی اند و درسی عنوان یک موضوع هریک
و چه یعنی واقعاً این ها مانند و دیفرانسیل پذیر فضای یک برداری، فضای یک متریک، فضای یک
بحث به هم معنی این است خوب این که دیگر چیست. خود، کلیت در اینجا، در ساختمان از منظور
یک از صرفاً و قراردادی اند و مفروضی جعلی، یا اصیل اند و ذاتی تعریف ها این آیا که شود گذاشته

می شوند. و شده ناشی تحلیلی مفروض چارچوب و ریاضی جمعی توافق
آموزش باید هم تعریف ارائه آغازین نقطه همین از بگذریم که مسکوت اغلب مقدمه های این از
تشویق و باشد داشته حق دانشجو که رود پیش و یابد ادامه پاسخ هایی و پرسش و گفتگوها دامنه در
یعنی مفروض مجموعه یک مجموعه های زیر از رده یک روی شرایط و قاعد ه ها این که بپرسد تا شود
چه است قرار و چه یعنی خود کنه در توپولوژی، اصلا و می خورند درد چه به آمده اند، کجا از چه،
روی بر شدن متمرکز از قبل یعنی این دهد؟ پاسخ را ریاضیات سؤال های از نوعی چه و بخشی
اصول آن ایجابات و الزامات روی بر کار و فوق، شرح به توپولوژی، ساختمان موضوعه اصول
طبیعی تر فضا های در مثلا که متناظری شرایط از آن تعمیمی استنباط و تشبیه و متنوع شرایط در
ملموس مدخل های باید نخست است، مرسوم اغلب چنانچه دارد، وجود حقیقی آنالیز در متریک
فهم و طرح اهمیت و حضور اصالت لااقل یا بنیادی سؤال های این گونه به پاسخ برای مشهودی و
خیلی مقدمۀ در مندرج رایج توصیف های به توجه با و مقدمه این با شود. مطرح آن ها پیشینی
و پرداخت بدان باید وگفتگویی بحث چنین مسیر در که مفهومی مهم ترین توپولوژی، کتاب های از

است. «پیوستگی» مفهوم گفت سخن آن باب در عمومی تری و کلی تر دیدگاه های از می توان
پیوستگی .٧

«پیوستگی» نهاد هستی، بنیادهای از یکی که می دهد گواهی تجربه و شهود چیست؟ «پیوستگی»
بر جهان که بود معتقد ارسطو است. عالم پدیدارهای و پدیده ها گونگی گونه و تحولات و تغییر در
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تقسیم بندی این دهم]. و نهم مقاله های ،۴] حرکت و ماده غایت، منشأ، است. استوار بنیاد چهار
برای لازم علمی فعالیت های و جهان از توصیفی آن با می توان و است معتبر و توجه قابل هم هنوز
بر هستند. توجه مورد دیگری اساسی توصیف های امروزه که چند هر کرد، عرضه را توصیف این
دارد؟ قرار شناسی جهان یا علم ازجهان نقشی و موقعیت چه در ریاضیات محور، چهار این اساس
قرار فیزیک و نجوم کیهان شناسی، علوم درحوزۀ غایت»، و «منشأ دربارۀ پرسش پاسخ از بخشی
بخش دو این پرسش های بارۀ در ریاضیات الهیات. و متافیزیک و فلسفه حوزۀ در نیز بخشی دارد،
شناخت شناسایی، پرسش، از رویکردی چنین برای ابزاری واقع در و ندارد موضعی و مسؤولیت
بخش در است. جدی و حاضر فعال، شدت به ریاضیات دیگر، حوزۀ دو در اما ندارد. دریافت و
گونگی گونه در که ماده متجسم تنوع ذات و جوهر به هم ریاضیات هستی، در «ماده» عنصر مطالعه
آن مطالعه به ریاضیات کلی، طور به صورت ها. و عرضیات به هم و می پردازد متجلی اند اشیاء همۀ
مشخصات یا ویژگی ها و مواد نام مرور به که می پردازد هستی عرصه های و ماده جهان از جنبه هایی
اندازه اندازه گیری، اندازه، تابع، شکل، عدد، مثل گرفته اند خود بر را جهان تشریح و تفسیر ریاضی
بعد، نهایت، بی نهایت، رویه، خمینه، مثلث، گوی، مرز، کرانداری، کران، پیوستگی، حد، پذیری،
دنباله، برابری، گسستگی، نا همبندی، همبندی، ارزی، هم رابطه، ترتیب، پذیری، شمارش شمارش،
بهینه، بیشینگی، بیشینه، کمینگی، کمینه، پذیری، جهت جهت، وری، غوطه خطا، تقریب، سری،
این ها. شبیه عنوان هزارها و محاسبه پیچیدگی پذیری، محاسبه محاسبه، رتبه، بهینه سازی، بهینگی،
تکرار و تنوع در پدیده ها از الهام با ریاضیات یعنی است «نوعی» مفاهیم، این به ریاضیات نگاه
مطالعه به آن کاربرد و تعلق نوع از مستقل و می کند انتزاع را اندازه و شمارش عدد، مفهوم خود،
ریاضیات، باشد. اطلاق قابل خود مثالی مصادیق تمام بر که نحوی به می پردازد شده انتزاع مفهوم
ابزارهای با را متغیرها بین همبستگی و شرایط حتی و اشیاء عینی نه و ذهنی مدل های و نمونه ها

می خوانند. انتزاعی علوم دنیای را ریاضیات رو همین از می کند. مطالعه خود خاص
از وجه این شناخت و شناسایی دربارۀ ریاضیات ارسطو، بندی تقسیم در «حرکت» درباره اما
است طبیعی چیست؟ حرکت از ریاضیات تلقی و تفسیر ببینیم ابتدا است. فعال بسیار جهان بنیاد
مقدمه یک می شود. فهمیده شیمی یا فیزیک دانش در که نیست چیزی همان تلقی و تفسیر این که
و انفعالات و فعل هستیم تماس در آن با یا می کنیم مشاهده که جهان از عرصه ای هر در است: این
تغییر و حرکت است: چنین ریاضیات دیدگاه از تحولات این ماهیت درجریانند. پایانی بی تحولات
و عظیم فرایند چنین ریاضیات هم. از متأثر یا هم با پیوند در متغیرهایی نسبت تغییر یعنی تحول و
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یعنی «حرکت» ریاضیات، نظر از می کند. بررسی و مدل بندی «تابع» نام به مفهومی با را گسترده ای

گوناگون. توابع مصداق حضور تنوع
تحولات و تغییر از پیوسته ای بسترهای در هستی که می گوید بشر استقرایی تجارب از بخشی
اعتبار به مگر نیست واقعی انقطاعی هیچ و انفصالی هیچ می یابند. بروز و می کنند جلوه حرکت و
هر گاهی جهان در «پیوستگی» حضور جلوه های عرصۀ گونی. گونه و وضعیت تغییر و حالت تغییر
واقعیت آن. مانند و حیات تکامل، انرژی، مانند هستند علوم اقسام از یکی عنوان و موضوع یک
نمایان گیتی نظام مسلط جوهرهای و ازحقیقت ها یکی صورت به جا همه «پیوستگی» سترگ و عظیم
«حرکت» نظام فهم و شناسایی ضروریات از یکی «پیوستگی» شناخت و شرح ترتیب، این به است.
آن از وجوهی مطالعه به خود عملکرد حوزه مصادیق و موضوع فراخور به علمی هر و است گیتی در

می پردازد.
چگونه عالم پیچیدۀ و راز و رمز پر حقیقت این با ریاضیات برخورد که است این پرسش حال
و زبان با جهانشمول، پدیده این از را خود خاص بررسی و نگاه هم، ریاضیات که گفت باید است.
است. مفهوم این ریاضی توصیف و تعریف کار، اولین طبیعتاً و دارد خود ویژۀ سنجش و تحلیل نوع
به آن تبیین پیوستگی، ریاضی تعبیر می شود. متجلی چگونه «پیوستگی» مفهوم ریاضیات، دنیای در
مفاهیم ازعالی ترین یکی «توابع» شد گفته چنانچه است. - پیوسته توابع - تابع یک از نوعی عنوان
اجزاء بین ممکن حرکت های انواع و وابستگی ها انواع تشریح و توصیف برای ریاضیات ابزارهای و
به پیوستگی نظری توصیف و تعریف می کنند. عرضه و معرفی پذیر، رصد و منظم صورتی به را عالم
حسی ناب تجربه یک می شود گفته تکلیفی دستورالعمل یک صورت به کلاس ها در معمولا آنچه رغم
غنی عمیق، مفهوم این از دانشجو و مدرس فعال و مشترک تجربه و است ریاضیات در شهودی و
آن درست ادای امکان دانشگاه اول های سال در معمولا که است مغتنمی فرصت غافلگیرکننده، و
ارزنده بسیار محض ریاضیات عالی دوره های در آن مناسب طرح رو این از نیست. فراهم چندان

بود. خواهد
مطرح توپولوژی نظریه طرح غایی چرایی توصیف عرضه برای فرصت که است این از پس
و مؤثر متغیرهای فضای نظری افراز بخش ها، از یک هر در علوم ویژگی های از یکی می شود.
شرایط مطالعه در ما مثال، طور به است. حوزه آن در رد گیری قابل متغیر چند به آن ها تحدید
یا شده شناخته متغیر هزار هزاران با همواره فیزیک، در اجسام مغناطیسی یا رسانایی یا دمایی
فقط مطالعه این در که می کند حکم همواره نظری مطالعۀ یک چارچوب اما روییم در رو نا شناخته
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همین دقیقاً باشند. توجه مورد موضعی و محدود درتجربه ای محسوس اثری با متغیر محدودی تعداد
یا خطی تکثیر پذیری یا تقسیم پذیری ویژگی بررسی برای مثلا که می شود موجب هم ریاضیات در روند
ردگیری امکان دقیقاً تا بگیریم نظر در باشند ویژگی ها این حامل فقط که را ساختمانی اندازه پذیری،
متکثری و متنوع متغیرهای که پیچیده تری ساختمان های دل در ویژگی ها این فرد به منحصر آثار
ویژگی تنها که را ساختمانی علاقمندیم ریاضیات در ما که است روال همین بر باشد. میسر آنند درگیر
به منحصر ویژگی این با حداقلی ساختمان چنین کنیم. بررسی را است پیوسته فرایندهای امکان آن،
تعریف و حضور شأن فاخر و غنی تفصیل شروع، نقطۀ این است. توپولوژیک فضاهای همان فرد

است. باقی بسیار البته توصیف، این داستان از و است ساختمان این
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طناب کشی  مسابقه و بازی ها نظریه
فهیمی پیمان

چکیده
ریاضیات در بازی ها نظریه و فیزیک علم در کلاسیک مکانیک تلفیق با مقاله این در
فعالیت یک صورت به ابتدا را طناب کشی مسابقه در تیم یک پیروزی عوامل کاربردی،

می کنیم. بررسی جانبه دو رقابت یک شکل به سپس و افزا هم

مقدمه .١
موجودیت چند یا یک رفتار از متأثر و نبوده او خود رفتار گرو در تنها موجودیت، یک سود هرگاه
میان بازی١ یک باشند، داشته او سود روی بر منفی و مثبت تأثیر دیگر تصمیمات و باشد، دیگر
است کاربردی ریاضیات از شاخه ای بازی نظریه است. گرفته شکل شده یاد موجودیتِ چند یا دو
نظریۀ ایجاد مورخین از بسیاری می گیرد. قرار استفاده مورد اقتصاد ویژه به بسیاری علوم در که
نتیجه که بود دریافته نویمان داده اند. نسبت مجارستانی ریاضی دان نویمان٢ فون جان به را بازی
کرد. فرمول بندی را بازی در بلوف زدن شیوه او نمی شود. تعیین احتمالات نظریۀ با صرفاً بازی، یک
است. آن ها از اطلاعات پنهان کردن و بازیکنان سایر فریب دادن راه کارِ معنای به بازی در بلوف زدن
نظریۀ زمینه در خود خلاقانه مطالعات خاطر به دیگر نفر دو همراه به نش٣ جان ،١٩٩۴ سال در
طناب مسابقه جانبه، دو رقابت افزا، هم فعالیت پاسخ، بهترین تابع نش، تعادل بازی ها، نظریه کلیدی. کلمات و عبارات

کشی.
١game ٢John von Neumann ٣John forbes Nash

ایران) ریاضی (انجمن ١٣٩۴ ©

۴٣
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میان از عموماً اقتصاد نوبل جایزه برندگان نیز بعد سال های در شدند. اقتصاد نوبل جایزه برنده بازی
.[١] شدند انتخاب بازی نظریه پردازان

را منافع) (تضاد استراتژیک موقعیت یک بر حاکم ریاضی رفتار تا می کند تلاش بازی نظریه
راه بردهایی به وابسته تیم یا فرد یک موفقیت که می آید پدید زمانی موقعیت این کند. مدل سازی
برای بهینه راه برد یافتن دانش، این نهایی هدف می کنند. انتخاب تیم ها دیگر یا افراد دیگر که باشد
تحلیل در نظریه این به کارگیری شرایط اصلی ترین از یکی است. بازی بردن جهت در بازیکنان
پیش بینی توان قدر چه هر است. بازی منطق رعایت در متعامل عوامل وفاداری رقابتی، محیط های
می یابد کاهش تکنیک این در قطعیت عدم باشد، بیشتر آن ها انتخاب از حاصل نتایج و گزینه ها

.[١]

بازی نظریه اولیۀ مبانی .٢
است: شده تشکیل اساسی عنصر سه از بازی هر

بازیکن ها (١)
عمل ها١ (٢)

ترجیحات٢ (٣)
شرکت تیم، شخص، می تواند بازیکن هستند. بازی گیرندگان تصمیم همان اصل در بازیکن ها

باشد. و...
دهد. انجام می تواند گروه یا بازیکن هر که است اقداماتی و تصمیمات از مجموعه ای عمل،

عبارت به است. خاص تصمیم یک نگرفتن یا گرفتن برای بازیکن مشوق های نیز، ترجیحات
آن با متناظر تصمیم گرفتن صورت در بازیکن مطلوبیت٣ سطح و نتیجه بیان گر ترجیحات دیگر،

.[١ ،٢] می شود داده نمایش U مانند تابعی با که می باشد،
تعادل، عنوان به شده شناخته راه بردهای از مجموعه ای بر اغلب بازی نظریه زمینۀ در پژوهش ها
مشهورترین می رسند. نتیجه به عقلانی قواعد از اصولا راه بردها این است. استوار بازی ها در
استراتژی با بازی هر در کنیم فرض اگر نش، تعادل نظریه براساس است. نَش۴ تعادل تعادل ها،
حداکثر دنبال به و کنند انتخاب را خود راه بردهای معقول و منطقی طریق به بازیکنان مختلط،
قابل بازیکن هر برای نتیجه بهترین آوردن دست به برای راه برد یک کم دست باشند، بازی در سود
١actions ٢payoff function ٣utility ۴Nash equilibrium
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دست به بهتری نتیجه کند، انتخاب را آن از غیر به دیگری راه کار بازیکن چنانچه و است انتخاب
آن در که است نقطه ای نش تعادل بازیکنان، سایر بازی بودن ثابت فرض با واقع در آورد. نخواهد
نداشته را خود بازی تغییر انگیزۀ بازیکنی هیچ و شود بدتر شرایطش خود بازی تغییر با بازیکن هر
پاسخ١ بهترین تابع آوردن دست به نش، تعادل محاسبه برای بازی ها نظریه مفهوم مهم ترین باشد.
تیم، یا بازیکن هر عمل مقابل در که، است معنی این به پاسخ بهترین ساده، زبان به واقع در است.

.[١ ،٢] بود؟ خواهد شکل چه به مقابل تیم یا بازیکن العمل عکس بهترین
اصلی مسئلۀ به سپس و می کنیم بررسی را “ زندانی ها٢ ”معمای ابتدایی، مثال یک عنوان به

می پردازیم: طناب کشی مسابقه یعنی خودمان
دو هر و شده اند دستگیر درگیری یک جریان در مسلحانه، سرقت یک در شرکت به متهم نفر دو
صورت این به جداگانه آن ها از هریک با بازجویی این طی در می گیرند. قرار بازجویی مورد جداگانه

می شود: معامله
شد. خواهد محکوم حبس سال پنج به او ولی می شوی آزاد تو بدهی لو را دوستت اگر (آ )

شد. خواهید محکوم حبس سال سه به دو هر بدهید، لو را یکدیگر دو هر اگر (ب)
کرد. خواهید خدمت بازپروری مرکز یک در یک سال دو هر ندهید، لو را همدیگر هیچ کدام اگر (پ)
از کدام هر چون ولی کنند، انتخاب را سوم گزینه که است زندانی دو هر نفع به بازی این در
اعتماد نیز مقابل طرف به و است شدن آزاد یعنی خود برای نتیجه بهترین کسب دنبال به آن ها
سادگی به مثال، این در می شوند. متضرر زندانی ها هردوی درنتیجه و می دهد لو را خود دوست ندارد،
در زندانی هر پاسخ بهترین تابع همچنین و هرمتهم برای نش تعادل نقطه که داد تشخیص می توان

.[١ ،٢] چیست دیگر زندانی عمل مقابل
دیدگاه از یکی است. جنبه دو از طناب کشی مسابقه یک تحلیل مقاله، این در ما اصلی مسئلۀ
و تیم دو مجموعۀ دید از دیگری و ، هم افزا٣ فعالیت یک عنوان به تیم یک دهندۀ تشکیل بازیکنان

کُرنو۴). (رقابت دوجانبه رقابت یک عنوان به

طناب کشی مسابقه و فیزیک .٣
چیست؟ طناب کشی مسابقه در تیم یک شدن برنده در مؤثر فیزیکی عوامل

١best response function ٢prisoner’s dilemma ٣synergetic ۴Cournot competition
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می دانید که همانطور اما هستند دخیل مسابقه ای چنین در تیم یک پیروزی در زیادی عوامل
اصطکاک و کند وارد زمین به بیشتری نیروی بتواند که تیمی یعنی است. عامل مهم ترین اصطکاک
که است دلیل همین به دارد. شدن برنده برای بیشتری شانس دهد، افزایش را زمین با پاها سطح
بین اصطکاک افزایش همچنین کنند. استفاده وزن تر سنگین افراد از رقابت این در می کنند سعی
آن به نیرو کردن وارد و طناب فشردن که معنی بدین است؛ تأثیرگذار بسیار نیز طناب و دست ها
کند. بیشتر را پیروزی شانس می تواند است، قوی تر پنجه های با افرادی انتخاب آن لازمۀ درواقع که
لحاظ از یعنی باشد. طناب دادنِ قرار افقی در تیم قدرت میزان می تواند است مؤثر که دیگری عامل
بدیهی نشود. تجزیه y جهت در نیرو تا گیرند قرار راستا یک در که شوند انتخاب افرادی قد، بلندی
صورت به نیرو، مسیر در شده تشکیل مثلثاتی زوایای باشد، متفاوت افراد قد بلندی اگر که است
کاهش روند نیز، را پیروزی برای نهایی تأثیرگذار عامل بالأخره و می دهند کاهش را نیرو ضریب، یک
بازیکنانی باید منظور بدین که می گیریم، نظر در زمان گذشت حسب بر تیم مجموعۀ و افراد نیروی

.[٣] گردند انتخاب بیشتر بدنی قوای با
تیم دو هر یعنی است. یکسان تیم دو برای شرایط تمام که کنیم فرض دهید اجازه مسئله، این در
مساوی جسمانی قوای و یکسان قد بلندی قوی، پنجه های برابر، وزن های با وزن سنگین افرادی از
طبق بود. خواهد برنده تیم کدام شرایطی چنین در که کنیم بررسی می خواهیم حال هستند. بهره مند
دیگری پاسخ بازی ها نظریه اما باشد، داشته برنده ای هیچ نباید مسابقه ظاهراً ما، قبلی دانسته های

دارد. سؤال این برای

طناب کشی تیم یک اعضای و افزا هم نفرۀ چند فعالیت .۴
بهتری خروجی کنند، تلاش بیشتر طناب کشی تیم اعضای از هرکدام اگر هم افزا، فعالیت در
مجموع بازده کند، مصرف نیرو بیشتر که کسی هر یعنی می شوند. نزدیک تر خود هدف به و داشته
تلاش فعالیت نوع این .[٢] می شود خسته نیز بیشتر آن تبع به البته و برد، خواهد بالا نیز را تیم
می کند. بررسی برهم نهی اصل یک شکل به واقع در و مستقل صورت به را تیم ها از یکی بازیکنان
یکی اثر ابتدا در کنیم، بررسی یکدیگر بر را الکتریکی بار دو تأثیر می خواهیم وقتی فیزیک، در مثلا
مسابقۀ در می کنیم. محاسبه را دیگر الکتریکی بار طرف از شده وارد نیروی سپس و گرفته نادیده را

می کنیم. دنبال را فرآیند همین دقیقاً نیز بازی ها نظریه دید از طناب کشی
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بیشتر فشار و نیرو اعمال ،٢ و ١ بازیکنان از هرکدام عمل دارد. بازیکن ٢ تیم هر کنید فرض
مقدار یک بین می تواند آن تغییرات بازۀ که است اصطکاک افزایش نهایت در و طناب و زمین به
را طناب همچنین و ایستاده زمین روی بر بازیکنان رقابت، شروع از قبل باشد. بیشینه و کمینه
ایجاد طناب و دست ها و زمین، و پاها بین اصطکاک مقداری بنابراین گرفته اند، خود دست های در
توجه با می تواند نیز F٢ یعنی بیشینه مقدار است. F١ یعنی مسئله کمینۀ مقدار همان که می شود
نیز رقابت این ترجیحات شود. تعیین شد ذکر قبل در که عواملی مجموع و بازیکنان قدرت به
این برای می آید. دست به آن ها توسط نیرو صرف و تیم یک بازیکن دو تلاش از که است مطلوبیتی
مطلوبیت مثلا سازد. برطرف را مسئله در ما نیازهای تا می کنیم تعریف دلخواه مدل یک مطلوبیت
ضرب C١ مانند ثابت مقدار یک در که اوست (f١) نیروی از مثبتی تابع ، U١ یعنی اول بازیکن
دو نیروی حاصلضرب صورت به که داشت خواهد وجود معادله این در نیز هم افزایی یک می شود.
صرف نیرو بیشتر بازیکن دو هر اگر یعنی می شود، نوشته آن ها ثابت های در (f١ × f٢) بازیکن
تلاش این هزینۀ نیز نهایت در جمعی. صورت به نه می یابد افزایش سودشان ضربی صورت به کنند،
خستگی این کنیم فرض اگر می شود. بازیکن نیروی رفتن تحلیل باعث که است خستگی مقدار یک
نظر در C٣ef شکل به را آن می توان می یابد افزایش نمایی صورت به زمان، گذشت با متناسب
عمومی جواب که این دلیل به اما گرفته ایم نظر در زمان از تابعی را نیرو مسئله، این (در گرفت.

داریم: پس است)؛ نشده ذکر زمان به نیرو دقیق وابستگی است، نظر مورد مسئله
٢ و ١ بازیکن ها:

عمل ها:
f١(t), f٢(t) شکل به دوم و اول نفر نیروی مقدار و F = [F١, F٢] صورت به نیرو بازۀ

,f١)U١ترجیحات: f٢) = C١f١(t) + C١C٢f١(t)f٢(t)− C٣ef١(t)

U٢(f١, f٢) = C١f٢(t) + C١C٢f١(t)f٢(t)− C٣ef٢(t)

بازی: حل
خود هم تیمی به بازیکن هر پاسخ بهترین تابع باید اکنون هم شد گفته ابتدا در که طور همان
نقطه ای اینجا در تعادل نقطه آوریم. دست به را بازی نش تعادل نقطه سپس و (B٢ ،B١ (یعنی

بالعکس. و باشد ٢ بازیکن بازی به نسبت بازی اش بهترین ،١ بازیکن بازیِ که است
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نش: تعادل برقراری ١∗fشرط = B١(f∗٢ )

f∗٢ = B٢(f∗١ )

و ٢ بازیکن بازی برای ١ بازیکن پاسخ بهترین ببینیم باید پاسخ بهترین تابع محاسبۀ برای
آوردن دست به برای که می دانیم چیست. ١ بازیکن بازی برای ٢ بازیکن پاسخ بهترین همچنین
اختلال و تقریب روش از کمی باید کار این از پیش اما گرفت؛ مشتق آن از باید تابع یک ماکزیمم

است: زیر شکل به نمایی تابع یک بسط که می دانیم بگیریم. کمک مسئله این حل برای

ex ≈ ١ + x+
x٢
٢! + · · ·

تابع پس نمی شود، حاصل نش ای تعادل نقطه هیچ کنیم، حل اول مرتبه تقریب تا را مسئله اگر
: می دهیم ادامه را مسئله و نوشته بسط از حاصل دوم جمله تا را خود نمایی

B١(f٢) =:
∂U١
∂f١(t)

= C١ + C١C٢f٢(t)−
٢C٣f١(t)

٢ − C٣ = ٠

→ f١(t) =
C١C٢f٢(t) + C١ − C٣

C٣

B٢(f١) =:
∂U٢
∂f٢(t)

= C١ + C١C٢f١(t)−
٢C٣f٢(t)

٢ − C٣ = ٠

→ f٢(t) =
C١C٢f١(t) + C١ − C٣

C٣
حال آمد. دست به بالا صورت به بالعکس، و ٢ بازیکن بازی هر برای ١ بازیکن بازی بهترین پس

کنیم. تحلیل سپس و رسم نمودار شکل به را پاسخ بهترین تابع دو می خواهیم
بررسی را تعادل از خارج نقطه یک که است کافی نمودار روی از نش تعادل نقطه یافتن برای
آبی(١) نقطه اندازه به دوم بازیکن اگر بگیرید؛ نظر در را رنگ آبی نقطه های ، ١ شکل در کنیم.
نقطه به آبی(١) نقطه از پاسخ، بهترین عنوان به بود خواهد مجبور اول بازیکن کند، صرف نیرو
متعاقباً دهد. افزایش را تیمش و خود پیروزی برای لازم نیروی میزان و داده موضع تغییر آبی(٢)
و کرده عوض تیمش برد برای را خود استراتژی شد خواهد مجبور دوباره دوم بازیکن تغییر، این با
که می یابد ادامه جایی تا جابجایی ها این دهد. افزایش را خود تلاش آبی(٣) نقطه اندازه به نتیجه در
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طناب کشی مسابقه در پاسخ بهترین توابع نمودار .١ شکل

و نمودار دو تقاطع نقطه همان نقطه این باشد. نداشته را خود بازی تغییر انگیزۀ دیگر بازیکنی هیچ
است. شده مشخص قرمز رنگ به نمودار در که بود خواهد نش تعادل نقطه درواقع

f∗١ = B١(f∗٢ ), f∗١ (t) =
C١C٢f∗٢ (t) + C١ − C٣

C٣

→ f∗١ (t) =
C١C٢(

C١C٢f∗١ (t) + C١ − C٣
C٣

) + C١ − C٣
C٣

→ f∗١ (t) =
C١ − C٣

C٣ − C١C٢
= K → f∗٢ (t) =

C١ − C٣
C٣ − C١C٢

= K

معنی دو عبارت این کنند. صرف نیرو K اندازه به باید بازیکن هردو بالا، محاسبات طبق
بهترین روی چون نمی برد سود خودش بازی تغییر با بازیکنی هیچ (K,K) نقطه در اینکه اول دارد؛
با حداقل بازیکن ها از یکی آن در که ندارد وجود دیگری نقطۀ هیچ که این دوم دارد. قرار پاسخش
اندازه به باید طناب کشی تیم یک اعضای پس کند. کسب بیشتری سود بتواند خودش بازی تغییر
نیازی و باشند داشته بیشتری پیروزی شانس تا کنند صرف نیرو همدیگر برابر و مشخص مقدار یک
بازیکن دو هر که تیمی ،مثلا که است معنی بدین این بکشند. زحمت نیز مقدار آن از بیشتر نیست
و نیوتن ٣٠ بازیکنانش از یکی که تیمی به نسبت بیشتری شانس کنند، مصرف نیرو نیوتن ۵٠ آن

دارد. پیروزی برای کند، مصرف نیرو نیوتن ٧٠ دیگری
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اما دادیم؛ تأثیر را نیرو تابع فقط پیروزی، در مختلف عوامل برابری فرض با مقاله، این در
کرد. وارد نیز را وزن تابع و قد تابع جمله از دیگر عوامل مطلوبیت، به مربوط تابع در می توان
دیگر مجموعۀ یا بازیکن از تیم، یک مجموعۀ یا بازیکن یک قد اگر که نمود بررسی می توان مثلا

داشت؟ خواهد بازی روند در تأثیری چه باشد بیشتر ١سانتی متر
یک شکل به و شده خارج بالا) (مانند ساده حالت از می تواند بازی یک که است ذکر به لازم
دو مثلا) مختلف شرایط تحت که معنی این به باشد؛ داشته نش تعادل نقطه چند و درآید پویا بازی
کُنش به نسبت تیم هر یا بازیکن هر پاسخ بهترین تابع تیم ها)، از یکی توسط کل نیروی شدن برابر
یک جای (به منحنی یک صورت به نمودار یک روی بر نهایت در و کند تغییر دیگر تیم یا بازیکن

نماید. حفظ را خود نش تعادل نقطه باید برنده شدن برای تیم هر هرحال به آید. در راست) خط

نتیجه گیری .۵
مقاله ابتدای در که طناب کشی مسابقه در تیم یک شدن برنده در مؤثر فیزیکی عوامل به توجه با
با اما شد؛ خواهد پیروز رقابت یک در گروهی چه که داد تشخیص ساده طور به می توان شد، ذکر
پنجه های با وزن سنگین افرادی یعنی باشند، کرده فراهم را لازم شرایط تمام تیم هردو که این فرض
تحت بود. خواهد متفاوت وضعیت باشند، شده انتخاب برابر جسمانی قوای و یکسان قدهای قوی،
نگاه در پس کرد، خواهند پیدا یکسانی ویژگی های تیم هردو و می شود متقارن کاملا بازی شرایط، این
دیگری پاسخ بازی ها نظریه اما باشد. داشته متفاوتی رفتار دیگری به نسبت گروهی هیچ نباید اول
مانده باقی تیم هاست، نش تعادل همان که پیروزی برای مؤثر عامل یک هنوز می دهد نشان که دارد،
یک اندازۀ به باید طناب کشی تیم یک اعضای که فهمید می توان محاسبات انجام با نتیجه در است.
عبارت به باشند. داشته بیشتری پیروزی شانس تا کنند صرف نیرو همدیگر برابر و مشخص مقدار

شد. خواهد پیروزی به موفق نماید حفظ نش تعادل نقطه در را خود بتواند که تیمی دیگر

قدردانی و تشکر
عبدی سعید باقری محراب، محسن آقایان از الفبا حروف ترتیب به که می داند خود بر نویسنده
(داوران) داور همچنین و دادند ارائه مقاله بهبود جهت سودمندی نظرات که فتح اله زاده سلیمان و

نماید. قدردانی و تشکر نمودند، پیشنهاد سازنده ای نظرات نقطه که محترم
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شکالگورابی روشن هاجر و للکامی حسن زاده داود برگردان:

مثال های نمودند، معرفی را بافه٣ مفهوم رسماً ١٩۵٠ سال در هنری کارتان٢ و لور١ِ ژان وقتی که از
هندسۀ مختلط، متغیرهای مانند ریاضی گوناگون زمینه  های در بزرگی نقش بافه ها، کاربردهای و متنوع
معرفی را بافه  ها که متونی   همه تقریباً هنوز است. نموده ایفا جبری توپولوژی و دیفرانسیل هندسۀ جبری،
می گذارند. کارشناسی سطح تا توپولوژی جبری با خواننده آشنایی بر را فرض می  کنند استفاده آن از یا
سخت بسیار کاربردهایشان و بافه ها از واقعی درک آوردن به دست کارشناسی دانشجوی یک برای لذا
خوانندگان که این به امید با است. مقدماتی سطحی در بافه ها   نظریه کردن معرفی مقاله این هدف است.
[١٠] ،[۶] ،[٣] ،[٢] (مانند استاندارد مقالات سمت به حرکت توانایی کامل، بصیرتی به همراه علاقه مند

باشند. داشته  را ([١١] یا
عبور ریاضیات از وسیع ناحیۀ سه به مربوط مثال های میان از بافه ها نظریۀ به سوی ما حرکت مسیر
حلقه های بافۀ جبر، ناحیۀ از تمامریخت؛ نگاشت های ریشه های بافۀ ریاضی، آنالیز ناحیۀ از کرد: خواهد
جزئیات با را خاص بافه های این از یک هر دیفرانسیل. فرم های بافۀ هندسه، ناحیۀ از و موضعی،
بعدی مباحث می گردند، آشکار این گونه که مختلفی چشم اندازهای زیرا داد، خواهیم شرح قابل ملاحظه ای

ساخت. خواهند شفاف بیشتری سهولت با را بافه ها کلی نظریۀ
J. A. Seebach, Jr., L. A. Seebach and L. A. Steen, What is a Sheaf?, Amer. Math. Monthly ,77 (1970)

681-703.
١Jean Leray ٢Henri Cartan ٣sheaf

ایران) ریاضی (انجمن ١٣٩۴ ©
۵٣
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تمامریخت نگاشت های ریشه های بافۀ .١
نگاشتی ℂ𝑛 مختلط 𝑛-فضای از 𝐷 باز زیرمجموعۀ یک بر تحلیلی٢) (یا تمامریخت١ نگاشت یک
اوسگود٣ لم باشد. موضعی توانی سری   نمایش یک دارای 𝐷 از نقطه هر در که است 𝐷 بر مختلط-مقدار
جداگانه اگر تنها و اگر است تمامریخت 𝐷 ⊂ ℂ𝑛 بر پیوسته نگاشت یک که می کند بیان [٢ ص ،۶]

باشد. تمامریخت متغیرها از یک هر به نسبت
بر رفتارشان توسط یکتا به طور آنها که است این تمامریخت نگاشت های مهم بسیار خاصیت یک
تمامریخت است) همبند و باز مجموعه ا ی (دامنه، 𝐷 دامنۀ بر 𝑔 و 𝑓 اگر می شوند: تعیین باز مجموعه های
برای است. برابر 𝑔 با 𝑓 ،𝐷 سراسر بر آن گاه باشند، برابر 𝐷 از ناتهی باز زیرمجموعۀ یک بر و بوده
(نسبت 𝑓 = 𝑔 آن بر که 𝐷 از باز زیرمجموعۀ بزرگ ترین که کنیم مشاهده است کافی مطلب، این اثبات
همبند 𝐷 چون پیوسته اند. می کنند، تعیین را سری توانی بسط که مشتقات جزئی زیرا است بسته (𝐷 به

باشد. 𝐷 با برابر باید مجموعه این است،
تمامریخت 𝑧 از همسایگی یک بر هرگاه است تمامریخت 𝑧 در 𝑓 𝑧، گوییم ∈ ℂ𝑛 اگر اکنون
اعداد میدان روی جبر یک تشکیل ،𝑧 در تمامریخت نگاشت های همۀ از متشکل 𝐴𝑧 مجموعۀ باشد.
و 𝑓 ∶ 𝑈 → ℂ اگر دامنه هاست: اشتراک مستلزم ضرب و جمع عمل های آن، در که می دهد مختلط
𝐴𝑧 از 𝐼𝑧 ایدآل فرض کنیم .𝑓𝑔 ∶ 𝑈 ∩ 𝑉 → ℂ و 𝑓 + 𝑔 ∶ 𝑈 ∩ 𝑉 → ℂ آن گاه ،𝑔 ∶ 𝑉 → ℂ

می شوند. صفر 𝑧 از همسایگی یک بر که باشد 𝐴𝑧 از نگاشت هایی از متشکل
شده تعریف 𝐴𝑧/𝐼𝑧 خارج قسمتی (جبر) حلقۀ به صورت 𝑧 در تمامریخت نگاشت های ریشه های جبر

𝑂𝑧 از 𝑓 + 𝐼𝑧 چون عضوی تمامریخت، نگاشت یک از ریشه۴ یک لذا می شود. داده نمایش 𝑂𝑧 با و
معمول، طبق می دهیم. نمایش [𝑓 ]𝑧 با را ریشه این معمولا می باشد. تمامریخت 𝑧 در 𝑓 آن، در که است
بی توجهی این نمی شویم. قائل تفاوتی آنها بین یا گرفته یکی را دارند تعلق ریشه یک به که نگاشت دو
تعلق ریشه یک به که نگاشت دو زیرا می شود، توجیه شد بیان بالا در که یکتایی خاصیت توسط حدی تا
این باشند؛ داشته تفاوت 𝐼𝑧 در نگاشت یک حدِ در باید می شوند تعریف 𝐷 یکسان دامنۀ یک بر و دارند

باشند. یکسان نیز 𝐷 بر باید لذا و بوده یکسان 𝑧 از همسایگی یک بر آنها که است معنی بدان
مجموعۀ به صورت را تمامریخت نگاشت های (espace étalé) ساقه ای۵ فضای اکنون

𝑆 = {(𝑧, [𝑓 ]𝑧) | است تمامریخت 𝑧 ∈ ℂ𝑛 در 𝑓}

١holomorphic ٢analytic ٣D. Osgood ۴germ ۵stalk space
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را 𝜌−١(𝑧) می کنیم. تعریف 𝜌((𝑧, [𝑓 ]𝑧)) = 𝑧 ضابطۀ با ℂ𝑛 به 𝑆 از 𝜌 طبیعی نگاشت به همراه
ریشه های جبر یعنی ،𝑂𝑧 از نسخه یک این که می شود دیده به سادگی می نامیم. 𝑧 ∈ ℂ𝑛 نقطۀ در ساقه١ 
به طور ساقه هاست. مجزای اجتماع 𝑆 ساقه ای فضای بنابراین است. 𝑧 در تمامریخت نگاشت های
به روی 𝑆 کننده تصویر که 𝜌 به همراه کرده اند نفوذ هم در که ℂ𝑛 فراز بر سطوحی به صورت را 𝑆 شهودی،

.(١ (شکل می کنیم رسم است، ℂ𝑛

١ شکل
داده انتقال 𝑆 به را ℂ𝑛 توپولوژی کنیم، بیان دقیق تری به صورت را بالا شهودی درک که این برای
که 𝑓 نگاشت هر و ℂ𝑛 در 𝑈 باز مجموعۀ هر برای می کنیم. تبدیل توپولوژیک فضای یک به را 𝑆 و
𝑉 (𝑓 , 𝑈) مجموعۀ .𝑉 (𝑓 , 𝑈) = {(𝑧, [𝑓 ]𝑧) |𝑧 ∈ 𝑈} می کنیم تعریف است، تمامریخت 𝑈 بر
آن گاه ،(𝑧, [𝑓٠]𝑧) ∈ 𝑆 اگر زیرا می پوشاند، را 𝑆 مجموعه  ها، این همۀ   گردایه و است 𝑆 در مشمول
این، بر افزون .(𝑧, [𝑓٠]𝑧) ∈ 𝑉 (𝑓٠, 𝑈٠) و بوده تمامریخت 𝑧 از 𝑈٠ همسایگی یک در باید 𝑓٠
و 𝑈 = {𝑧 ∈ 𝑈١ ∩ 𝑈٢ | [𝑓١]𝑧 = [𝑓٢]𝑧} آن، در که 𝑉 (𝑓١, 𝑈١) ∩ 𝑉 (𝑓٢, 𝑈٢) = 𝑉 (𝑓 , 𝑈)
𝑆 روی توپولوژی یک برای پایه یک تشکیل 𝑉 (𝑓 , 𝑈) مجموعه  های بنابراین .𝑓 = 𝑓١|𝑈 = 𝑓٢|𝑈

هر به ازای یعنی است. موضعی٢ همسانریختی یک 𝜌 افکنش نگاشت توپولوژی، این به نسبت و می دهند
زیرا است، 𝑈 به روی همسانریختی یک 𝜌|𝑉 (𝑓 ,𝑈) یک به یک نگاشت ،𝑆 در 𝑉 (𝑓 , 𝑈) پایه همسایگی
١stalk ٢local homeomorphism
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𝜌−١
𝑓,𝑈 (𝑁) = 𝑉 (𝑓 , 𝑁) آن گاه باشد، 𝑈 از باز زیرمجموعۀ یک 𝑁 و بوده 𝜌|𝑉 (𝑓 ,𝑈) نمایش 𝜌𝑓,𝑈 اگر

توپولوژی .𝜌𝑓,𝑈 (𝑉 (𝑓 , 𝑈 ′)) = 𝑈 ′ آن گاه ،𝑉 (𝑓 , 𝑈 ′) ⊂ 𝑉 (𝑓 , 𝑈) اگر که حالی  در است؛ باز 𝑆 در
می گردد. تعیین یکتا به طور باشد، موضعی همسانریختی یک 𝜌 افکنش نگاشت که آن به شرط 𝑆 روی

بافۀ می نگارد، ℂ𝑛 به روی را 𝑆 که 𝜌 موضعی همسانریختی به همراه 𝑆 توپولوژیک فضای این
اصطلاحات که همان گونه می شود. نامیده ℂ𝑛 زمینه فضای روی تمامریخت نگاشت های ریشه های

ریشه ها از انباشته سری با ساقه ها از دسته   یک همانند را بافه می کنند، ایجاب کشاورزی تخصصی
.(٢ (شکل می پنداریم دانه) بذر، دارید، تمایل اگر (یا

٢ شکل
به است ممکن 𝑆 نقاط است: هاسدورف ،𝑆 ساقه ای فضای که دهیم نشان می توانیم زیر شرح به
یک از مختلفی ترازهای روی یا می گیرند قرار متفاوتی ساقه های روی یا باشند متفاوت یکدیگر با گونه دو
ℂ𝑛 چون این رو از است. متفاوت ℂ𝑛 در 𝑝, 𝑞 ∈ 𝑆 نقطۀ دو نگاره های اول، حالت در واقع اند. ساقه 
𝑆 به و بالا به را آنها می توان که دارند وجود 𝜌(𝑞) و 𝜌(𝑝) از مجزایی همسایگی های است، هاسدورف
آن گاه ،𝑧 ≠ 𝑤 آن، در که 𝑞 = (𝑤, [𝑔]𝑤) و 𝑝 = (𝑧, [𝑓 ]𝑧) اگر مطلب، شدن روشن تر برای برگرداند.
و 𝑓 ∈ [𝑓]𝑧 تمامریخت نگاشت های آنها بر و 𝑤 و 𝑧 از به ترتیب 𝑈𝑤 و 𝑈𝑧 مجزای باز همسایگی های
𝑞 و 𝑝 از مجزایی همسایگی های به ترتیب 𝑉 (𝑔, 𝑈𝑤) و 𝑉 (𝑓 , 𝑈𝑧) که به گونه ای موجودند 𝑔 ∈ [𝑔]𝑤

هستند.
اگر دارد. بستگی تمامریخت نگاشت های یکتایی خاصیت به زیرا است، پیچیده تر کمی دوم حالت
بنابراین .[𝑓 ]𝑧 ≠ [𝑔]𝑧 آن گاه باشند، ساقه یک از متفاوتی نقاط 𝑞 = (𝑧, [𝑔]𝑧) و 𝑝 = (𝑧, [𝑓 ]𝑧)
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روی آنها دوی هر که باشند داشته وجود 𝑔 ∈ [𝑔]𝑧 و 𝑓 ∈ [𝑓]𝑧 متفاوت تمامریخت نگاشت های باید
همسایگی های 𝑉 (𝑔, 𝑈) و 𝑉 (𝑓 , 𝑈) که می کنیم ادعا شده اند. تعریف 𝑧 از 𝑈 مانند همسایگی یک
𝑤 ∈ 𝑈 آن گاه ،(𝑤, [ℎ]𝑤) ∈ 𝑉 (𝑓 , 𝑈) ∩ 𝑉 (𝑔, 𝑈) اگر منظور، این برای هستند. 𝑞 و 𝑝 از مجزایی
نگاشت های یکتایی خاصیت کردیم، مشاهده بالا در که همان طور اما .[𝑓 ]𝑤 = [ℎ]𝑤 = [𝑔]𝑤 و
تعلق [ℎ]𝑤 یکسان ریشۀ یک به که 𝑈 یکسان دامنۀ با 𝑔 و 𝑓 نگاشت دو که می کند بیان تمامریخت
بنابراین .[𝑓 ]𝑧 ≠ [𝑔]𝑧 زیرا نیستند، مساوی هم با 𝑈 روی آنها اما باشند. برابر هم با 𝑈 بر باید دارند،

است. هاسدورف 𝑆 لذا و 𝑉 (𝑓 , 𝑈) ∩ 𝑉 (𝑔, 𝑈) = ∅
روشن تر برای می تواند که دارد وجود تمامریخت نگاشت های یکتایی خاصیت از دیگری نتیجۀ هنوز
تقریباً را یکتایی خاصیت گیرد. قرار استفاده مورد تمامریخت نگاشت های ریشه های بافۀ مفهوم شدن
روی رفتارش توسط یکتا به طور تمامریخت نگاشت یک کلی رفتار که کرد تفسیر صورت این به می توان
تمامریخت نگاشت که دامنه ای بزرگ ترین یافتن دربارۀ مبهم پرسش به این می شود. تعیین باز مجموعۀ هر
این تحلیلی، نگاشت های کلاسیک مطالعۀ در می بخشد. معنا داد، گسترش آن به می توان را مفروضی

شد. منجر مختلط تحلیلی خمینه های به کلی تر، به طور یا ریمان سطح مفهوم به پرسش

٣ شکل
𝑛-فضای با همسانریخت موضعی به طور که است توپولوژیک فضای یک اساساً خمینه١، یک
(𝑛 بعد (از اقلیدسی٢ موضعاً را 𝑋 توپولوژیک فضای یک دقیق تر، عبارت به می باشد. ℂ𝑛 اقلیدسی
١manifold ٢locally Euclidean
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همسانریخت 𝜋𝑥 نگاشت یک تحت که باشد 𝑈𝑥 باز مجموعۀ یک در مشمول 𝑥 ∈ 𝑋 هر اگر می نامیم
که معنی این به هستند، منسجم 𝑈𝑥

مختصاتی١ قطعه های این، بر افزون است. ℂ𝑛 از زیرمجموعه ای با
نیمۀ است. 𝜋𝑥(𝑈𝑥 ∩ 𝑈𝑦) و 𝜋𝑦(𝑈𝑥 ∩ 𝑈𝑦) بین همسانریختی یک 𝜋𝑥 ∘ 𝜋−١

𝑦 ،𝑥, 𝑦 ∈ 𝑋 هر به  ازای
قطعه های که است این مستلزم دوم، شرط و است ℂ𝑛 شبیه موضعاً 𝑋 که می کند تضمین تعریف این اول
سراسر روی منسجم اقلیدسی ساختار یک تشکیل که باشند داشته همپوشانی به گونه ای اقلیدسی موضعاً
مختصات دستگاه 𝜋−١

𝑥 زیرا می نامیم، موضعی٢ مختصات دستگاه یک را (𝑈𝑥, 𝜋𝑥) زوج هر ما دهند. 𝑋
.(٣ (شکل برمی گرداند 𝑈 به را ℂ𝑛 روی

دستگاه  های از متفاوت مجموعۀ  چندین توسط است ممکن توپولوژیک فضای یک که آنجا از
مختصاتی ساختار اساساً که پوشش دو بین نداریم قصد که آنجا از و شود پوشانده (𝑈𝑥, 𝜋𝑥) مختصاتی
اقلیدسی موضعاً توپولوژیک فضای یک را خمینه شویم، قائل تمایزی می کنند، فراهم 𝑋 روی یکسانی
برای کننده  تعریف خواص به نسبت (𝑈𝑥, 𝜋𝑥) مختصاتی دستگاه های مجموعۀ آن، در که می کنیم تعریف
تولید را یکتا خمینۀ یک اقلیدسی موضعاً فضای هر چون باشد. ماکسیمال اقلیدسی، موضعاً فضای یک
مختصاتی دستگاه های مجموعۀ اگر حتی خمینه گوییم؛ نیز را اقلیدسی موضعاً فضاهای اغلب می کند،
اقلیدسی فضای به نگاشتن با است ممکن خمینه ها از دیگری گونه های نباشد. ماکسیمال موضعی،
همسانریختی های بودن مشتق پذیر) بار (بینهایت ℂ∞ یا تحلیلی شرط به نیاز با یا ℂ𝑛 به جای ℝ𝑛 حقیقی
می شوند. نامیده ℂ∞ خمینه های یا تحلیلی خمینه های طبیعی به طور خمینه ها این شوند. تولید 𝜋𝑥 ∘ 𝜋−١

𝑦

اگر گوییم تمامریخت را دیگر تحلیلی خمینۀ یک به تحلیلی خمینۀ یک از 𝑓 ∶ 𝑋 → 𝑌 نگاشت
حالت در باشد. تمامریخت 𝜋𝑥(𝑈𝑥 ∩ 𝑓 −١(𝑈𝑦)) یعنی دامنه اش روی 𝜋𝑦 ∘ 𝑓 ∘ 𝜋−١

𝑥 ،𝑦 و 𝑥 هر به ازای
موضعی مختصاتی دستگاه های کردن تعریف برای 𝑖 ∶ 𝑌 → ℂ١ همانی نگاشت ،𝑌 = ℂ١ که خاصی
که خاصیت این توسط ℂ١ به 𝑋 تحلیلی خمینۀ از 𝑓 تمامریخت نگاشت یک بنابراین می شود. استفاده

می شود. مشخص است، تمامریخت 𝜋𝑥(𝑈𝑥) روی 𝑓 ∘ 𝜋−١
𝑥

استفاده با می توان، را تمامریخت نگاشت های ریشه های بافۀ که باشد واضح باید توضیحات این از
یک این گرفت. نظر در تحلیلی خمینۀ یک مانند موضعی، مختصاتی دستگاه های تعریف جهت 𝜌 از
شناخته جهانی٣ تمامریخت نگاشت به عنوان که را چیزی آن روی می توانیم زیرا است، ویژه و مهم خمینۀ
تعریف 𝐹 ((𝑧, [𝑓 ]𝑧)) = 𝑓(𝑧) توسط که است 𝐹 ∶ 𝑆 → ℂ نگاشت این، کنیم. تعریف است، شده
١coordinate patches ٢local coordinate system ٣universal holomorphic function
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،(𝑈, 𝜌|𝑈 ) موضعی مختصاتی دستگاه هر به ازای زیرا است، تمامریخت 𝐹 که است واضح می شود.
است. تمامریخت 𝑓 ∶ 𝜌(𝑈) → ℂ آن، در که 𝐹 ∘ (𝜌|𝑈 )−١ = 𝑓|𝜌(𝑈) داریم

استنتاج 𝐹 از رده ای ℂ𝑛 روی تمامریخت نگاشت های تمام رفتار که معنی این به است جهانی١ 𝐹
می توانیم است)، ℂ𝑛 در دامنه یک 𝐷 آن، در (که باشد تمامریخت 𝑓 ∶ 𝐷 → ℂ هرگاه به ویژه می شوند.
به طوری که دارد وجود ̂𝑓 ∶ 𝐷 → 𝑆 یکتای نگاشت یک کنیم: تجزیه زیر به صورت 𝑆 بافۀ طریق از را 𝑓
آن به وابسته  نمودار لذا و می شود تعریف ̂𝑓 (𝑧) = (𝑧, [𝑓 ]𝑧) ضابطۀ با ̂𝑓 وضوح به .𝐹 ∘ ̂𝑓 = 𝑓

. ̂𝑓 −١(𝑉 (𝑓 , 𝑈)) = 𝑈 زیرا است، پیوسته ̂𝑓 است. تعویض پذیر (۴ (شکل
𝑆

𝐹

��?
??

??
??

??
??

??
??

??

𝐷

̂𝑓

OO

𝑓
// ℂ

۴ شکل
دامنه ای بزرگ ترین همان (که را 𝑓 تمامریخت نگاشت تمامریختی٢ دامنۀ می توانیم ساختار، این با اکنون
شامل که 𝑆 از 𝐸 همبندی مؤلفۀ دهیم: توضیح شود) داده گسترش یکتا به طور آن به می تواند 𝑓 که است
𝐷 اینکه با است.) همبند مجموعۀ یک پیوستۀ تصویر زیرا است، همبند ̂𝑓 (𝐷) (البته است. ̂𝑓 (𝐷)
𝐹 جهانی تمامریخت نگاشت این رو از و می شود نشانده 𝐸 در ̂𝑓 توسط نیست، 𝐸 زیرمجموعۀ دقیقاً

است. 𝐸 به 𝑓 نگاشت از توسیعی

موضعی حلقه های بافۀ .٢
که باشد 𝐴 از ضربی ناتهی بستۀ زیرمجموعۀ یک 𝑆 و یکدار تعویضپذیر حلقۀ یک 𝐴 کنیم فرض
در که می سازیم را 𝐴 خارج قسمت ها ی حلقۀ به نام 𝐴𝑆 مانند حلقه ا ی ،𝑆 و 𝐴 از استفاده با .٠ ∉ 𝑆

مجموعۀ روی هستند. ضربی وارون  دارای 𝑆 عضوهای آن،

𝐴 × 𝑆 = {(𝑎, 𝑠) | 𝑎 ∈ 𝐴, 𝑠 ∈ 𝑆}
١universal ٢domain of holomorphy
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که باشد داشته وجود 𝑟 ∈ 𝑆 عضو اگر تنها و اگر (𝑎, 𝑠) ∼ (𝑏, 𝑡) می کنیم: تعریف هم ارزی رابطۀ یک
می کنیم: تعریف ضرب و جمع عمل دو همچنین، .(𝑎𝑡 − 𝑏𝑠)𝑟 = ٠

(𝑎, 𝑠) + (𝑏, 𝑡) = (𝑎𝑡 + 𝑏𝑠, 𝑠𝑡) و (𝑎, 𝑠)(𝑏, 𝑡) = (𝑎𝑏, 𝑠𝑡),

نمایش 𝐴𝑆 با را شده القا عمل های به همراه هم ارزی رده های حلقۀ هستند. سازگار گفته شده رابطۀ با که
(𝑎, 𝑠) هم ارزی کلاس  ،𝑆 به عنوان ناصفر عضوهای مجموعۀ به همراه صحیح اعداد حلقۀ همانند می دهیم.

می نامیم. هم ١ مخرج ها مجموعۀ را 𝑆 این رو از می دهیم. نمایش 𝑎
𝑠 با را

آن گاه ،𝑠 ∈ 𝑆 اگر می باشد. 𝑠
𝑠 همانی عضو و بوده ٠

𝑠 (𝑆 از 𝑠 هر (به ازای 𝐴𝑆 از ٠ عضو
است 𝑠 انتخاب از مستقل که 𝛼(𝑎) = 𝑎𝑠/𝑠 ضابطۀ با 𝛼 ∶ 𝐴 → 𝐴𝑆 همریختی یک .𝑠−١ = ١/𝑠

زیرا است، یک به یک 𝛼 باشد، صحیح دامنۀ یک 𝐴 اگر البته می باشد. موجود

𝐾𝑒𝑟 𝛼 = {𝑎 | ∃𝑠 ∈ 𝑆; 𝑠𝑎 = ٠}.

توسط می توان را 𝐴𝑆 در 𝛼(𝐼) ایدآل باشد، 𝐴 از ایدآلی 𝐼 اگر

𝛼(𝐼) = {𝑎/𝑠 | 𝑎 ∈ 𝐼, 𝑠 ∈ 𝑆},

تناظر یک 𝐴 ایدآل های مجموعۀ روی 𝛼 نگاشت این .𝐼𝐴𝑆 می نویسیم 𝛼(𝐼) به جای و داد نمایش
تهی 𝑆 با اشتراکشان که 𝐴 در اول ایدآل های مجموعۀ و 𝐴𝑆 در اول ایده  آل های مجموعۀ بین یک به یک

.[٢٢٣ ص ،١٢] می کند تعریف است،
خارج قسمت های حلقۀ می توانیم است، ضربی آن بستۀ متمم که است ایدآلی 𝐴 در 𝑃 اول ایدآل که آنجا از
نمایش 𝐴𝑃 با را خارج قسمت ها حلقۀ این دهیم. تشکیل است، 𝑃 متمم آن، مخرج های مجموعۀ که را 𝐴
است، ،𝑃 𝐴𝑃 ماکسیمال، ایدآل یک دارای تنها 𝐴𝑃 حلقۀ می نامیم. 𝑃 در 𝐴 موضعی حلقۀ را آن و داده

است. تهی 𝑃 متمم با اشتراکش که است خاصیت این با 𝐴 از اول ایدآل بزرگ ترین 𝑃 به وضوح زیرا
اول ایدآل های مجموعۀ و بود خواهند موضعی حلقه های بافۀ برای ساقه هایی موضعی، حلقه های این
می شود داده نمایش Spec 𝐴 با و شده نامیده 𝐴 طیف فضا، این داد. خواهد را زمینه فضای تشکیل 𝐴

مجموعه های خانوادۀ که است توپولوژی یک دارای و

𝑉𝑥 = {𝑃 ∈ Spec 𝐴 | 𝑥 ∉ 𝑃 },
١set of denominators
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بنابراین و 𝑉𝑥 ∩ 𝑉𝑦 = 𝑉𝑥𝑦 و 𝑉٠ = ∅ ،𝑉١ = Spec 𝐴 پس است. آن برای پایه یک ،𝑥 ∈ 𝐴
ایدآل (𝑥)𝑥∈𝑀 آن، در که ⋃𝑥∈𝑀 𝑉𝑥 = {𝑃 | (𝑥)𝑥∈𝑀 ⊄ 𝑃 } چون است. پایه یک {𝑉𝑥}𝑥∈𝐴

𝑉𝐼 = {𝑃 |𝐼 ⊄ 𝑃 } باز مجموعۀ یک 𝐴 از 𝐼 ایدآل هر است، 𝐴 از 𝑀 زیرمجموعۀ توسط شده تولید
نمی شود. مشخص 𝑈 توسط یکتا به طور 𝐼 اگرچه است؛ گونه همین به 𝑈 باز مجموعۀ هر و می کند تعریف
یک لذا و هستند ثابتی ایدآل شامل که اولی ایدآل  های از است مجموعه ای بسته، مجموعۀ یک بنابراین
حلقه ها، اکثر برای بنابراین باشد. ماکسیمال ایدآل یک اگر تنها و اگر است بسته Spec 𝐴 از 𝑃 نقطۀ

است. 𝑇٠ همواره Spec 𝐴 که حالی در نیست، 𝑇١ حتی زمینه فضای
زیرا کنیم، تعریف 𝑃 اول ایدآل یک متمم به نسبت را خارج قسمت ها حلقۀ که دارد وجود امکان این
باز مجموعۀ هر به این رو از است. ضربی  بستۀ نیز اول ها از اجتماع یک متمم اما است. ضربی  بستۀ

خارج قسمت های حلقۀ می توانیم Spec 𝐴 در 𝑈 ناتهی
𝐴𝑈 = {𝑎/𝑠 |𝑃 ∈ 𝑈 ⇒ 𝑠 ∉ 𝑃 }

𝑉 و 𝑈 اگر است. 𝑈 اول های همۀ اجتماع متمم با برابر مخرج هایش مجموعۀ که کنیم وابسته را
𝜌𝑈,𝑉 ∶ تحدید١ همریختی های می توانیم ،𝑈 ⊂ 𝑉 به طوری که باشند Spec 𝐴 در باز مجموعه های
در 𝑃 اول ایدآل های از هیچ یک عضو 𝑠 ،𝑎/𝑠 ∈ 𝐴𝑉 اگر کنیم: تعریف صورت این به را 𝐴𝑉 → 𝐴𝑈

از عضوی 𝑎/𝑠 این رو از نیست. 𝑈 در 𝑃 اول ایدآل های از هیچ یک عضو اولىٰ، طریق به و نیست 𝑉
نیست، یک به یک حتی یا همانی نگاشت، این اما .𝜌𝑈,𝑉 (𝑎/𝑠) = 𝑎/𝑠 می کنیم تعریف هست. نیز 𝐴𝑈

تعریف برای که است آنهایی از بزرگ تر می شوند استفاده 𝐴𝑈 حلقۀ تعریف برای که هم ارزی رده های زیرا
نسبت مقسوم علیه صفر یک 𝑎 که است 𝑎/𝑠 عضوهای آن شامل 𝜌𝑈,𝑉 هستۀ می شود. استفاده 𝐴𝑉 کردنِ

ندارد. تعلق 𝑈 عضوهای از هیچ یک به که باشد 𝑉 اول ایدآل های از یکی از عضوی به
𝑎 ،𝛼𝑈 ∶ 𝐴 → 𝐴𝑈 آن، در که است ۵ شکل نمودار بودنِ تعویضپذیر 𝜌𝑈,𝑉 مهم خاصیت یک
𝜌𝑈,𝑈 که می شود نتیجه این، از و شده تعیین یکتا به طور خاصیت این با 𝜌𝑈,𝑉 حال می برد. 𝑎/١ به را
شامل که دستگاه این .𝜌𝑈,𝑊 = 𝜌𝑈,𝑉 ∘ 𝜌𝑉 ,𝑊 آن گاه ،𝑈 ⊂ 𝑉 ⊂ 𝑊 اگر و است همانی نگاشت
پیش بافه٢ یک است، 𝑈 ⊂ 𝑉 وقتی 𝜌𝑈,𝑉 ∶ 𝐴𝑉 → 𝐴𝑈 نگاشت های و 𝐴𝑈 حلقه های ،Spec 𝐴
،𝑈 ⊂ 𝑉 که باز مجموعه های زوج با متناظر 𝜌𝑈,𝑉 نگاشت های کنار در می شود. نامیده Spec 𝐴 روی
،𝑃 ∈ 𝑉 و باشد باز 𝑉 اگر کنیم. تعریف را ،𝑃 ∈ 𝑉 ،𝜌𝑃 ,𝑉 ∶ 𝐴𝑉 → 𝐴𝑃 نگاشت های می توانیم
زیرا است، امکانپذیر این و می کنیم تعریف 𝜌𝑃 ,𝑉 (𝑎/𝑠) = 𝑎/𝑠 ضابطۀ با را 𝜌𝑃 ,𝑉 ∶ 𝐴𝑉 → 𝐴𝑃

١restriction homomorphism ٢presheaf
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را وابسته نمودار که است یکتایی نگاشت 𝜌𝑃 ,𝑉 نگاشت .𝑠 ∉ 𝑃 که می کند ایجاب 𝑎/𝑠 ∈ 𝐴𝑉

.(۶ (شکل می سازد تعویضپذیر
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۵ شکل ۶ شکل
که می شود نتیجه 𝜌𝑃 ,𝑉 یکتایی از قبل، مانند

𝜌𝑃 ,𝑊 ∘ 𝜌𝑊 ,𝑈 = 𝜌𝑃 ,𝑈 , 𝑃 ∈ 𝑊 ⊂ 𝑈 .

𝑈 از نگاشت یک به عنوان 𝑢 با می توانیم باشد، 𝐴𝑈 از عضوی 𝑢 و بوده باز Spec 𝐴 در 𝑈 اگر
،𝑃 ∈ 𝑈 هر به ازای که تعریف این با کنیم رفتار 𝑆 = ⋃{𝐴𝑃 |𝑃 ∈ Spec 𝐴} ساقه  ای فضای به
𝑣 ∈ 𝐴𝑉 و 𝑢 ∈ 𝐴𝑈 اگر گوییم. 𝑉 به 𝑢 تحدید را 𝜌𝑉 ,𝑈 (𝑢) ،𝑉 ⊂ 𝑈 اگر .𝑢(𝑃 ) = 𝜌𝑃 ,𝑈 (𝑢) ∈ 𝐴𝑃

𝑢 گوییم ،𝜌𝑊 ,𝑈 (𝑢) = 𝜌𝑊 ,𝑉 (𝑢) به طوری که باشد داشته وجود 𝑊 ⊂ 𝑈 ∩ 𝑉 باز مجموعۀ یک اگر و
آن گاه ،𝑃 ∈ 𝑊 اگر زیرا هستند، یکسان 𝑊 باز مجموعۀ روی 𝑣 و

𝑢(𝑃 ) = 𝜌𝑃 ,𝑈 (𝑢) = 𝜌𝑃 ,𝑊 ∘ 𝜌𝑊 ,𝑈 (𝑢) = 𝜌𝑃 ,𝑊 ∘ 𝜌𝑊 ,𝑉 (𝑣) = 𝜌𝑃 ,𝑉 (𝑣) = 𝑣(𝑃 ).

مجموعۀ می شود. نامیده پیش بافه از برش١ یک ،𝑆 در 𝑢(𝑈) آن نگاره  یا 𝑢 نگاشت ،𝑢 ∈ 𝐴𝑈 اگر
آن، در که است 𝐴𝑉 از مخرج یک 𝑠 آن گاه ،𝑎/𝑠 ∈ 𝐴𝑃 اگر زیرا می پوشاند. را 𝑆 ،𝑢(𝑈) برش های

می باشد. 𝑎/𝑠 ،𝑃 در آن نگارۀ که است 𝑉 روی برش یک 𝑎/𝑠 ∈ 𝐴𝑉 و 𝑉 = {𝑄 | 𝑠 ∉ 𝑄 }
از اجتماعی برش دو اشتراک زیرا است، 𝑆 روی توپولوژی برای پایه یک 𝑢(𝑈) برش های همۀ گردایۀ
و 𝑈 باز مجموعه های روی برش هایی 𝑣 ∈ 𝐴𝑉 و 𝑢 ∈ 𝐴𝑈 گیریم مطلب، این اثبات برای است. برش ها
،𝑥 ∈ 𝑢(𝑈) ∩ 𝑣(𝑉 ) اگر نمی ماند. دادن نشان برای چیزی آن گاه ،𝑢(𝑈) ∩ 𝑣(𝑉 ) = ∅ اگر باشند. 𝑉
که 𝑢 = 𝑎/𝑠 صورت این در .𝑥 = 𝜌𝑃 ,𝑈 (𝑢) = 𝜌𝑃 ,𝑉 (𝑣) ∈ 𝐴𝑃 داریم 𝑃ای ∈ 𝑈 ∩ 𝑉 به ازای آن گاه
١section
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عضوهای از هیچ یک عضو 𝑠′ آن، در که 𝑣 = 𝑎′/𝑠′ و نیست 𝑈 عضوهای از هیچ یک عضو 𝑠 آن، در
.𝑡(𝑎𝑠′ − 𝑎′𝑠) = ٠ به طوری که دارد وجود 𝑡 ∉ 𝑃 ،𝑎/𝑠 = 𝑎′/𝑠′ داریم 𝐴𝑃 در که آنجا از نیست. 𝑉
نمودار چون و 𝑎/𝑠 = 𝑎′/𝑠′ داریم 𝐴𝑊 ∩𝑈∩𝑉 در صورت این در .𝑊 = {𝑄 | 𝑡 ∉ 𝑄} کنیم فرض
از زیرمجموعه ای ،𝑎/𝑠 = 𝑎′/𝑠′ با شده تعریف 𝑊 ∩ 𝑈 ∩ 𝑉 روی برش است، تعویضپذیر ٧ شکل

است. 𝑥 از همسایگی یک و 𝑣(𝑉 ) و 𝑢(𝑈)

𝐴𝑉

$$H
HH

HH
HH

HH

))TTT
TTTT

TTTT
TTTT

TTTT
TT

𝐴𝑊 ∩𝑈∩𝑉 // 𝐴𝑃

𝐴𝑈

::vvvvvvvvv

55kkkkkkkkkkkkkkkkkkkkk

٧ شکل
آن گاه ،𝑥 ∈ 𝐴𝑃 اگر زیرا است، موضعی همسانریختی یک 𝜌 افکنش نگاشت توپولوژی، این در
است. پوشا و یک به یک 𝑣(𝑉 ) برش به 𝜌 تحدید و دارد وجود 𝑥 از گذرا 𝑉 روی 𝑣 برش 𝑉ای به ازای
،𝑢(𝑈) لذا و بوده 𝑥 از گذرا برش یک همچنان 𝑈 به 𝑣 تحدید آن گاه ،𝑥 ∈ 𝑈 و باشد باز 𝑈 ⊂ 𝑉 اگر
باز زیرمجموعه ا  ی 𝑁 اگر می باشد. پیوسته 𝜌 بنابراین و است باز 𝑢(𝑉 ) در ،𝑢 = 𝜌𝑈,𝑉 (𝑣) آن، در که
این اجتماع 𝜌(𝑁) و هست نیز 𝑉 باز زیرمجموعه های روی برش ها از اجتماعی آن گاه باشد، 𝑣(𝑉 ) از

می باشد. باز زیرمجموعه های
Spec 𝐴 روی موضعی حلقه های بافۀ 𝜌 ∶ 𝑆 → Spec 𝐴 افکنش به همراه 𝑆 توپولوژیک فضای
𝑓 ∶ 𝑈 → 𝑆 مانند پیوسته نگاشت باشد، هر Spec 𝐴 از باز زیرمجموعۀ یک 𝑈 اگر می شود. نامیده
باز مجموعۀ روی برش ها همۀ مجموعۀ می شود. نامیده 𝑆 بافۀ از برش یک باشد، همانی 𝑈 روی 𝜌∘𝑓  که
عضوهای (یعنی، پیش بافه  برش های و 𝑆 بافۀ برش های بین رابطۀ می شود. داده نمایش Γ(𝑈, 𝑆) با 𝑈
روی (پیوسته) نگاشت یک مانند می شود را پیش بافه برش هر اگرچه زیرا است، ظریف نسبتاً (𝑢 ∈ 𝐴𝑈

دو اینکه یکی دهد. رخ است ممکن غیرعادی حالت دو پنداشت، است 𝜌 برای موضعی وارون که 𝑈
اشاره آن به بالا در که تفسیری تحت را یکسانی نگاشت 𝐴𝑈 حلقۀ از 𝑣 = 𝑏/𝑡 و 𝑢 = 𝑎/𝑠 متفاوت عضو
برش های از هیچ یک از که باشند داشته وجود Γ(𝑈, 𝑆) در نگاشت هایی اینکه دیگر و کنند تولید شد
نیست، پوشا و یک به یک لزوماً Γ(𝑈, 𝑆) به 𝐴𝑈 از تفسیری نگاشت این رو از نشوند. مشتق 𝑢 ∈ 𝐴𝑈

آن گاه باشد)، 𝑉𝑥 به صورت 𝑥 ∈ 𝐴 یک به ازای (یعنی باشد پایه ای مجموعۀ یک 𝑈 اگر حال به هر
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ممتاز١ باز مجموعه های اغلب 𝑉𝑥 مجموعه های دلیل، همین به .[٨۶ ص ،۴ شماره ،۵] است یکریختی

می شوند. نامیده

٨ شکل
اگر اما باشد. هاسدورف نمی تواند 𝑆 بافۀ قطعاً نباشد، هاسدورف Spec 𝐴 زمینه فضای اگر
دو که است) مشکل هاسدورف برگۀ روی آن کشیدن تصویر به (اگرچه است ممکن باشد 𝑇٢ ،Spec 𝐴
.(٨ (شکل باشند یکسان 𝑈 از 𝑉 مناسب باز زیرمجموعۀ یک روی بر ،𝑈 روی 𝑢′ و 𝑢 متمایز برش
نمی توانند اما هستند بافه  از متمایز نقاطی 𝑢′(𝑃 ) و 𝑢(𝑃 ) نباشد، 𝑉 در ولی باشد 𝑉 بستار در 𝑃 اگر

هستند. یکسان 𝑢′ و 𝑢 آن روی که است 𝑉 از نقاطی شامل 𝑃 از همسایگی هر زیرا شوند جدا
سرچشمۀ به نگاهی با نیز و موضعی حلقه های بافۀ از بیشتری هندسی تفسیر آوردن فراهم به منظور
ℚ[𝑥١, ⋯ 𝑥𝑛] گویا، اعداد میدان ℚ کنیم فرض می   اندازیم. خاص حلقه های از برخی به نگاهی موضوع،
𝐴 کنیم فرض باشد. ℚ[𝑥١, ⋯ 𝑥𝑛] از ایدآل یک 𝐼 و گویا ضرایب با متغیره 𝑛 چندجمله ای های حلقۀ
آن، در که نوشت ℚ[𝑥̄١, ⋯ 𝑥̄𝑛] به صورت را آن می توان که باشد ℚ[𝑥١, ⋯ 𝑥𝑛]/𝐼 خارج قسمتی حلقۀ

اگر .𝑖 = ١, … , 𝑛 ،𝑥̄𝑖 = 𝑥𝑖 + 𝐼
𝐸 = {(𝑥١, ⋯ , 𝑥𝑛) ∈ ℂ𝑛 |∀𝑝 ∈ 𝐼, 𝑝(𝑥١, ⋯ , 𝑥𝑛) = ٠},

به عنوان را 𝐴 می توانیم آن گاه باشد، 𝐼 ایدآل در چندجمله ای های همۀ صفر مجموعه های اشتراک 𝐸 یعنی
١distinguished
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𝑝١(𝑥)−𝑝٢(𝑥) ∈ آن گاه ،𝑝١(𝑥̄) = 𝑝٢(𝑥̄) اگر زیرا کنیم، تفسیر 𝐸 روی مختلط-مقدار نگاشت های حلقۀ
.𝑝١(𝑥) = 𝑝٢(𝑥) که می کند ایجاب 𝑝١(𝑥̄) = 𝑝٢(𝑥̄) آن گاه ،𝑥 = (𝑥١, ⋯ , 𝑥𝑛) ∈ 𝐸 اگر لذا .𝐼

بین یک به یک تناظر یک می برد، 𝑝(𝑥) ∈ ℂ به را 𝑥 ∈ 𝐸 و 𝑝 ∈ 𝐴 که زوج سازی١ با می توانیم
𝑝 که نگاشتی آن گاه ،𝑥 = (𝑥١, ⋯ , 𝑥𝑛) ∈ 𝐸 اگر کنیم. ایجاد ℂ به 𝐴 از همریختی های و 𝐸 نقاط
باشد، همریختی یک 𝜙 ∶ 𝐴 → ℂ اگر برعکس و است ℂ به 𝐴 از همریختی یک می برد، 𝑝(𝑥) به را

آن گاه ،𝑝 ∈ 𝐼 اگر چون .𝑥 = (𝜙(𝑥̄١), ⋯ , 𝜙(𝑥̄𝑛)) ∈ 𝐸 آن گاه
𝑝(𝑥) = 𝑝(𝜙(𝑥̄١), ⋯ , 𝜙(𝑥̄𝑛)) = 𝜙(𝑝(𝑥̄١), ⋯ , 𝑝(𝑥̄𝑛)) = 𝜙(٠) = ٠.

است. 𝐴 در اول ایدآل یک 𝑥 ∈ 𝐸 توسط شده تعریف نگاشت هستۀ است، صحیح حوزۀ یک ℂ چون
به 𝐴 از همریختی یک هستۀ آن گاه باشد، Spec 𝐴 از عضو یک 𝑃 اگر که داد نشان می توان برعکس،
در زیر رابطۀ تحت 𝐸 هم ارزی رده های از مجموعه ای  را Spec 𝐴 می توانیم لذا .[١۶۴ ص ،١٣] است ℂ
این رو از باشند. 𝑝 ∈ 𝐴 یکسان چندجمله ای های صفرهای 𝑥′ و 𝑥 اگر تنها و اگر 𝑥 ∼ 𝑥′ بگیریم: نظر
نگاشت های حلقۀ یک می توان را 𝐴 بنابراین .𝑝(𝑥) = 𝑝(𝑥′) ،𝐴 در 𝑝 هر به ازای آن گاه ،𝑥 ∼ 𝑥′ اگر

دانست. نیز Spec 𝐴 روی
نگاشت هستۀ در 𝑝 که است معنی این به باشد نداشته قرار 𝑃 اول ایدآل یک در 𝐴 از 𝑝 عضو اینکه
مشمول متناظر، همریختی هستۀ آن به ازای که 𝐸 در 𝑥 نقطۀ هر روی 𝑝 معادلا ندارد؛ قرار 𝐴 → 𝐴/𝑃
حلقۀ است، 𝑝 ∉ 𝑃 هر وارون شامل که 𝑃 در 𝐴𝑃 موضعی حلقۀ این رو از است. ناصفر 𝑃 باشد در
شده اند. تعریف Spec 𝐴 در 𝑃 از همسایگی یک در یعنی موضعی، به طور که است گویا نگاشت های همۀ
𝐴𝑈 حلقۀ است. حلقه این ماکسیمال ایدآل تنها می شوند، صفر 𝑃 در که نگاشت هایی چنین مجموعۀ
هر روی که است نگاشت ها از حلقه  یک 𝑈 ⊂ Spec 𝐴 باز مجموعۀ یک روی پیش بافه برش های از
نگاشت هایی این چنین همۀ حلقۀ 𝐴𝑈 باشد، ممتاز باز مجموعۀ یک 𝑈 (اگر شده اند. تعریف 𝑈 از نقطه
نگاشت هایی مجموعۀ ،(𝑈 ⊂ 𝑉 آن، در (که 𝜌𝑈,𝑉 ∶ 𝐴𝑉 → 𝐴𝑈 تحدید نگاشت یک هستۀ است.)
𝐴𝑈 از عضوهایی نباشند. صفر 𝑉 همۀ روی است ممکن اگرچه می شوند؛ صفر 𝑈 نقطۀ هر در که است
می باشند. صفر دارای 𝑉 ⧵ 𝑈 در که هستند نگاشت  هایی وارون نیستند، 𝐴𝑉 در نگاشت های تحدید که
نگاشت آن، در که توپولوژیی ضعیف ترین می کند: القا 𝐸 در توپولوژی یک Spec 𝐴 توپولوژی
همۀ مجموعۀ با برابر 𝑥 ∈ 𝐸 نقطه ی بستار توپولوژی، این در است. پیوسته Spec 𝐴 به 𝐸 از شناسایی٢
را 𝐴 ویژۀ حلقۀ یک می کند. صدق 𝑥 که می کنند صدق چندجمله ای هایی همان در که است 𝐸 از نقاطی
١pairing ٢identification map
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و 𝐼 = (𝑥𝑦) کنیم فرض ،ℚ[𝑥, 𝑦] در بپردازیم. مطالعه به بیشتر جزئیات با تا می کنیم انتخاب
𝐴 = ℚ[𝑥, 𝑦]/(𝑥𝑦) ≃ ℚ[𝑥̄, ̄𝑦]

صورت این در .𝑥̄ ̄𝑦 = 𝑥𝑦 + (𝑥𝑦) = (𝑥𝑦) = (٠) آن، در که
𝐸 = {(𝑧, 𝑤) ∈ ℂ٢ | 𝑧𝑤 = ٠} = {(𝑧, ٠) | 𝑧 ∈ ℂ} ∪ {(٠, 𝑤) | 𝑤 ∈ ℂ}

است. ℂ٢ در مختلط مختصاتی (صفحات) محورهای اجتماع
ℚ[𝑥̄, ̄𝑦]/(𝑥̄) ≃ ℚ[ ̄𝑦] ≃ ℚ[𝑦] زیرا نیستند، ماکسیمال ولی اول اند 𝐴 در ( ̄𝑦) و (𝑥̄) ایدآل های
(٠, 𝑤) به صورت هستند نقاطی است، (𝑥̄) متناظرشان ایدآل که 𝐸 در (𝑧, 𝑤) نقاط نیست. میدان یک
برای (𝑧, ٠) به شکل ( ̄𝑦) ایدآل با متناظر نقاط مشابه، به طور و است متعالی١ ℚ روی به 𝑤 آن، در که
است (𝑥̄) هستۀ دارای ̄𝑦 → 𝑤 و 𝑥̄ → ٠ ضابطۀ با ℚ[𝑥̄, ̄𝑦] → ℂ همریختی زیرا هستند، متعالی 𝑧
( ̄𝑦) یا (𝑥̄) شامل اول ایدآل هر ،(𝑥̄) ∩ ( ̄𝑦) = (٠) داریم 𝐴 در به علاوه، باشد. متعالی 𝑤 اگر تنها و اگر

.(𝑥̄) ∪ ( ̄𝑦) با است برابر 𝐴 در مقسوم علیه های صفر مجموعۀ و است
آنها برد که هستند 𝜙 ∶ ℚ[𝑥̄, ̄𝑦] → ℂ همریختی های هسته های 𝐴 در ماکسیمال اول ایدآل های
از یکی باید ،𝜙(𝑥̄)𝜙( ̄𝑦) = 𝜙(𝑥̄ ̄𝑦) = ٠ چون و جبری اند 𝜙( ̄𝑦) و 𝜙(𝑥̄) که به طوری است میدان یک
𝑧 با (𝑧, ٠) به شکل یا 𝐸 در (𝜙(𝑥̄), 𝜙( ̄𝑦)) نقاط چنین باشد. جبری دیگری، و صفر 𝜙( ̄𝑦) و 𝜙(𝑥̄)
(𝑝(𝑥̄), ̄𝑦) ایدآل های ،(٠, 𝑤) و (𝑧, ٠) به همریختی های هسته های هستند. جبری 𝑤 با (٠, 𝑤) یا جبری
و (𝑥̄) به همراه ایدآل ها این است. (𝑤 از 𝑞 (و 𝑧 مینیمال چندجمله ای 𝑝 آن، در که هستند (𝑥̄, 𝑞( ̄𝑦)) و

هستند. Spec 𝐴 نقاط دقیقاً ( ̄𝑦)
هر به می شوند: تقسیم Spec 𝐴 در مشمول ایدآل  های با متناظر هم ارزی رده های به 𝐸 ⊂ ℂ٢ نقاط
(که (𝑝(𝑥̄), ̄𝑦) ماکسیمال ایدآل هر که حالی در می گردد، متناظر متعالی نقاط از رده یک (𝑦) و (𝑥) از یک
می باشد. 𝑝 از ریشه ای 𝑧 که است {(𝑧, ٠)} جبری نقاط مجموعۀ با متناظر است) تحویلناپذیر 𝑝 آن، در
،(𝑧, ٠) مانند متعالی نقطۀ یک بستار ،Spec 𝐴 توسط 𝐸 روی القایی توپولوژی در
ریشۀ یک 𝑧′ آن، در که است ,′𝑧)هایی ٠) همۀ (𝑧, ٠) مانند جبری نقطۀ یک بستار و 𝑧 محور
مجموعه های همۀ خانوادۀ ،Spec 𝐴 در باز مجموعه  های برای پایه یک است. نیز 𝑧 مینیمال چندجمله ای

،𝑝 = 𝑥̄ خاص حالت در است. 𝑉𝑝 = {𝑃 ∈ Spec 𝐴 | 𝑝 ∉ 𝑃 }

𝑉𝑥̄ = {𝑃 ∈ Spec 𝐴 | 𝑥̄ ∉ 𝑃 } = {( ̄𝑦, 𝑝(𝑥̄)) | 𝑝 ≠ 𝑥̄ و است صفر یا تحویلناپذیر 𝑝 ∈ 𝐴}.
١transcendental
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متمم می توان را 𝑉 ̄𝑦 مشابه، به طور است. 𝐸 در 𝑤 محور متمم با متناظر 𝑉𝑥̄ ⊂ Spec 𝐴 باز مجموعۀ
ماکسیمال ایدآل های با متناظر جبری نقاط از متناهی مجموعه ا ی متمم گرفت. نظر در 𝑧 محور

(𝑥̄, 𝑝١( ̄𝑦)), ⋯ , (𝑥̄, 𝑝𝑘( ̄𝑦)), (𝑝𝑘+١(𝑥̄), ̄𝑦), ⋯ , (𝑝𝑛(𝑥̄), ̄𝑦)

به صورت می توان را 𝑝 ∈ 𝐴 = ℚ[𝑥̄, ̄𝑦] چندجمله ای هر چون .𝑉𝑝١( ̄𝑦) ∩ ⋯ ∩ 𝑉𝑝𝑛(𝑥̄) با است برابر
عبارت اند 𝑉𝑝 در نقاط ،𝑝(٠)١ = 𝑝(٠)٢ = 𝑝(٠, ٠) = 𝑐 آن، در که نوشت 𝑝 = 𝑝١(𝑥) + 𝑝٢(𝑦) − 𝑐

.𝑝٢(𝑤) = ٠ که (٠, 𝑤) و 𝑝١(𝑧) = ٠ که (𝑧, ٠) از
اجتماع ،𝐸 سراسر در تعریف شده چندجمله ای های حلقۀ ،𝐴 = ℚ[𝑥̄, ̄𝑦] حلقۀ هندسی، نظر از
حلقۀ ،𝑃 اول ایدآل با متناظر است) ٠ ،𝑤 یا 𝑧 (که 𝐸 از (𝑧, 𝑤) نقطۀ در است. مختلط محورهای
حلقۀ نمی شوند. صفر (𝑧, 𝑤) در مخرجش هایشان که است گویایی نگاشت های همۀ شامل 𝐴𝑃 موضعی
مجموعۀ جبری، نظر از است. متعالی 𝑤 آن، در که است (٠, 𝑤) نقطه هر در موضعی حلقۀ ،𝐴𝑥̄ موضعی
.𝑝 = 𝑝١ + 𝑝٢ − 𝑐 بالا مانند آن، در که است 𝑆 = 𝐴 − (𝑥̄) = {𝑝 | 𝑝٢( ̄𝑦) ≠ ٠} به صورت مخرج ها
اگر .{𝑞 ∈ 𝐴 | ∃𝑝 ∈ 𝑆; 𝑝𝑞 = ٠} با است برابر 𝛼 ∶ 𝐴 → 𝐴𝑥̄ همریختی از 𝐼 هستۀ
داریم باشد، نیز 𝑆 در نقطه ای چنین اگر .𝑐 = ٠ آن گاه باشد، مقسوم علیه صفر یک 𝑝١ + 𝑝٢ − 𝑐
این رو از .𝐼 = (𝑥̄) بنابراین است. ( ̄𝑦) − {٠} از عضوی نقطه این لذا .𝑝(٠)٢ = ٠ و 𝑝٢( ̄𝑦) ≠ ٠
میدان با یکریخت 𝐴𝑥̄ لذا است. ℚ[ ̄𝑦] − {٠} ،ℚ[ ̄𝑦] در 𝑆 تصویر و 𝐴/𝐼 = ℚ[𝑥̄, ̄𝑦]/(𝑥̄) = ℚ[ ̄𝑦]

.𝐴 ̄𝑦 = ℚ(𝑥) مشابه، به طور است. 𝑦 در گویا نگاشت های
،𝑃 = (𝑥̄, ̄𝑦٢−٢) مثال برای (𝑥̄, ̄𝑦) به جز ماکسیمالی اول ایدآل در موضعی حلقۀ برای مشابه بحثی
شامل 𝐴𝑃 یعنی شد. خواهد 𝐴𝑃 = {𝑝/𝑞 ∈ ℚ(𝑦) | نمی کند عاد را 𝑞 ،(𝑦٢ − ٢)} حلقۀ به منجر
که ̄𝑦 و 𝑥̄ از چندجمله ای دو که آن حال نمی شوند؛ صفر (٠, √٢) در که است نگاشت هایی همۀ وارون
این رو از می شوند. گرفته نظر در یکسان 𝐴𝑃 در هستند، یکی (٠, √٢) شامل باز مجموعۀ یک روی
مخرج ها مجموعۀ آن  گاه ،𝑃 = (𝑥̄, ̄𝑦) اگر حال است. پوشا نه و یک به یک نه 𝛼 ∶ 𝐴 → 𝐴𝑃 نگاشت
نگاشت حالت، این در لذا است. 𝑐 ≠ ٠ برای 𝑝١ + 𝑝٢ − 𝑐 چندجمله ای های مجموعۀ دقیقاً 𝐴𝑃 برای

نیست. پوشا که می باشد شمول یک 𝛼 ∶ 𝐴 → 𝐴𝑃

𝑈 اگر می پردازیم. 𝑈 باز مجموعه های برای 𝐴𝑈 پیش بافه برش های حلقه ها ی شرح به نهایت، در
ماکسیمال اول  ایدآل های از متناهی بستۀ مجموعۀ یک متمم

(𝑥̄, 𝑝١( ̄𝑦)), ⋯ , (𝑥̄, 𝑝𝑘( ̄𝑦)), (𝑝𝑘+١(𝑥̄), ̄𝑦), ⋯ (𝑝𝑛(𝑥̄), ̄𝑦)
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مجموعۀ همان که {𝑝 ∈ 𝐴 | 𝑝 ∉ ⋃𝑃 ∈𝑈 𝑃 } با است برابر 𝐴𝑈 برای مخرج ها مجموعۀ آن گاه باشد،
هرگاه 𝐴𝑈 → 𝐴𝑃 نگاشت می باشد. ناصفر ثابت جملۀ به همراه 𝑝𝛼١

١ ⋯ 𝑝𝛼𝑛
𝑛 حاصلضرب های تمام

̄𝑦 به جز تحویلناپذیر چندجمله ای هر 𝑝 (که 𝑃 = (𝑥̄, 𝑝( ̄𝑦)) اگر بود خواهد (𝑥̄) هستۀ دارای 𝑃 ∈ 𝑈
(٠) هسته  ی و (𝑝(𝑥) ≠ 𝑥 (که 𝑃 = ( ̄𝑦, 𝑝(𝑥̄)) یا 𝑃 = ( ̄𝑦) اگر داشت خواهد ( ̄𝑦) هستۀ و است)
𝐴𝑈 برای مخرج ها مجموعۀ آن گاه باشد، 𝑤 محور متمم 𝑈 = 𝑉𝑥̄ اگر .𝑃 = (𝑥̄, ̄𝑦) اگر داشت خواهد

بنابراین است. 𝑛 ≥ ٠ و 𝑝 ∈ ℚ[ ̄𝑦] به ازای ̄𝑦𝑝( ̄𝑦) + 𝑐𝑥̄𝑛 چندجمله ای های مجموعۀ با برابر

𝐴𝑈 = {𝑝(𝑥)/𝑥𝑛 |𝑝 ∈ ℚ[𝑥]}.

( ̄𝑦) در ساقه  به برش ها حلقۀ از 𝜌( ̄𝑦),𝑈 ∶ 𝐴𝑈 → 𝐴( ̄𝑦) نگاشت ،𝐴( ̄𝑦) ≃ ℚ(𝑥) که آنجا از
،𝑝(𝑥) ≠ 𝑥 که ،( ̄𝑦, 𝑝) ∈ 𝑉𝑥̄ ماکسیمال اول ایدآل یک برای نیست. پوشا ولی است یک به یک
بسته  ی مجموعۀ متمم 𝑈 اگر نمی کند. عاد را 𝑝 ،𝑥 زیرا است شمول یک 𝜌( ̄𝑦,𝑝),𝑈 ∶ 𝐴𝑈 → 𝐴( ̄𝑦,𝑝)

دارای 𝜌𝑉𝑥̄,𝑈
∶ 𝐴𝑈 → 𝐴𝑉𝑥̄

تحدید نگاشت و 𝑉𝑥̄ ⊂ 𝑈 آن گاه باشد، (𝑥̄, 𝑝١( ̄𝑦)), ⋯ , (𝑥̄, 𝑝𝑘( ̄𝑦))
صفر Spec 𝐴 از نقطه ای در 𝐴 از عضو هر زیرا است، 𝐴 ،Spec 𝐴 روی برش ها حلقۀ است. ( ̄𝑦) هستۀ
نگاشت هایی 𝐴𝑈 حلقه های عضوهای ،Spec 𝐴 در 𝑈 باز مجموعۀ از نوع هر برای این رو از می شود.
مجموعۀ روی برش های 𝑥̄ + ̄𝑦 و 𝑥̄ نگاشت های به ویژه، شده اند. تعریف 𝑈 از نقطه  هر در که هستند گویا
𝜌𝑉𝑥̄,Spec 𝐴 تحدید نگاشت هستۀ ( ̄𝑦) زیرا برابرند، 𝑉𝑥̄ باز سرۀ زیرمجموعۀ روی آنها هستند. Spec 𝐴 باز
گرچه 𝐴(𝑥̄, ̄𝑦) در 𝑥̄ + ̄𝑦 و 𝑥̄ نقاط بنابراین نیستند. یکی دارد، قرار 𝑉𝑥̄ بستار در که (𝑥̄, ̄𝑦) روی اما است
کند. قطع را 𝑉𝑥̄ باید (𝑥̄, ̄𝑦) شامل باز مجموعۀ هر چون شوند، جداسازی برش ها با نمی توانند متمایزند،

باشد. هاسدورف افقی هم و عمودی به طور هم نمی تواند بافه این این رو از

دیفرانسیلی فرم های بافۀ .٣
𝑋 از نگاشت ها همۀ مجموعۀ است. ℝ𝑛 روی ℂ∞ خمینۀ یک 𝑋 آن، در که 𝑝 ∈ 𝑋 کنید فرض
به وضوح می دهیم. نمایش ℂ∞

𝑝 با هستند، ℂ∞ ،𝑝 از همسایگی یک در که می دهیم را ℝ١ حقیقی خط به
تعریف 𝑔 و 𝑓 دامنه های اشتراک روی 𝑓 + 𝑔 جمع آن، در که است ℝ روی برداری فضای یک ℂ∞

𝑝

که به طوری است 𝑡 ∶ ℂ∞
𝑝 → ℝ١ مانند خطی نگاشتی ،𝑝 در 𝑋 بر مماس١ یک می شود.

𝑡(𝑓𝑔) = 𝑡(𝑓) ⋅ 𝑔(𝑝) + 𝑓(𝑝) ⋅ 𝑡(𝑔)
١tangent
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ℝ روی برداری فضای یک تشکیل 𝑝 در 𝑋 بر مماس  بردارهای همۀ مجموعۀ .𝑓, 𝑔 ∈ ℂ∞
𝑝 آن، در که

ردۀ از نگاشت یک 𝛾 ∶ [٠, ١] → 𝑋 اگر می خوانیم. 𝑝 در 𝑋 بر مماس فضای 𝑋𝑝 را آن که می دهد
(𝑓 ∘𝛾)′ اگر .𝑓 ∘𝛾 ∶ [٠, ١] → 𝑋 → ℝ١ آن گاه ،𝑓 ∈ ℂ∞

𝑝 اگر و 𝛾(𝑡٠) = 𝑝 که به طوری باشد ℂ∞

است. مماس یک 𝛾∗(𝑓 ) = (𝑓 ∘𝛾)′(𝑡٠) با شده تعریف 𝛾∗ ∶ ℂ∞
𝑝 → ℝ١ نگاشت باشد، 𝑓 ∘𝛾 مشتق

𝜋𝑝 ∶ آن، در که را (𝑈𝑝, 𝜋𝑝) خاص موضعی مختصات دستگاه یک مطلب، این هندسی تفسیر برای
𝜋𝑖(𝑡١, ⋯ , 𝑡𝑛) = 𝑡𝑖 با که باشد افکنش نگاشت 𝜋𝑖 ∶ ℝ𝑛 → ℝ١ اگر می گیریم. نظر در 𝑈𝑝 → ℝ𝑛

اگر .𝜋𝑝(𝑝) = (𝑥١(𝑝), ⋯ , 𝑥𝑛(𝑝)) ∈ ℝ𝑛 صورت این در 𝑥𝑖؛ = 𝜋𝑖 ∘ 𝜋𝑝 می نویسیم می شود، تعریف
مختصاتی محور به عنوان را 𝛾(𝑡) = 𝜋−١

𝑝 (𝜋𝑝(𝑝) + 𝑡𝑒𝑖) خم آن گاه ،𝑒𝑖 = (٠, ٠, ⋯ , ١, ⋯ , ٠) ∈ ℝ𝑛

در 𝛾∗ مماس بنابراین .(𝑑/𝑑𝑡)(𝜋𝑝 ∘ 𝛾) |٠
= 𝑒𝑖 زیرا می پنداریم، 𝑈𝑝 در 𝑖ام

𝛾∗(𝑓 ) = (𝑓 ∘ 𝛾)′(٠) = 𝑑
𝑑𝑡(𝑓 ∘ 𝜋−١

𝑝 ∘ 𝜋𝑝 ∘ 𝛾) |٠

= (
𝜕(𝑓 ∘ 𝜋−١

𝑝 )
𝜕𝑡١

, ⋯ ,
𝜕(𝑓 ∘ 𝜋−١

𝑝 )
𝜕𝑡𝑛

) |𝜋𝑝(𝑝)
⋅𝑒𝑖 =

𝜕(𝑓 ∘ 𝜋−١
𝑝 )

𝜕𝑡𝑖
|𝜋𝑝(𝑝)

٩ شکل
،... ،(𝜕/𝜕𝑥١) مماس های می شود. داده نشان (𝜕/𝜕𝑥𝑖)𝑓 با معمولا 𝛾∗(𝑓 ) این رو از می کند. صدق
𝑛-بعدی ابرصفحۀ یک را 𝑋𝑝 .[٧ ص ،٨] می دهند 𝑋𝑝 برداری فضای برای پایه یک تشکیل (𝜕/𝜕𝑥𝑛)

.(٩ (شکل می پنداریم 𝑝 در 𝑋 بر مماس
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اگر

𝛾∗ = ∑ 𝑎𝑖
𝜕

𝜕𝑥𝑖
,

است. 𝑎 = (𝑎١, ⋯ , 𝑎𝑛) ∈ ℝ𝑛 راستای در 𝑓 مشتق یعنی ،𝑎 ⋅ grad 𝑓 همان 𝛾∗(𝑓 ) آن گاه
𝑑𝜙 ∶ 𝑋𝑝 → خطی نگاشت 𝜙 دیفرانسیل باشد، خمینه ها از ℂ∞ نگاشت یک 𝜙 ∶ 𝑋 → 𝑌 اگر
(𝑈𝑝, 𝜋𝑝) اگر .[𝑑𝜙(𝑡)](𝑓 ) = 𝑡(𝑓 ∘ 𝜙) آن گاه ،𝑓 ∈ ℂ∞

𝜙(𝑝) و 𝑡 ∈ 𝑋𝑝 اگر که است ضابطۀ با 𝑌𝜙(𝑝)

زیرخمینۀ از ∞ℂ-نگاشت یک 𝑥𝑖 = 𝜋𝑖 ∘ 𝜋𝑥 آن گاه باشد، 𝑝 ∈ 𝑋 در موضعی مختصاتی دستگاه یک
ℝ١

𝑥𝑖(𝑝) به 𝑋𝑝 از خطی تبدیل یک 𝑥𝑖 از 𝑑𝑥𝑖 دیفرانسیل این رو از می  کند. تعریف ℝ١ خمینۀ به 𝑈𝑝

برداری فضای از عضوی را 𝑑𝑥𝑖 می توانیم است، ℝ١ با یکریخت ℝ١
𝑡 ،𝑡 ∈ ℝ١ هر به ازای چون است.

اگر 𝛿𝑖𝑗 = ١ و 𝑖 ≠ 𝑗 اگر ،𝛿𝑖𝑗 = ٠ آن، در (که 𝑑𝑥𝑖(𝜕/𝜕𝑥𝑗) = 𝛿𝑖𝑗 چون بدانیم. 𝑋𝑝 از 𝑋∗
𝑝 دوگان

،(𝜕/𝜕𝑥١) پایۀ دوگان که می دهند را 𝑋∗
𝑝 از پایه یک تشکیل 𝑑𝑥𝑛 ،... ،𝑑𝑥١ دیفرانسیل های ،(𝑖 = 𝑗

می باشد. 𝑋𝑝 از (𝜕/𝜕𝑥𝑛) ،...
نگاشت یک دیفرانسیلی فرم است، متغیره یک صرفاً نگاشت یک 𝑑𝑥𝑖 دیفرانسیل هر که حالی در
از متناوب 𝑘-خطی نگاشت یک 𝑋𝑝 روی 𝜃 دیفرانسیلی 𝑘-فرم یک دقیق تر، به طور است. چندمتغیره
جداگانه به طور متغیر هر به نسبت اگر است 𝑘-خطی ،𝜃) است. ℝ١ به 𝑋𝑝 عضوهای از 𝑘-تایی ها یی
𝜎 ∶ {١, ⋯ , 𝑘} → آن، در که 𝜃(𝑡١ ⋯ 𝑡𝑘) = sgn 𝜎𝜃(𝑡𝜎(١) ⋯ 𝑡𝜎(𝑘)) اگر است متناوب و باشد خطی
از منظور باشد.) فرد 𝜎 اگر است −١ و زوج 𝜎 اگر است +١ ،sgn 𝜎 و بوده جایگشت یک {١, ⋯ , 𝑘}
مجموعۀ برای پایه یک روی که است 𝑋𝑝 روی یکتا 𝑘-خطی فرم 𝑑𝑥𝑖١ ∧ ⋯ ∧ 𝑑𝑥𝑖𝑘

گوه ای حاصلضرب
به وسیله 𝑘-تایی ها

𝑑𝑥𝑖١ ∧ ⋯ ∧ 𝑑𝑥𝑖𝑘 (
𝜕

𝜕𝑥𝑗١
, ⋯ 𝜕

𝜕𝑥𝑗𝑘 )
= 𝛿,

.𝛿 = ٠ صورت این غیر در و (𝑖١, ⋯ , 𝑖𝑘) = (𝑗١, ⋯ , 𝑗𝑘) اگر 𝛿 = ١ آن، در و است شده تعریف
فرم های 𝑛𝑘 و است ℝ روی 𝑛𝑘-بعدی برداری فضای یک 𝑋𝑝 روی 𝑘-خطی فرم های همۀ مجموعۀ
می دهند. را برداری فضای این برای پایه یک تشکیل ،𝑖𝑗 ∈ {١, ⋯ , 𝑛} که 𝑑𝑥𝑖١ ∧ ⋯ ∧ 𝑑𝑥𝑖𝑘

-𝑘 فرم های و است 𝑘-خطی فرم های همۀ مجموعۀ از زیرفضا یک دیفرانسیلی، 𝑘-فرم های مجموعۀ
یک را اندیس ها از دنباله این گونه است. آن پایۀ 𝑖١ < 𝑖٢ < ⋯ < 𝑖𝑘 که ،𝑑𝑥𝑖١ ∧ ⋯ ∧ 𝑑𝑥𝑖𝑘

خطی
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و 𝑘 ≤ 𝑛 اگر است
⎛
⎜
⎜
⎝

𝑛
𝑘

⎞
⎟
⎟
⎠

دیفرانسیلی، 𝑘-فرم های فضای بعد این رو از می نامیم. صعودی 𝑘-تایی

.𝑘 > 𝑛 اگر است صفر
مساوی یا کوچک تر مثبت صحیح اعداد از صعودی 𝑘-تایی های همۀ مجموعۀ 𝑆𝑘 کنیم فرض
نمایش 𝑑𝑥𝑠 با ،𝑠 = (𝑖١, ⋯ , 𝑖𝑘) که را 𝑑𝑥𝑖١ ∧ ⋯ ∧ 𝑑𝑥𝑖𝑘

𝑘-فرم ،𝑥 ∈ 𝑆𝑘 برای باشد. 𝑛
𝑘-فرم یک ،𝑝 ∈ 𝑈 هر به که باشد نگاشتی 𝜃 و باز مجموعۀ یک 𝑈 ⊂ 𝑋 کنیم فرض حال می دهیم.
و اختیار 𝑝 در موضعی مختصاتی دستگاه یک بار یک وقتی می دهد. نسبت 𝑝 در 𝜃(𝑝) دیفرانسیلی

بنویسیم می توانیم شوند، تعریف 𝑑𝑥١, 𝑑𝑥٢, ⋯ , 𝑑𝑥𝑛 فرم های

𝜃(𝑝) = ∑
𝑠∈𝑆𝑘

𝑎𝑠(𝑝)𝑑𝑥𝑠

یک به عنوان می  توان را 𝑎𝑠 این رو از است. {𝑑𝑥𝑠}𝑠∈𝑆𝑘
پایۀ برحسب 𝜃(𝑝) بسط ضریب 𝑎𝑠(𝑝) هر که

𝑘-فرم یک را 𝜃 است، 𝑝 در دیفرانسیلی 𝑘-فرم یک 𝜃(𝑝) هر چون گرفت. نظر در ℝ١ به 𝑈 از نگاشت
روی ℂ∞ 𝑘-فرم های همۀ حقیقی برداری فضای باشد. ℂ∞ ،𝑎𝑠 نگاشت هر اگر می نامیم 𝑈 روی ℂ∞

𝜌𝑈,𝑉 ∶ Ω𝑘(𝑉 ) → Ω𝑘(𝑈) مانند خطی تبدیل آن گاه ،𝑈 ⊂ 𝑉 اگر می دهیم. نمایش Ω𝑘(𝑈) با را 𝑈
𝑋 در باز 𝑈 به ازای {Ω𝑘(𝑈)} گردایۀ می شود. تعریف 𝜃 ∈ Ω𝑘(𝑉 ) دامنۀ تحدید با که است موجود

می شود. نامیده دیفرانسیلی 𝑘-فرم های پیش بافۀ 𝜌𝑈,𝑉 خطی تبدیلات به همراه
است {𝑈𝛼} باز پوشش هر تسلط٣ تحت ℂ∞ یکانی٢ افراز یک دارای پیرافشرده١ خمینۀ هر چون
𝑈 = ⋃ 𝑈𝛼 اگر می کنند: صدق زیر ویژۀ خاصیت در خمینه هایی روی چنین پیش بافه های ،[٨۵ ص ،٨]
به 𝜃𝛽 و 𝜃𝛼 تحدیدهای که معنی این به باشند منسجم 𝜃𝛼 ∈ Ω𝑘(𝑈𝛼) اگر و است باز 𝑋 در 𝑈𝛼 که
تحدیدش که دارد وجود یکتا 𝜃 ∈ Ω𝑘(𝑈) یک آن گاه (𝑈𝛼 ∩ 𝑈𝛽 ≠ ∅ (هرگاه باشند یکی 𝑈𝛼 ∩ 𝑈𝛽

به طوری باشد {𝑈𝛼} برای ℂ∞ یکانی افراز یک {𝑓𝛼} اگر مشخص به طور است. 𝜃𝛼 برابر 𝑈𝛼 هر به
∑ 𝑓𝛼𝜃𝛼 برابر را 𝜃 می توانیم آن گاه ،∑ 𝑓𝛼 = ١ و شود، صفر 𝑈𝛼 بیرون 𝑓𝛼 و 𝑓𝛼 ∶ 𝑈 → ℝ١ که

کنیم. تعریف
دستگاه باشد، پیرافشرده 𝑋 هرگاه بنابراین می گویند. بافه یک را فوق ویژگی با پیش بافه  هر
دیفرانسیلی 𝑘-فرم های مجموعۀ Ω𝑘(𝑝) اگر می نامیم. دیفرانسیلی 𝑘-فرم های بافۀ را {Ω𝑘(𝑈), 𝜌𝑈,𝑉 }
نگاشت .𝑆 = ⋃𝑝∈𝑋 Ω𝑘(𝑝) بپنداریم: 𝑆 بافۀ ساقه  های به عنوان را Ω𝑘(𝑝) می توانیم باشد، 𝑝 در
١paracompact ٢partition of unity ٣subordinate to
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𝜃 ∈ Ω𝑘(𝑈) ،ℂ∞ 𝑘-فرم می دهد. نسبت را 𝑝 نقطۀ 𝑝 در دیفرانسیلی فرم هر به 𝜌 ∶ 𝑆 → 𝑋 افکنش
توپولوژی برای پایه یک تشکیل {𝜃(𝑈) ⊂ 𝑆 | است باز 𝑋 در 𝑈} خانوادۀ و بوده 𝑆 از برش یک

می دهد. 𝑆 روی
عمومی تعریف بافه ها: .۴

بر أکید ت برای می کنند. منعکس را بافه یک عمومی مفهوم مختلف وجوه قبلی مثال سه از یک هر
بافۀ سه ،١٠ شکل در بعدی، عمومی تعریف برای منسجم چارچوب یک آوردن فراهم و گوناگونی این

کرده ایم. خلاصه را قبلی بحث  مورد

دیفرانسیلی فرم های بافۀ موضعی حلقه های بافۀ ریشه  های بافۀ
تمامریخت نگاشت های

𝑎/𝑠 ∈ 𝐴𝑃 [𝑓 ]𝑧 ریشه
𝑆 = ⋃{𝐴𝑃 |𝑃 ∈ Spec 𝐴} 𝑆 = {(𝑥, [𝑓 ]𝑧)} ساقه ای فضای

𝜌 ∶ 𝑆 → Spec 𝐴 𝜌 ∶ 𝑆 → ℂ𝑛 افکنش نگاشت
موضعی) (حلقۀ 𝐴𝑃 {(𝑧, [𝑓 ]𝑧) |𝑓 ∈ 𝐴𝑧} ساقه

𝑋 = ℂ∞ خمینه Spec 𝐴 = {𝑃 | است 𝐴 اول ایدآل یک 𝑃 } ℂ𝑛 زمینه فضای
𝜃 ∈ Ω𝑘(𝑈) 𝑎/𝑠 ∈ 𝐴𝑈 پیش بافه برش

𝜌𝑈,𝑉 ∶ Ω𝑘(𝑉 ) → Ω𝑘(𝑈) 𝜌𝑈,𝑉 ∶ 𝐴𝑉 → 𝐴𝑈 تحدیدی همریختی

١٠ شکل
همسانریختی یک و توپولوژی یک به همراه 𝑆 فضای ساقه  ای تمامریخت، نگاشت های ریشه های بافۀ
مورد، این در اگرچه شد. تعریف مشابه به طور موضعی حلقه های بافۀ شد. تعریف ،ℂ∞ به روی 𝜌 موضعی
پیش بافه یک به عنوان را 𝜌𝑈,𝑉 ∶ 𝐴𝑉 → 𝐴𝑈 تحدیدی همریختی  های و 𝐴𝑈 حلقه های شامل دستگاه
دیفرانسیلی 𝑘-فرم های پیش بافۀ دیفرانسیلی، 𝑘-فرم های بافۀ سوم، مورد در کردیم. معرفی حلقه ها از
نظریۀ آغاز توصیف، دو این بودن هم ارز تشخیص باشد. پیرافشرده 𝑋 زمینۀ فضای که صورتی در بود
هم ارزی و بخشیده رسمیت را رویکرد دو این تا می کنیم ارائه را تعریف ها اکنون می  دهد. تشکیل را بافه

کنیم. اثبات را تعریف ها

آشنا ریاضی اشیاء از رده یک 𝒞 و بوده توپولوژیک فضای یک (𝑋, 𝜏) کنیم فرض .١ تعریف
هر برای و بوده 𝒞 به 𝜏 از نگاشت یک 𝐹 کنیم فرض باشد. حلقه ها) یا مدول  ها آبلی، گروه  های (مانند
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چون یکریختی) یا مدولی، همریختی همریختی، یک (مانند نگاشتی ،𝑈 ⊂ 𝑉 که 𝑈, 𝑉 ∈ 𝜏 زوج
𝜌𝑈,𝑉 ∘𝜌𝑉 ,𝑊 = اگر می  کند. حفظ را 𝒞 اشیاء ساختار که باشد داشته وجود 𝜌𝑈,𝑉 ∶ 𝐹 (𝑉 ) → 𝐹 (𝑈)
به همراه را 𝐹 نگاشت باشد، 𝐹 (𝑈) روی همانی نگاشت 𝜌𝑈,𝑈 اگر و 𝑈 ⊂ 𝑉 ⊂ 𝑊 هرگاه 𝜌𝑈,𝑊

روی 𝐹 برش های ،𝐹 (𝑈) عضوهای می کنیم. تعریف 𝑋 روی پیش بافه یک 𝜌𝑈,𝑉 تحدید نگاشت های
و باز مجموعه های رستۀ از پادورد تابعگون یک پیش بافه یک رسته، نظریۀ زبان (به نامیده می شوند. 𝑈
اصل دو در که است پیش بافه یک بافه، است.) ریختار ها و اشیاء از رسته یک به 𝑋 شمول نگاشت های

می کند: صدق ذیل انسجام
𝑠, 𝑡 ∈ 𝐹 (𝑈) برش اگر و 𝑈 = ⋃ 𝑈𝛼 و باشد 𝑋 در باز مجموعه های از خانواده یک {𝑈𝛼} اگر .١

.𝑠 = 𝑡 آن گاه ،(𝜌𝑈𝛼 ,𝑈 (𝑠) = 𝜌𝑈𝛼 ,𝑈 (𝑡) ،𝛼 هر به ازای (یعنی باشند یکی 𝑈𝛼 هر روی
برش های اگر و 𝑈 = ⋃ 𝑈𝛼 و باشد 𝑋 در باز مجموعه های از خانواده یک {𝑈𝛼} اگر .٢
(یعنی باشند یکی 𝑈𝛼 ∩ 𝑈𝛽 به 𝑠𝛽 و 𝑠𝛼 تحدیدهای که معنی این به باشند منسجم 𝑠𝛼 ∈ 𝐹 (𝑈𝛼)
دارد وجود 𝑠 ∈ 𝐹 (𝑈) برش یک آن گاه ،(𝑈𝛼 ∩ 𝑈𝛽 ≠ ∅ هرگاه 𝜌𝑈𝛼∩𝑈𝛽 ,𝑈𝛼

(𝑠𝛼) = 𝜌𝑈𝛼∩𝑈𝛽 ,𝑈𝛽
(𝑠𝛽)

.𝜌𝑈𝛼 ,𝑈 (𝑠) = 𝑠𝛼 ،𝛼 هر به ازای که به طوری

(مانند آشنا ریاضی اشیاء از رده یک 𝒞 و توپولوژیک فضای یک (𝑋, 𝜏) کنیم فرض .٢ تعریف
𝑆 آن، در که است {𝑆, 𝜋, 𝑋} سه تایی 𝑋 روی بافه یک باشد. حلقه ها) یا مدول  ها آبلی، گروه  های
𝑝 ∈ 𝑆 نقطۀ هر که (نگاشتی موضعی همسانریختی یک 𝜋 ∶ 𝑆 → 𝑋 و توپولوژیک فضای یک
ساقه هر که به طوری است می باشد) همسانریختی یک 𝜋|𝑈 آن روی که بوده 𝑈 همسایگی یک دارای
القایی توپولوژی (با ⋃𝑥∈𝑋(𝜋−١(𝑥) × 𝜋−١(𝑥)) از نگاشت یک به عنوان عمل هر و ،𝜋−١(𝑥) ∈ 𝒞

است. پیوسته ⋃𝑥∈𝑋 𝜋−١(𝑥) = 𝑆 به (𝑆 × 𝑆 از

از نوع دو این بین ارتباط می نامیم. ریشه ها بافۀ را ٢ نوع از بافه و برش ها بافۀ را ١ نوع از بافه
شد. داده نشان قبلی مثال های در که است همان  دقیقاً بافه ها

متناظر ریشه  های بافۀ باشد. 𝑊 روی برش ها) (از پیش بافه یک 𝐹 کنید فرض صریح، بیان به
تحت 𝐴𝑥 = ⋃𝑥∈𝑈 𝐹 (𝑈) از هم ارزی ردۀ یک ،𝑥 ∈ 𝑋 در ریشه یک که تعریف این با می سازیم را
.𝜌𝑊 ,𝑈 (𝑠) = 𝜌𝑊 ,𝑉 (𝑡) ،𝑊 ⊂ 𝑈 ∩ 𝑉 یک به ازای اگر است 𝑠 ∈ 𝐹 (𝑈) ∼ 𝑡 ∈ 𝐹 (𝑉 ) رابطۀ
𝑡 ∈ 𝐹 (𝑉 ) برش های همۀ گردایۀ 𝑥 ∈ 𝑈 مانند  نقطه ای در 𝑠 ∈ 𝐹 (𝑈) برش یک ریشۀ بنابراین
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نمایش [𝑠]𝑥 با را 𝑥 در 𝑠 ریشۀ معمول، مطابق هستند. یکی 𝑥 از 𝑉 همسایگی یک روی 𝑠 با که است
توپولوژی باشد. {(𝑥, [𝑠]𝑥) | 𝑠 ∈ 𝐹 (𝑈), 𝑥 ∈ 𝑈} ،𝑆 ساقه ا ی فضای که می کنیم فرض و می دهیم
نگاشت لذا می شود. تولید 𝑉 (𝑠, 𝑈) = {(𝑥, [𝑠]𝑥) |𝑥 ∈ 𝑈} به شکل همسایگی های توسط 𝑆 روی
نگاشت ، به عنوان برش  کردن تفسیر با بود. خواهد موضعی همسانریختی یک 𝜋 ∶ 𝑆 → 𝑋 افکنش
توپولوژی هایی آن بین در 𝑆 روی توپولوژی و هستند تحدید واقعاً 𝜌𝑈,𝑉 تحدید به اصطلاح نگاشت های
به عنوان را 𝑆 روی توپولوژی می توان (همچنین است. قوی ترین پیوسته اند، آنها به نسبت برش ها که
توصیف ∼ توسط شده القا هم ارزی رابطۀ به نسبت ⋃𝑈∈𝜏(𝑈 × 𝐹 (𝑈)) روی توپولوژی خارج قسمت

است.) گسسته 𝐹 (𝑈) و است مجهز زیرفضایی توپولوژی به توپولوژی 𝑈 هر آن، در که کرد
پیوسته عملی چنین هر و می برد ارث به را 𝐹 (𝑈) عمل های 𝜋−١(𝑥) ساقۀ هر که است روشن
آن گاه ،[𝑠]𝑥, [𝑡]𝑥 ∈ 𝜋−١(𝑥) اگر و باشد جمع تحت آبلی گروه یک 𝐹 (𝑈) هر اگر مثال، برای است.
باشد، [𝑠 + 𝑡]𝑥 همسایگی یک 𝑉 (𝑠 + 𝑡, 𝑈) اگر می شود. تعریف [𝑠 + 𝑡]𝑥 به صورت [𝑠]𝑥 + [𝑡]𝑥

شامل + تحت 𝑉 (𝑠 + 𝑡, 𝑈) معکوس تصویر آن گاه
{(𝑟, 𝑞) | 𝑟 ∈ 𝑉 (𝑠, 𝑈), 𝑞 ∈ 𝑉 (𝑡, 𝑈), 𝜋(𝑟) = 𝜋(𝑞)}

یک واقع در {𝑆, 𝜋, 𝑋} بنابراین می باشد. ⋃𝑥∈𝑋(𝜋−١(𝑥) × 𝜋−١(𝑥)) در باز مجموعۀ یک که است
ریشه  هاست. بافۀ

ساخته پیش بافه یک از بالا مانند (شاید باشد ریشه  ها بافۀ یک {𝑆, 𝜋, 𝑋} کنید فرض برعکس،
𝑠 ∶ 𝑈 → 𝐹 پیوسته نگاشت های گردایۀ 𝐹 (𝑈) کنید فرض آن گاه باشد، باز 𝑋 در 𝑈 اگر باشد). شده
تعریف های به وسیلۀ ساقه ها از را جبری ساختار 𝐹 (𝑈) است. همانی 𝑈 روی 𝜋 ∘ 𝑠 که به طوری است f
اولین هستند. 𝑈 زیرمجموعۀ به 𝑉 از 𝑠 تحدید صرفاً 𝜌𝑈,𝑉 تحدید نگاشت های و می برد ارث به نقطه ای١
برقرار نیز اصل دومین و هستند نگاشت برش ها زیرا است، برقرار به روشنی بافه  ها برای انسجام اصل
اگر حال هستند. 𝜋 وارون های که است 𝐹 به 𝑈 از پیوسته نگاشت های همۀ شامل 𝐹 (𝑈) زیرا است،
یکریخت 𝐹 با متعارف به طور برش ها (پیش)بافۀ از مشتق شده بافۀ باشد، ریشه ها بافۀ یک {𝐹 , 𝜋, 𝑋}
بافۀ به وابسته 𝑆′ برش های پیش بافۀ آن گاه باشد، برش ها پیش بافۀ یک 𝑆 اگر حال، این با است.
ممکن است، بافه یک 𝑆′ که آنجا از زیرا است، متفاوت 𝑆 با کلی حالت در 𝑆 از منتج شده ریشه های
حالی در باشد داشته 𝑆 به نسبت بیشتری برش های انسجام)، اصل دومین در کردن صدق (به منظور است
اگر البته شوند. یکی 𝑆′ در اول) اصل واسطۀ (به است ممکن بودند متمایز 𝑆 در که برش  ها از برخی که
١pointwise
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بافه یک از تعریف دو معنی، این به لذا است. 𝑆 با یکریخت طبیعی به طور 𝑆′ آن گاه باشد، بافه یک 𝑆
هم ارزند. اساساً
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١١ شکل
است. مستقیم حدهای از استفاده هم ارزی، رده های ساختن برای دیگر مناسبِ و معمول راه یک
تشکیل 𝑥 همسایگی های به 𝐹 تحدید آن گاه ،𝑥 ∈ 𝑋 و بوده 𝑋 روی برش ها پیش بافۀ یک 𝐹 اگر
هرگاه 𝜌𝑈,𝑉 ∘ 𝜌𝑉 ,𝑊 = 𝜌𝑈,𝑊 زیرا می دهد، ({𝐹 (𝑈)}𝑥∈𝑈 , {𝜌𝑈,𝑉 }𝑥∈𝑈⊂𝑉 ) مستقیم١ دستگاه یک
شکل تعویضپذیر نمودار با می توان را دستگاهی عضوهای چنین از کمی تعداد .𝑥 ∈ 𝑈 ⊂ 𝑉 ⊂ 𝑊

داد. نمایش ١١
نمودار این راست سمت در می تواند که است شیئی اولین دستگاه، این مستقیم حد جزئيات، از صرفنظر
حد 𝐹 (𝑈) هر برای 𝜌𝑈 ∶ 𝐹 (𝑈) → 𝐹𝑥 نگاشت های به همراه 𝐹𝑥 شئ یک به ویژه، شود. ظاهر

باشیم: داشته هرگاه می شود نامیده ({𝐹 (𝑈)}𝑥∈𝑈 , {𝜌𝑈,𝑉 }𝑥∈𝑈⊂𝑉 ) مستقیم دستگاه مستقیم٢

باشد؛ تعویضپذیر ١٢ شکل نمودار آن گاه ،𝑈 ⊂ 𝑉 اگر (الف)
صدق (الف) خاصیت در نیز (𝐺𝑥, {𝜎𝑈 }) اگر یعنی باشد، جهانی (الف) خاصیت به نسبت 𝐹𝑥 (ب)
١directed system ٢direct limit
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𝜎𝑈 ∶ هر برای که به طوری باشد داشته وجود 𝜂 ∶ 𝐹𝑥 → 𝐺𝑥 مانند یکتا نگاشت یک آن گاه کند،
.𝜎𝑈 = 𝜂 ∘ 𝜌𝑈 ،𝐹 (𝑈) → 𝐺𝑥

𝐹 (𝑉 )
𝜌𝑉 //
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١٢ شکل
می کند ادعا (ب) شرط و می سازد روشن را نمودار» راست سمت در شدن «ظاهر ایدۀ (الف)، شرط
حد (تا مستقیم حد که می شود نتیجه به روشنی شرط ها این از است. این چنینی شئ اولین 𝐹𝑥 که
مشتق شده ،𝑥 در ریشه های ساقۀ حال می دهیم. نمایش lim

⟶
𝑥∈𝑈

𝐹 (𝑈) با را آن لذا است. یکتا یکریختی)
تعریف با 𝜋−١(𝑥) ساقۀ به 𝐹 (𝑈) از نگاشتی نشان دهندۀ 𝜌𝑈 اگر بگیرید. نظر در را 𝐹 پیش بافۀ از
،𝑥 ∈ 𝑈 ⊂ 𝑉 اگر زیرا ،𝜋−١(𝑥) = lim

⟶
𝑥∈𝑈

𝐹 (𝑈) آن گاه ،(𝑥 ∈ 𝑈 (که باشد 𝜌𝑈 (𝑠) = (𝑥, [𝑠]𝑥)

فرض اخیر، حکم اثبات برای است. جهانی خاصیت، آن به نسبت 𝜋−١(𝑥) و 𝜌𝑉 = 𝜌𝑈 ∘𝜌𝑈,𝑉 آن وقت
و 𝑡١ ∈ 𝐹 (𝑈١) دوی هر اگر که می کنیم مشاهده و باشد دیگر مستقیم حد یک (𝐺, {𝜎𝑈 }) که می کنیم
بر بنا زیرا ،𝜎𝑈١(𝑡١) = 𝜎𝑈٢(𝑡٢) آن گاه باشند، داشته قرار [𝑠]𝑥 یکسان ریشۀ یک در 𝑡٢ ∈ 𝐹 (𝑈٢)
صورت این در .𝜌𝑉 ,𝑈١(𝑡١) = 𝜌𝑉 ,𝑈٢(𝑡٢) که به طوری است موجود 𝑉 ⊂ 𝑈١ ∩ 𝑈٢ یک ،[𝑠]𝑥 تعریفِ

داریم ،١٣ شکل نمودار بودن تعویض پذیر به توجه با
𝜎𝑈١(𝑡١) = 𝜎𝑉 ∘ 𝜌𝑉 ,𝑈١(𝑡١) = 𝜎𝑉 ∘ 𝜌𝑉 ,𝑈٢(𝑡٢) = 𝜌𝑈٢(𝑡٢).

𝐹 (𝑈١)
𝜎𝑈١ //
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١٣ شکل
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𝐺 از نقطه یک به 𝜎𝑈 ∘ 𝜌−١
𝑈 مناسب نگاشت یک به وسیلۀ 𝜋−١(𝑥) از [𝑠]𝑥 عضو هر بنابراین

به  𝜋−١(𝑥) از نیاز مورد یکتای نگاشت وسیله بدین و می نامیم 𝜂(𝑥, [𝑠]𝑥) را نقطه این می شود. نگاشته
می کنیم. تعریف را 𝐺

ساقه ،𝑥 ∈ 𝑋 هر به ازای کنیم: خلاصه جامع تعمیم یک در را رویکرد سه هر می توانیم ترتیب این به
است. 𝑥 همسایگی های به پیش بافه تحدید مستقیم حد ریشه ها، بافۀ از 𝑥 روی

اساس بر نیز مشخص سازی این می رسانیم. اتمام به بافه ها مشخصۀ چهارمین با را بخش این
رده یک 𝔉 کنید فرض است. آمده در نمایش به قبلی مثال های در حدی تا و است جهانی خاصیت
گردایۀ 𝐹 (𝑈) اگر باشد. 𝑋 توپولوژیک فضای از باز زیرمجموعه های روی شده تعریف نگاشت های از
𝜌𝑈,𝑉 (𝑓 ) = 𝑓|𝑈 (یعنی باشد تحدید نگاشت 𝜌𝑈,𝑉 و است 𝑈 دامنه شان که باشد 𝑓 ∈ 𝔉 تمام
پیش بافه این اگر است. پیش بافه یک {𝐹 (𝑈), 𝜌𝑈,𝑉 } گردایۀ آن گاه ،(𝑓 ∈ 𝐹 (𝑉 ) و 𝑈 ⊂ 𝑉 هرگاه
ℂ𝑛 باز زیرمجموعه های روی تمامریخت نگاشت های مجموعۀ 𝔉 اگر که (همان طور باشد 𝑆 بافۀ یک
خواهد چنین باشد، 𝑋 پیرافشرده خمینۀ یک باز زیرمجموعه های روی دیفرانسیلی فرم های مجموعۀ یا
هر که به طوری کنیم تعریف 𝔉 نوع از Φ ∶ 𝑆 → ℝ جهانی پیوستۀ نگاشت یک می توانیم آن گاه شد)،
وجود ̂𝑓 ∶ 𝑈 → 𝑆 یکتای نگاشت یک یعنی شود؛ تجزیه 𝑆 بافۀ طریق از یکتا به طور  𝑓 ∈ 𝐹 (𝑈)

. ̂𝑓 = Φ ∘ 𝑓 که به طوری دارد
𝑓 ∶ 𝑈 → ℝ نگاشت هر که خاصیت این با Φ ∶ 𝑆 → ℝ نگاشت و 𝑆 شئ هر کلی، حالت در
𝑓 نگاشت های مشخص کنندۀ خاصیت های به نسبت شود، تجزیه Φ طریق از 𝑆 واسطۀ به یکتا به طور
از می شود. تعیین خاصیت این با یکریختی) حد (تا یکتا به طور (𝑆, Φ) زوج می شود. نامیده جهانی
تمامریخت نگاشت های خانوادۀ یک برای یکتا جهانی شئ یک تمامریخت، نگاشت های بافۀ مثلا این رو

می شود. تلقی
نگاشت ها، پیچیدۀ خاصیت یک بافه ها این رو از است. پیوسته ̂𝑓 ، ̂𝑓 −١(𝑉 (𝑓 , 𝑈)) = 𝑈 چون
انتخاب طوری بافه روی توپولوژی زیرا می دهند؛ انتقال پیوستگی از ساده تر چیزی به را بودن تحلیلی مانند
خاص نگاشت های از یکی با متناظر (𝐹 (𝑈) از عضو یک (یعنی 𝑈 روی پیوسته برش یک که است شده

است. 𝐹 (𝑈) از مشتقپذیر) تحلیلی، مثلا)
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ریاضی اندیشۀ و فرهنگ
٩۵ تا ٨١ صص. (١٣٩۴ زمستان و (پاییز ۵٧ شماره

جریان شبکه در آن کاربردهای و معکوس بهینه سازی
سهام بهینه سازی و

عموکاظمی شیدا و دامنه سلیمانی مجید

چکیده
کاربرد و معکوس مخروطی و خطی برنامه ریزی مسائل معرفی نوشتار، این اصلی هدف
بهینگی، شرایط پایه بر حل، روش یک معکوس، خطی برنامه ریزی مسائل برای است. آن ها
مطالعه مورد را جریان شبکه های در معکوس خطی مسائل کاربردهای سپس و می کنیم مطرح
مجدداً شرایط برخی تحت معکوس مخروطی مسائل می دهیم نشان همچنین می دهیم. قرار
مسائل از مهم کاربرد یک پایانی، قسمت در می شوند. حل و بیان مخروطی مسائل به صورت

است. گرفته قرار بررسی مورد سهام بهینه سازی در معکوس مخروطی

مقدمه .١
توجه مورد ریاضی٢ برنامه ریزی در اخیر دهه های در که است مباحثی جمله از معکوس١ بهینه سازی
مقاله، این هدف دارند. صنعت و مدیریت اقتصاد، در زیادی کاربردهای مسائل این است. گرفته قرار

است. مخروطی و خطی حالت در مسائل این معرفی
این که به طوری است شده داده 𝑥٠ شدنی نقطه می شود فرض معکوس، خطی برنامه ریزی مسائل در
پارامترها جدید مقادیر تحت 𝑥٠ که کنیم تعدیل طوری را هدف تابع ضرایب می خواهیم نیست. بهینه نقطه
اندازه گیری بی نهایت) نرم و ٢ نرم ،١ نرم (مانند مختلفی نرم های توسط می تواند تعدیل این شود. بهینه

. سهام بهینه سازی جریان، شبکه مخروطی، برنامه ریزی خطی، برنامه ریزی معکوس، بهینه سازی کلیدی. کلمات و عبارات
١inverse optimization ٢mathematical programming

ایران) ریاضی (انجمن ١٣٩۴ ©
٨١



٨٢ آن کاربردهای و معکوس سازی ٨٢بهینه آن کاربردهای و معکوس سازی ٨٢بهینه آن کاربردهای و معکوس سازی بهینه
ضرایب در ممکن تغییرات کمترین با بهینه جواب یک به شدنی جواب یک تبدیل مسائل این هدف شود.

است. هزینه
مسائل این می آیند. شمار به محدب بهینه سازی مسائل از دسته ای مخروطی برنامه ریزی مسائل
صورتبندی محدب مخروط یک و آفین مجموعه یک اشتراک روی محدب تابع یک مینیمم  سازی به صورت
یکی به که دارند فراوانی کاربردهای سهام١ سبد بهینه سازی در معکوس مخروطی مسائل .[۴] می شوند

پرداخت. خواهیم آن ها از

معکوس خطی برنامه ریزی .٢
است: زیر به صورت خطی برنامه ریزی مسئله کلی شکل

(٢ . ١) min{𝑐𝑥 ∣ 𝐴𝑥 = 𝑏, 𝑙 ≤ 𝑥 ≤ 𝑢}

سطری بردار است. 𝑚 × ١ بردار یک 𝑏 و 𝑚 × 𝑛 ماتریس یک 𝐴 متغیرها، بردار 𝑥 ∈ 𝑅𝑛 آن در که
پایین و بالا کران های بیانگر و هستند ثابت 𝑙, 𝑢 ∈ 𝑅𝑛 بردارهای می شود. نامیده هزینه بردار ،𝑐
و 𝐴𝑥٠ = 𝑏 یعنی بگیرید، نظر در را 𝑥٠ شدنی جواب یک .𝑙 < 𝑢 به علاوه، هستند. تصمیم متغیرهای
تعریف شود. (٢ . ١) مسئله بهینه جواب 𝑥٠ که کنیم تعدیل طوری را 𝑐 بردار خواهیم می .𝑙 ≤ 𝑥٠ ≤ 𝑢

می کنیم:
(٢ . ٢) 𝐹 (𝑥٠) = { ̃𝑐 ∈ 𝑅𝑛 ∣ min{ ̃𝑐𝑥 ∣ 𝐴𝑥 = 𝑏, 𝑙 ≤ 𝑥٠ ≤ 𝑢} = ̃𝑐𝑥٠}.

می شود: تعریف زیر به صورت (٢ . ١) مسئله با متناظر معکوس بهینه سازی مسئله
(٢ . ٣) min{‖𝑐 − ̃𝑐‖𝑝 ∣ ̃𝑐 ∈ 𝐹 (𝑥٠)},

است. مسئله مناسب نرم یک ‖.‖𝑝 آن  در که
.[٢] می شود نتیجه خطی برنامه ریزی در 𝐾𝐾𝑇 قضیه از زیر لم

اگر است مسئله این بهینه جواب 𝑥٠ است. (٢ . ١) مسئله شدنی نقطه یک 𝑥٠ کنید فرض [١٢] .٢ . ١ لم
𝑗 = ١, … , 𝑛 هر به ازای به طوری که باشد داشته وجود 𝜋 ∈ 𝑅𝑚 اگر تنها و

(۴ . ٢) 𝑙𝑗 < 𝑥٠
𝑗 < 𝑢𝑗 ⇒ 𝜋𝑃𝑗 = 𝑐𝑗 ,

(۵ . ٢) 𝑙𝑗 = 𝑥٠
𝑗 < 𝑢𝑗 ⇒ 𝜋𝑃𝑗 ≤ 𝑐𝑗 ,

١portfolio optimization
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(۶ . ٢) 𝑙𝑗 < 𝑥٠
𝑗 = 𝑢𝑗 ⇒ 𝜋𝑃𝑗 ≥ 𝑐𝑗 ,

است. 𝐴 ماتریس ام −𝑗 ستون  𝑃𝑗 آن در که

می شود: نوشته زیر به صورت (٢ . ٣) معکوس بهینه سازی مسئله فوق، لم به توجه با

min ‖𝑐 − ̃𝑐‖𝑝

𝑠.𝑡. 𝜋𝑃𝑗 = ̃𝑐𝑗 , 𝑗 ∈ 𝐽 ٠,
𝜋𝑃𝑗 ≤ ̃𝑐𝑗 , 𝑗 ∈ 𝐽 −,
𝜋𝑃𝑗 ≥ ̃𝑐𝑗 , 𝑗 ∈ 𝐽 +

.𝐽 + = {𝑗|𝑥٠
𝑗 = 𝑢𝑗} و 𝐽 − = {𝑗|𝑥٠

𝑗 = 𝑙𝑗} ،𝐽 ٠ = {𝑗|𝑙𝑗 < 𝑥٠
𝑗 < 𝑢𝑗} آن در که

به 𝛼𝑗 و 𝜃𝑗 .𝑗 = ١, … , 𝑛 هر به ازای 𝜃𝑗 , 𝛼𝑗 ≥ ٠ اینجا در که ̃𝑐𝑗 = 𝑐𝑗 + 𝜃𝑗 − 𝛼𝑗 می دهیم قرار
این بهینه جواب های در که می شود دیده به سادگی می دهند. نشان را 𝑐𝑗 در کاهش و افزایش میزان ترتیب

.𝜃𝑗𝛼𝑗 = ٠ داریم مدل
است: زیر به صورت معکوس مسئله فوق، توضیحات به توجه با

min ‖𝜃 − 𝛼‖𝑝

𝑠.𝑡. 𝜋𝑃𝑗 − 𝜃𝑗 + 𝛼𝑗 = 𝑐𝑗 , 𝑗 ∈ 𝐽 ٠,
𝜋𝑃𝑗 − 𝜃𝑗 + 𝛼𝑗 ≤ 𝑐𝑗 , 𝑗 ∈ 𝐽 −,
𝜋𝑃𝑗 − 𝜃𝑗 + 𝛼𝑗 ≥ 𝑐𝑗 , 𝑗 ∈ 𝐽 +,
𝜃𝑗 , 𝛼𝑗 ≥ ٠, 𝑗 = ١, … 𝑛.

(٢ . ٧)

با می توان را دوم قید است، ‖𝜃 − 𝛼‖𝑝 مینیمم سازی هدف تابع و 𝜃𝑗 , 𝛼𝑗 ≥ ٠ چون
−𝜋𝑃𝑗 + 𝜃𝑗 ≥ −𝑐𝑗

با می توان را سوم قید مشابه، به طور .−𝜋𝑃𝑗 + 𝜃𝑗 ≥ −𝑐𝑗 + 𝛼𝑗 ≥ −𝑐𝑗 داریم زیرا کرد؛ جایگزین
نامساوی دو به صورت را بالا مسئله اول محدودیت می توان طرفی از کرد. جایگزین 𝜋𝑃𝑗 + 𝛼𝑗 ≥ 𝑐𝑗

کرد: جایگزین زیر قیود با را آن ها و نوشت

𝜋𝑃𝑗 + 𝛼𝑗 ≥ 𝑐𝑗 , −𝜋𝑃𝑗 + 𝜃𝑗 ≥ −𝑐𝑗



٨۴ آن کاربردهای و معکوس سازی ٨۴بهینه آن کاربردهای و معکوس سازی ٨۴بهینه آن کاربردهای و معکوس سازی بهینه
نوشت: زیر به صورت را (٢ . ٧) مسئله می توان بنابراین

min ‖𝜃 − 𝛼‖𝑝

𝑠.𝑡. − 𝜋𝑃𝑗 + 𝜃𝑗 ≥ −𝑐𝑗 , 𝑗 ∈ 𝐽 − ∪ 𝐽 ٠,
𝜋𝑃𝑗 + 𝛼𝑗 ≥ 𝑐𝑗 , 𝑗 ∈ 𝐽 + ∪ 𝐽 ٠,
𝜃𝑗 ≥ ٠, 𝑗 ∈ 𝐽 − ∪ 𝐽 ٠,
𝛼𝑗 ≥ ٠, 𝑗 ∈ 𝐽 + ∪ 𝐽 ٠.

(٢ . ٨)

می پردازیم. جریان شبکه در معکوس بهینه سازی مسائل از کاربرد یک بیان به حال
نظر در هستند 𝐺 گراف یال های و گره ها مجموعه به ترتیب 𝒜 و 𝑉 آن در که را ،𝐺(𝑉 , 𝒜) جهت دار گراف
(𝑏𝑖 < ٠) 𝑏𝑖 > ٠ اگر باشد. صفر یا منفی مثبت، می تواند که داریم را 𝑏𝑖 عدد 𝑖 گره هر با متناظر بگیرید.
(مصرف) تولید گره این در که است جریانی میزان 𝑏𝑖 و می نامیم (مصرف کننده) مولد گره یک را 𝑖 گره باشد،
یال های در جریان تعیین هدف است. 𝑐𝑖𝑗 با برابر (𝑖, 𝑗) یال در جریان واحد یک انتقال هزینه می شود.

شود. برآورده هزینه کمترین با مصرف کنندگان تقاضای میزان به طوری که است، 𝐺 گراف
است: زیر به صورت جریان، شبکه در هزینه مینیمم مسئله کلی شکل

min ∑
(𝑖,𝑗)∈𝒜

𝑐𝑖𝑗𝑥𝑖𝑗

𝑠.𝑡. − ∑
𝑗∈𝑡(𝑖)

𝑥𝑗𝑖 + ∑
𝑗∈𝑓(𝑖)

𝑥𝑖𝑗 = 𝑏𝑖, 𝑖 ∈ 𝑉

𝑙𝑖𝑗 ≤ 𝑥𝑖𝑗 ≤ 𝑢𝑖𝑗 , (𝑖, 𝑗) ∈ 𝒜

(٢ . ٩)

میزان که است 𝑥𝑖𝑗 مسئله این در تصمیم متغیر می دهد. نشان را 𝑗 گره به 𝑖 گره از یال یک (𝑖, 𝑗)
مجموعه 𝑡(𝑖) و آن ها به 𝑖 گره از کمانی که است گره هایی مجموعه 𝑓(𝑖) است. (𝑖, 𝑗) یال در جریان
حداقل و حداکثر نشان دهنده به ترتیب 𝑙𝑖𝑗 و 𝑢𝑖𝑗 می شود. وارد 𝑖 گره به آن ها از کمانی که است گره هایی

یابد. انتقال 𝑗 گره به 𝑖 گره از می تواند که هستند جریانی
می گیریم: نظر در را زیر گراف مثال، برای
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جریان شبکه به مربوط گراف یک .١ شکل

است: زیر صورت به فوق گراف در هزینه مینیمم مسئله

min 𝑥١٢ + ۴𝑥١٣ + ٢𝑥٢۴ − 𝑥٣٢ + ۶𝑥٣۴
𝑠.𝑡. 𝑥١٢ + 𝑥١٣ = ۵,

𝑥٢۴ − 𝑥١٢ − 𝑥٣٢ = ٠,
𝑥٣٢ + 𝑥٣۴ − 𝑥١٣ = ٣,
−𝑥٢۴ − 𝑥٣۴ = −٨,
٠ ≤ 𝑥١٢ ≤ ۶,
٠ ≤ 𝑥١٣ ≤ ٣,
٠ ≤ 𝑥٢۴ ≤ ۴,
١ ≤ 𝑥٣٢ ≤ ٨,
١ ≤ 𝑥٣۴ ≤ ۵.

معکوس مسئله ،(٢ . ٨) مسئله به توجه با می دهیم. نشان 𝜋𝑖 با را ام −𝑖 قید با متناظر دوگان متغیر
است: زیر به صورت 𝑝 = ١ که حالتی در ،(٢ . ٩) مسئله با متناظر

min ∑
(𝑖,𝑗)∈𝐽 −

𝜃𝑖𝑗 + ∑
(𝑖,𝑗)∈𝐽 +

𝛼𝑖𝑗 + ∑
(𝑖,𝑗)∈𝐽 ٠

|𝛽𝑖𝑗|

𝑠.𝑡. − 𝜋𝑗 + 𝜋𝑖 − 𝜃𝑖𝑗 ≤ 𝑐𝑖𝑗 , (𝑖, 𝑗) ∈ 𝐽 −,
−𝜋𝑗 + 𝜋𝑖 + 𝛽𝑖𝑗 = 𝑐𝑖𝑗 , (𝑖, 𝑗) ∈ 𝐽 ٠,
−𝜋𝑗 + 𝜋𝑖 + 𝛼𝑖𝑗 ≥ 𝑐𝑖𝑗 , (𝑖, 𝑗) ∈ 𝐽 +,
𝜃𝑖𝑗 , 𝛼𝑖𝑗 ≥ ٠,

(٢ . ١٠)



٨۶ آن کاربردهای و معکوس سازی ٨۶بهینه آن کاربردهای و معکوس سازی ٨۶بهینه آن کاربردهای و معکوس سازی بهینه
𝐽 − = {(𝑖, 𝑗)|𝑥٠

𝑖𝑗 = و 𝐽 ٠ = {(𝑖, 𝑗)|𝑙𝑖𝑗 < 𝑥٠
𝑖𝑗 < 𝑢𝑖𝑗} ،𝐽 + = {(𝑖, 𝑗)|𝑥٠

𝑖𝑗 = 𝑢𝑖𝑗} آن در که
کمان ها برای تعدیل یافته هزینه ضرایب به ترتیب 𝑐𝑖𝑗 − 𝛽𝑖𝑗 و 𝑐𝑖𝑗 − 𝛼𝑖𝑗 ،𝑐𝑖𝑗 + 𝜃𝑖𝑗 مسئله، این در .𝑙𝑖𝑗}

است. 𝐽 ٠ و 𝐽 + ،𝐽 − در
می دهیم قرار می کنیم. استفاده شاپیرو١ متغیر تغییر از است، آزاد بالا مسئله در 𝛽𝑖𝑗 متغیر چون

می شود: تبدیل زیر صورت به بالا مسئله بنابراین .𝜇𝑖𝑗 , 𝛾𝑖𝑗 ≥ ٠ که ،𝛽𝑖𝑗 = 𝜇𝑖𝑗 − 𝛾𝑖𝑗

min ∑
(𝑖,𝑗)∈𝐽 −

𝜃𝑖𝑗 + ∑
(𝑖,𝑗)∈𝐽 +

𝛼𝑖𝑗 + ∑
(𝑖,𝑗)∈𝐽 ٠

(𝜇𝑖𝑗 + 𝛾𝑖𝑗)

𝑠.𝑡. − 𝜋𝑗 + 𝜋𝑖 − 𝜃𝑖𝑗 ≤ 𝑐𝑖𝑗 , (𝑖, 𝑗) ∈ 𝐽 −,
−𝜋𝑗 + 𝜋𝑖 + 𝜇𝑖𝑗 − 𝛾𝑖𝑗 = 𝑐𝑖𝑗 , (𝑖, 𝑗) ∈ 𝐽 ٠,
−𝜋𝑗 + 𝜋𝑖 + 𝛼𝑖𝑗 ≥ 𝑐𝑖𝑗 , (𝑖, 𝑗) ∈ 𝐽 +,
𝜃𝑖𝑗 , 𝛼𝑖𝑗 , 𝜇𝑖𝑗 , 𝛾𝑖𝑗 ≥ ٠.

(٢ . ١١)

گره هایی مجموعه را 𝐽𝑡(𝑖) و می شود وارد آن ها به 𝑖 از کمانی که 𝐽 در گره هایی مجموعه را 𝐽𝑓(𝑖) اگر
و 𝐽𝑓 (𝑖) = {𝑗 ∣ (𝑖, 𝑗) ∈ 𝐽} یعنی بگیریم، نظر در می شود وارد 𝑖 گره به آن ها از کمانی که 𝐽 در

می شود: نوشته زیر به صورت بالا مسئله دوگان آن گاه ،𝐽𝑡 (𝑖) = {𝑗 ∣ (𝑗, 𝑖) ∈ 𝐽}

min ∑
(𝑖,𝑗)∈𝐽 −

𝑐𝑖𝑗𝑦𝑖𝑗 − ∑
(𝑖,𝑗)∈𝐽 ٠

𝑐𝑖𝑗𝑦𝑖𝑗 − ∑
(𝑖,𝑗)∈𝐽 +

𝑐𝑖𝑗𝑦𝑖𝑗

𝑠.𝑡. ∑
𝑗∈𝐽 −𝑓(𝑖)

𝑦𝑖𝑗 − ∑
𝑗∈𝐽 −𝑡(𝑖)

𝑦𝑗𝑖 − ∑
𝑗∈𝐽 ٠𝑓(𝑖)

𝑦𝑖𝑗 + ∑
𝑗∈𝐽 ٠𝑡(𝑖)

𝑦𝑗𝑖 − ∑
𝑗∈𝐽 +𝑓(𝑖)

𝑦𝑖𝑗

+ ∑
𝑗∈𝐽 +𝑡(𝑖)

𝑦𝑗𝑖 = ٠, 𝑖 ∈ 𝑉

٠ ≤ 𝑦𝑖𝑗 ≤ ١, (𝑖, 𝑗) ∈ 𝐽 − ∪ 𝐽 +,
−١ ≤ 𝑦𝑖𝑗 ≤ ١, (𝑖, 𝑗) ∈ 𝐽 ٠.

مینیمم مسئله یک هستند، صفر ها 𝑏𝑖 همه آن در که جریان شبکه در هزینه مینیمم مسئله یک به
منفی دور حذف الگوریتم مسائل، این حل برای الگوریتم ها معروف ترین از یکی می گوییم. گردشی٢ هزینه
بالا مسئله آن گاه کنیم، استفاده 𝑦𝑖𝑗 جای به −𝑦𝑖𝑗 متغیر تغییر از ،𝐽 − در کمان هر برای اگر .[١] است
مینیمم مسئله یک معکوس که دادیم نشان این جا تا می شود. تبدیل گردشی هزینه می نیمم مسئله یک به
اینکه بر علاوه موضوع این است. گردشی هزینه مینیمم مسئله یک به تبدیل قابل جریان شبکه در هزینه
١Shapiro ٢minimum cost circulation problem



عموکاظمی شیدا و دامنه سلیمانی مجید عموکاظمی٨٧ شیدا و دامنه سلیمانی مجید عموکاظمی٨٧ شیدا و دامنه سلیمانی مجید ٨٧

شبکه در هزینه مینیمم مسئله حل برای موجود نرم افزارهای با می دهد نشان است، جالب نظری دیدگاه از
موضوع این زیر ساده مثال کرد. حل نیز را جریان شبکه در هزینه مینیمم معکوس مسائل می توان جریان،

می سازد. روشن را

می گیریم: نظر در را زیر شدنی نقطه باشد. شده داده قبل مثال جریان شبکه می کنیم فرض .٢ . ٢ مثال

(𝑥١٢ = ٢, 𝑥١٣ = ٣, 𝑥٢۴ = ٣, 𝑥٣٢ = ١, 𝑥٣۴ = ۵) .

.𝐽 + = {(١, ٣) , (٣, ۴)} و 𝐽 ٠ = {(١, ٢) , (٢, ۴)} ،𝐽 − = {(٣, ٢)} داریم
است: زیر به صورت معکوس مسئله (٢ . ١١) طبق

min 𝜃٣٢ + 𝛼١٣ + 𝛼٣۴ + 𝜇١٢ + 𝛾١٢ + 𝜇٢۴ + 𝛾٢۴
𝑠.𝑡. 𝜋٣ − 𝜋٢ − 𝜃٣٢ ≤ −١,

𝜋١ − 𝜋٢ + 𝜇١٢ − 𝛾١٢ = ١,
𝜋٢ − 𝜋۴ + 𝜇٢۴ − 𝛾٢۴ = ٢,
𝜋١ − 𝜋٣ + 𝛼١٣ ≥ ۴,
𝜋٣ − 𝜋۴ + 𝛼٣۴ ≥ ۶,

𝜃٣٢, 𝜇١٢, 𝛾١٢, 𝜇٢۴, 𝛾٢۴, 𝛼١٣, 𝛼٣۴ ≥ ٠.

می نویسیم را آن دوگان ابتدا مسئله، این حل برای

max 𝑦٣٢ + 𝑦١٢ + ٢𝑦٢۴ + ۴𝑦١٣ + ۶𝑦٣۴
𝑠.𝑡. 𝑦١٢ + 𝑦١٣ = ٠,

𝑦٣٢ − 𝑦١٢ + 𝑦٢۴ = ٠,
−𝑦٣٢ − 𝑦١٣ + 𝑦٣۴ = ٠,
−𝑦٢۴ − 𝑦٣۴ = ٠,
٠ ≤ 𝑦١٣, 𝑦٣٢, 𝑦٣۴ ≤ ١,
−١ ≤ 𝑦١٢, 𝑦٢۴ ≤ ١.



٨٨ آن کاربردهای و معکوس سازی ٨٨بهینه آن کاربردهای و معکوس سازی ٨٨بهینه آن کاربردهای و معکوس سازی بهینه
می شود تبدیل زیر به صورت بالا مسئله کنیم، استفاده 𝑦٣٢ جای به −𝑦٣٢ متغیر تغییر از اگر حال

min 𝑦٣٢ − 𝑦١٢ − ٢𝑦٢۴ − ۴𝑦١٣ − ۶𝑦٣۴
𝑠.𝑡. 𝑦١٢ + 𝑦١٣ = ٠,

−𝑦٣٢ − 𝑦١٢ + 𝑦٢۴ = ٠,
𝑦٣٢ − 𝑦١٣ + 𝑦٣۴ = ٠,
−𝑦٢۴ − 𝑦٣۴ = ٠,
٠ ≤ 𝑦١٣, 𝑦٣۴ ≤ ١,
−١ ≤ 𝑦١٢, 𝑦٢۴ ≤ ١,
−١ ≤ 𝑦٣٢ ≤ ٠.

مسئله این با متناظر گراف است. گردشی هزینه مینیمم مسئله یک حاصل مسئله که می کنیم ملاحظه
است زیر صورت به معکوس

معکوس جریان شبکه مسئله به مربوط گراف .٢ شکل
معکوس مخروطی مسائل .٣

بگیرید: نظر در را زیر شکل به بهینه سازی مسئله یک
min 𝑓(𝑥; 𝜃)
𝑠.𝑡. 𝑥 ∈ 𝜑,

(٣ . ١)

مسئله یک که مسئله این هدف است. تصمیم متغیر (بردار) یک 𝑥 و پارامتر (بردار) یک 𝜃 آن در که
نامعلوم پارامتر یک ̂𝜃 که است، ̂𝜃 از تخمینی با متناظر بهینه تصمیم یک محاسبه می شود، نامیده پیشرو١
١forward problem



عموکاظمی شیدا و دامنه سلیمانی مجید عموکاظمی٨٩ شیدا و دامنه سلیمانی مجید عموکاظمی٨٩ شیدا و دامنه سلیمانی مجید ٨٩

یک ،(٣ . ١) با متناظر معکوس بهینه سازی مسئله است. مسئله این شدنی جواب های مجموعه 𝜑 است.
است: زیر صورت به مرحله ای دو مسئله

آن ها به ازای که 𝜃 پارامتر مقادیر مجموعه را Θ(𝑥̂) مجموعه است. داده شده 𝑥̂ مشاهده شده تصمیم یک (𝑖)
می کنیم: حل را زیر بهینه سازی مسئله بود، نا تهی Θ(𝑥̂) اگر (𝑖𝑖) . می کنیم تعریف است، بهینه 𝑥̂

min ‖𝜃 − ̄𝜃‖
𝑠.𝑡. 𝜃 ∈ Θ(𝑥̂),

(٣ . ٢)

است. مناسب نرم یک ‖.‖ و شده) (داده اسمی پارامتر مقدار یک ̄𝜃 آن در که
است: زیر صورت به (٣ . ١) پیشرو مسئله کنید فرض

min 𝑓(𝑥; 𝜃)
𝑠.𝑡. 𝑔(𝑥) ⪰𝒦 ٠,

𝐴𝑥 = 𝑏,

(٣ . ٣)

است. پارامتر یک 𝜃 ∈ Θ همچنین و 𝑏 ∈ 𝑅𝑙 ،𝐴 ∈ 𝑅𝑙×𝑛 است، تصمیم متغیر 𝑥 ∈ 𝑅𝑛 آن در که
تابع ثابت، 𝜃 ∈ Θ برای می کنیم، فرض .𝑥 − 𝑦 ∈ 𝒦 یعنی 𝑥 ⪰𝒦 𝑦 نماد ،𝑦 و 𝑥 بردار دو برای
برخی است. 𝜃 از آفین تابعی ∇𝑥𝑓(𝑥; 𝜃) و (𝑥 به (نسبت مشتق پذیر و محدب 𝑓(𝑥; 𝜃) ∶ 𝑅𝑛 ↦ 𝑅

هستند: زیر صورت  به سازند، برآورده را شرایط این می توانند که 𝑓(𝑥; 𝜃) توابع
𝑓(𝑥; 𝜃) = 𝜃𝑇 𝑥, ∇𝑥𝑓(𝑥; 𝜃) = 𝜃
𝑓(𝑥; 𝜃) = ‖𝐴𝑥 + 𝜃‖٢

٢, ∇𝑥𝑓(𝑥; 𝜃) = ٢(𝐴𝑇 𝐴𝑥 + 𝐴𝑇 𝜃).

ایجاد 𝒦 ⊂ 𝑅𝑚 سره٢ مخروط توسط که است 𝑅𝑚 در (اکید) جزئی١ ترتیب معنی به (≻𝒦 ) ⪰𝒦 نماد
یعنی می شود،

𝑥 ⪰𝒦 𝑦 (𝑥 ≻𝒦 𝑦) ⟺ 𝑥 − 𝑦 ∈ 𝒦 (𝑥 − 𝑦 ∈ 𝑖𝑛𝑡 𝒦)

زیر دسته سه از یکی به متعلق 𝒦𝑗 مخروط های که 𝒦 = 𝒦١ × 𝒦٢ × … × 𝒦𝑘 می کنیم فرض
هستند:

𝒦𝑙 = {𝑥 ∈ 𝑅𝑛 ∶ 𝑥𝑖 ≥ ٠, 𝑖 = ١, … , 𝑛} خطی: مخروط (١)
𝒦𝑠𝑜 = {𝑥 = (𝑥٠; 𝑥̄) ∈ 𝑅𝑛+١ ∶ 𝑥٠ ≥ √𝑥̄𝑇 𝑥̄} دوم: مرتبه مخروط (٢)

𝒦𝑠𝑑 = {𝑥 ∈ 𝑅𝑛٢ ∶ 𝑚𝑎𝑡(𝑥) ⪰ ٠} معین: نیمه مخروط (٣)
١partial order ٢proper cone



٩٠ آن کاربردهای و معکوس سازی ٩٠بهینه آن کاربردهای و معکوس سازی ٩٠بهینه آن کاربردهای و معکوس سازی بهینه
.𝑚𝑎𝑡(𝑥)𝑖𝑗 = 𝑥𝑛(𝑖−١)+𝑗 و 𝑚𝑎𝑡(𝑥) ∈ 𝑅𝑛×𝑛 آن در که

یعنی، بودن مقعر باشد. مقعر ،⪰𝒦 جزئی ترتیب به نسبت و است مشتق پذیر 𝑔 تابع کنید فرض
داریم 𝜆 ∈ [٠, ١] و 𝑥١, 𝑥٢ ∈ 𝑅𝑛 هر برای

𝑔(𝜆𝑥١ + (١ − 𝜆)𝑥٢) ⪰𝒦 𝜆𝑔(𝑥١) + (١ − 𝜆)𝑔(𝑥٢)

وابسته 𝜃 پارامتر به 𝑔 تابع .𝑔(𝑥) = [𝑔١(𝑥), … 𝑔𝑘(𝑥)]𝑇 می دهیم: نمایش صورت این به را 𝑔(𝑥)
تابع یک مینیمم سازی به عبارت دیگر، می نامیم. مخروطی مسائل را (٣ . ٣) شکل به مسائل نیست.

می نامیم. مخروطی برنامه ریزی مسئله یک را مخروط یک با آفین مجموعه یک اشتراک روی محدب
می کنیم. بیان را ١(CQ)قیدی صلاحیت شرط یک حال

:١ فرض
∃ 𝑥٠ ∈ 𝑅𝑛; (𝐴𝑥٠ = 𝑏, 𝑔(𝑥٠) ≻𝒦 ٠)

است. برقرار CQ این می کنیم فرض بعد به اینجا از

(٣ . ٣) مسئله برای 𝑥̂ آن ها ازای به که است 𝜃 پارامتر های همه مجموعه Θ(𝑥̂) کنید فرض [۶] .٣ . ١ لم
یعنی متناظر، معکوس سازی بهینه مسئله آن گاه است. بهینه

min ‖𝜃 − ̄𝜃‖
𝑠.𝑡. 𝜃 ∈ Θ(𝑥̂)

(۴ . ٣)

است. مخروطی برنامه ریزی مسئله یک
می کنیم. بیان را مسائل این از مهم کاربرد یک ادامه در

حال در یا و پیشرفته کشورهای مالی مسائل مهم ترین از یکی سهام خرید مسئله سهام. انتخاب
رشد از جلوگیری و تولید گرفتن رونق باعث مردم، توسط سهام خرید در سرمایه گذاری است. توسعه
ثروت افزایش دارد. بستگی بازده و ریسک عامل دو به سهام صاحبان ثروت می شود. جامعه در نقدینگی
افزایش (٢ سهام، سود دریافت (١ می گیرد: صورت روش دو به سهام، مثبت بازده یعنی سهامداران،
سهام) (برای منفی بازدهی معنی به بازار در سهام قیمت کاهش دیگر، طرف از سهام. (ارزش) قیمت
قبول به مجبور خرید هنگام سهام صاحبان نیست امکان پذیر سهام آینده بازده تعیین که جا آن از است.
سرمایه گذاری جای به که می دهند ترجیح سرمایه گذاران معمولا ریسک، این مدیریت برای هستند. ریسک
١constraint qualification



عموکاظمی شیدا و دامنه سلیمانی مجید عموکاظمی٩١ شیدا و دامنه سلیمانی مجید عموکاظمی٩١ شیدا و دامنه سلیمانی مجید ٩١

چرا باشند، سهام) سبد یا سهام (پرتفوی مختلف سهام از گوناگونی مجموعه صاحب دارایی، قلم یک در
قلم یک بازده و ریسک از آن ها بازده و ریسک ترکیب که کرد تهیه را سهام از مجموعه ای می توان که

باشد. بهتر شرکت) یک سهام مثلا) دارایی
بتوانند تا باشند داشته اطلاع شرکت یک سهام ریسک شاخص و بازده نرخ از باید سرمایه گذاران
انتظار مورد نرخ با بازده واقعی نرخ بودن متفاوت احتمال از بازار ریسک کنند. اقدام خرید به نسبت

می شود. ناشی سرمایه گذار
میانگین با است برابر که است بازده متوسط سهام، انتخاب برای سرمایه گذاران شاخص های از یکی
سال های در اعداد این اگر طرفی از زمانی). دوره یک (در پیشین سال های در شرکت یک سهام بازده
سرمایه گذاری ریسک و است شرکت ناپایداری نشان دهنده این باشند، داشته زیادی تفاوت های مختلف
می نماییم. محاسبه اخیر سال های در سهام بازده های معیار انحراف با را ناپایداری این می شود. موجب را
آن ها بازده بین همبستگی که است این سهام سبد یک اجزای انتخاب در مهم بسیار شاخص های از یکی
کاهش را سرمایه گذار توسط شده انتخاب سهام سبد ریسک بازده ها، بودن غیر همسو این نباشد. زیاد
و سبد سهام همه ارزش کاهش احتمال باشد زیاد انتخابی بازده های بین همبستگی اگر زیرا می دهد،
کوواریانس ماتریس از همبستگی این محاسبه برای دارد. وجود سرمایه گذار شدن ورشکست نتیجه در
انتخاب در شاخص دو شد، گفته بالا در آنچه به توجه با .[١١] ،[٧] ،[۵] به کنید نگاه می کنند؛ استفاده
مورد دو این مختلف. سهام بازده های کوواریانس ماتریس و سهام بازده نرخ هستند: اساسی بسیار سهام

گردند. حداقل و حداکثر ترتیب به باید
صاحب عاید یک سال مدت در می رود انتظار که بازدهی یعنی می دهیم، نمایش را انتظار١ مورد بازده 𝜇 با

است. مثبت معین که می دهیم نشان را کوواریانس٢ ماتریس Σ با شود. سهام
:[٨] داریم را زیر تعاریف باشند، مستقل تصادفی متغیرهای 𝑥١, 𝑥٢, … , 𝑥𝑛 اگر

𝜇𝑖 = ١
𝑛 ∑𝑛

𝑟=١ 𝑥𝑟𝑖

𝜎𝑖𝑖 = ١
𝑛 ∑𝑛

𝑟=١(𝑥𝑟𝑖 − 𝜇𝑖)٢ = 𝜎٢
𝑖 𝑖 = ١, … , 𝑝

𝜎𝑖𝑗 = ١
𝑛 ∑𝑛

𝑟=١(𝑥𝑟𝑖 − 𝜇𝑖)(𝑥𝑟𝑗 − 𝜇𝑗).

کوواریانس ماتریس بالا در داده شده عناصر با ،Σ𝑝×𝑝 ≡ (𝜎𝑖𝑗) ماتریس و میانگین بردار 𝜇 بردار که
است.

١expected return ٢covariance matrix



٩٢ آن کاربردهای و معکوس سازی ٩٢بهینه آن کاربردهای و معکوس سازی ٩٢بهینه آن کاربردهای و معکوس سازی بهینه
به مربوط وزن  𝜙𝑖 کنیم فرض دارد. سرمایه گذار ثروت از را خود ویژه وزن سبد، یک در سهام از یک هر
سهام . تک تک برای انتظار مورد بازده های مجموع با است برابر سهام سبد انتظار مورد بازده باشد. 𝑖 سهم
.𝜇 = 𝜙𝐴𝜇𝐴+𝜙𝐵𝜇𝐵+𝜙𝐶𝜇𝐶 داریم 𝐶 و 𝐵 ،𝐴 شرکت های از متشکل سهام سبد برای مثال، به عنوان

می شود: محاسبه زیر به صورت 𝐶 و 𝐵 ،𝐴 شرکت های از متشکل سهام سبد بازده واریانس

𝜎٢ =
𝐶

∑
𝑖=𝐴

𝐶

∑
𝑗=𝐴

𝜙𝑖𝜙𝑗𝜎𝑖𝑗

داریم بنابراین می دهد. نشان را 𝑗 و 𝑖 سهام بین کوواریانس 𝜎𝑖𝑗 آن در که

𝜎٢ = 𝜙𝑇 Σ𝜙

داریم را زیر هدف تابع دو خلاصه به طور لذا

max 𝜇𝑇 𝜙

min 𝜙𝑇 Σ𝜙

می گیریم نظر در را زیر تابع بالا، تابع دو گرفتن نظر در به جای حال

max 𝜇𝑇 𝜙
√𝜙𝑇 Σ𝜙

داریم را زیر مسئله بنابراین
(۵ . ٣) max

{𝜙∶𝐴𝜙≤𝑏,𝑒𝑇 𝜙=١}

𝜇𝑇 𝜙
√𝜙𝑇 Σ𝜙

ارجحیت های به مربوط قیود نامنفی، محدودیت مانند جانبی محدودیت های 𝐴𝜙 ≤ 𝑏 آن در که
بهینه جواب هستند. یک آن مولفه های همه که است برداری 𝑒 و می کند اعمال را غیره و سرمایه گذار
با را آن که بالا مسئله بهینه مقدار می نامیم. شارپ١ بهینه سهام و می دهیم نشان 𝜙𝑠 با را (۵ . ٣) مسئله

می شود: محاسبه زیر صورت به 𝜓∗ بهینه سهام می شود. نامیده شارپ٢ نسبت می دهیم، نشان 𝑠(𝜇)

𝜓∗ = 𝑊 (𝛽𝑒𝑓 + (١ − 𝛽)𝜇𝑇 𝜙𝑠)
١sharpe optimal portfolio ٢sharpe ratio
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اسکالر هستند. سرمایه گذار ثروت 𝑊 و ریسک بدون سرمایه گذاری امکان با متناظر 𝑒𝑓 آن در که
ماتریس سهام بازارهای در معمولا می شود. مشخص سرمایه گذار مطلوبیت تابع به توجه با 𝛽 ∈ [٠, ١]

̂𝜇 نیست. چنین (𝜇) انتظار مورد بازده بردار درحالی که ، [٩] است پایدار نسبی طور به Σ کوواریانس
𝜓∗ = بنابراین بگیرید. نظر در آن با متناظر شارپ بهینه سهم وزن را ̂𝜙 و 𝜇 از جاری تخمین را
از جدیدی مشاهده مثال برای جدیدی ، اطلاعات کنید فرض حال .𝑊 (𝛽𝑒𝑓 + (١ − 𝛽) ̂𝜇𝑇 ̂𝜙)
صورت به جدید 𝜓̄ اکنون است. (≠ ̂𝜇) ̄𝜇 ،𝜇 جدید تخمین و است دسترس در روزانه، بازده های
تصمیم باید سرمایه گذار حال است. ̄𝜇 برای شارپ بهینه ̄𝜙 که است 𝜓̄ = 𝑊 (𝛽𝑒𝑓 + (١ − 𝛽) ̄𝜇𝑇 ̄𝜙)
هزینه  میان این در خیر؟ یا دهد تغییر 𝜓̄ به رسیدن منظور به را خود سهام ترکیب می خواهد آیا که بگیرد
کاهش را خالص بازده هزینه ها این می گیرد. قرار نظر مد نیز سهام فروش یا خرید هزینه  یعنی معامله
بازده  جدید، 𝜓̄ به عبارت دیگر، شود. زیان به منجر می تواند 𝜓̄ جدید مقدار به رسیدن بنابراین می دهند،
هزینه باید سرمایه گذار کل، بازده کردن ماکزیمم برای بنابراین می خواهد. بالاتری ریسک با شده١ تعدیل

کند. تنظیم بالاتر انتظار مورد بازده با را معامله
𝜇 برای اطمینان −𝛼 بازه یک 𝐶𝛼 = {𝜇 ∈ 𝑅𝑛 ∶ (𝜇 − ̄𝜇)𝑇 Σ−١(𝜇 − ̄𝜇) ≤ 𝑐٢

𝛼} کنید فرض
ماتریسی نرم با ‖𝜇 − ̄𝜇‖٢ همان (𝜇 − ̄𝜇)𝑇 Σ−١(𝜇 − ̄𝜇) ،𝐶𝛼 تعریف در کنید دقت دهد. نشان را
تشخیص قابل 𝜇ها، ∈ 𝐶𝛼 همه معمولا .𝐶𝛼 = {𝜇 ∶ ‖𝜇 − ̄𝜇‖Σ−١ ≤ 𝑐𝛼} یعنی است. ‖𝑥‖Σ−١

کنترل را بازده و هزینه ها بین توازن که معکوس بهینه سازی پایه بر استراتژی یک لذا نیستند، محاسبه یا
است: زیر صورت به می کند،

min √(𝜇 − ̄𝜇)𝑇 Σ−١(𝜇 − ̄𝜇)
𝑠.𝑡. 𝜇 ∈ Θ( ̂𝜙) = {𝑠(𝜇) ≥ ٠ و است (۵ . ٣) برای بهینه جواب ̂𝜙}

(۶ . ٣)

در تنها داد. نباید تغییر را سهام سبد بود، 𝑐𝛼 مساوی یا کوچکتر (۶ . ٣) بهینه مقدار اگر که شرط این با
جزئیات برای را [۶] (مرجع باشد (۶ . ٣) بهینه مقدار از کوچکتر 𝑐𝛼 که بده تغییر را سهام سبد صورتی

ببینید). بیشتر
است. (٣ . ٣) صورت به بهینه سازی مسئله یک به (۵ . ٣) مسئله تبدیل ،(۶ . ٣) مسئله حل برای اول گام

می شود. تجزیه Σ = 𝐿𝑇 𝐿 به صورت است، مثبت معین Σ چون
١risk-adjusted



٩۴ آن کاربردهای و معکوس سازی ٩۴بهینه آن کاربردهای و معکوس سازی ٩۴بهینه آن کاربردهای و معکوس سازی بهینه
با است معادل (۵ . ٣) مسئله آن گاه .𝑠(𝜇) ≥ ٠ شارپ نرخ کنید فرض [۶] .٣ . ٢ قضیه

max 𝜇𝑇 𝑥
𝑠.𝑡. 𝑒𝑇 𝑥 − 𝜉 = ٠,

−𝐴𝑥 + 𝑏𝜉 ≥ ٠,
𝜉 ≥ ٠,

[١; 𝐿𝑥] ⪰𝒦 ٠,

(٣ . ٧)

است. 𝒦 = 𝒦𝑠𝑜 ⊂ 𝑅𝑛+١ و Σ = 𝐿𝑇 𝐿 همگن ساز١، متغیر یک 𝜉 آن در که

بهینه سازی مسئله یک صورت به را آن بتوان باید نمود استفاده (۶ . ٣) مسئله از بتوان که این برای
. می پردازد موضوع این به زیر قضیه نوشت.

𝜇 جدید تخمین را ̄𝜇 .𝑒𝑇 𝜙٠ = ١ و 𝐴𝜙٠ < 𝑏 به طوری که دارد وجود 𝜙٠ کنید فرض [۶] .٣ . ٣ قضیه
آن گاه .(𝑥̂, ̂𝜉) = ( ̂𝜙, ١)

√ ̂𝜙𝑇 Σ ̂𝜙
دهید قرار بگیرید. نظر در (۵ . ٣) برای دلخواه شدنی جواب یک را ̂𝜙 و

است معادل زیر مسئله با (۶ . ٣) مسئله

min ((𝐴𝑇
𝐼 − 𝑒𝑏𝑇

𝐼 )𝑢𝐼 + 𝑣٠Σ𝑥̂ − ̄𝜇)𝑇 Σ−١ ((𝐴𝑇
𝐼 − 𝑒𝑏𝑇

𝐼 )𝑢𝐼 + 𝑣٠Σ𝑥̂ − ̄𝜇)
𝑠.𝑡. 𝑢𝐼 ≥ ٠,

𝑣٠ ≥ ٠,

(٣ . ٨)

𝑏 زیربردار و 𝐴 ماتریس زیر ترتیب به 𝑏𝐼 و 𝐴𝐼 و 𝑢𝐼 ∈ 𝑅|𝐼| ،𝐼 = {𝑖 ∶ 𝑎𝑇
𝑖 𝑥̂ = 𝑏𝑖 ̂𝜉} آن در که

هستند. 𝐼 به متعلق سطر های با متناظر

مخروطی بهینه سازی تکنیک های کمک به و است مخروطی بهینه سازی مسئله یک (٣ . ٧) مسئله
را مسئله این حل (۶ . ٣) مسئله محدودیت های ببینید). را [١٠] مرجع مثال، عنوان (به است حل قابل
تکنیک های با که است دوم درجه بهینه سازی مسئله یک (٣ . ٨) مسئله آن، به جای ولی می سازد، مشکل

است. حل قابل متعددی
١homogenizing variable
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ریاضی اندیشۀ و فرهنگ
١٠۶ تا ٩٧ صص. (١٣٩۴ زمستان و (پاییز ۵٧ شماره

حدی نقاط مثابۀ به  اندازه پذیر مجموعه های
لولین مک اف. پی. و تاناکا جی .

کاظمی رسول برگردان:

مقدمه .١
آشنا کاراتئودوری توسیع قضیۀ با ارشد، کارشناسی دورۀ در حقیقی آنالیز درس دانشجویانِ
اندازۀ یک و جبر ــ 𝜎 یک به را جبر یک می توان چگونه که می دهد نشان قضیه این می شوند.
رویکرد داد. گسترش جبر،  ــ 𝜎 آن روی شماراجمعی اندازه ای به را جبر آن روی متناهی جمعی
متناهی جمعی اندازۀ به وابسته بیرونی اندازۀ تعریف از است عبارت قضیه، این بیان در متداول
این در اندازه پذیر. مجموعه های تعریف برای بیرونی اندازۀ بودنِ جمعی از استفاده سپس و اولیه
اندازه پذیر مجموعه های آن، در که می کنیم ارائه کاراتئودوری توسیع قضیۀ به دیگری رویکرد مقاله،
طبیعی به طور اندازه پذیر مجموعه های جبر  ــ 𝜎 که می دهیم نشان می آید. به دست حدی نقاط به عنوان
به را رهیافت این می آید. به وجود اولیه، جبر در کوشی دنباله های حدی نقاط تمام مجموعۀ به عنوان

بدانند. غیرشهودی را اندازه پذیری مرسوم تعریف است ممکن که می کنیم پیشنهاد دانشجویانی
آنالیز کتاب های بارز نمونه که ،[۶] در آن چنان که کاراتئودوری توسیع قضیۀ بر مختصر مروری با
جبر یک 𝑋 مجموعۀ زیرمجموعه های از ناتهی گردایه ای می کنیم. شروع می شود ارائه است، حقیقی
اگر دارد نام جبر  ــ 𝜎 یک و باشد بسته مکمل گیری و اجتماع عمل های تحت اگر می شود نامیده
مجموعۀ ℝ+ و جبر یک Ω گیریم باشد. بسته مکمل گیری، و شمارا اجتماع عمل های به نسبت
نامیده متناهی جمعی اندازۀ یک 𝜇 ∶ Ω ⟶ ℝ+ تابع باشد. +∞ با همراه نامنفی حقیقی اعداد
A realization of measurable sets as limit points, J. Tanaka, P. F. McLoughlin, Amer. Math.

Monthly 117 (2010) 261-266.

ایران) ریاضی (انجمن ١٣٩۴ © ٩٧



٩٨ حدی نقاط مثابۀ به  اندازه پذیر ٩٨مجموعه های حدی نقاط مثابۀ به  اندازه پذیر ٩٨مجموعه های حدی نقاط مثابۀ به  اندازه پذیر مجموعه های

مجزا دوبه دو مجموعه های از 𝐸١, 𝐸٢. … 𝐸𝑛 متناهی تعداد هر برای و 𝜇(∅) = ٠ اگر می شود
𝜇 ∶ Ω ⟶ ℝ+ تابع باشد، جبر  ــ 𝜎 یک Ω اگر .𝜇(⋃𝑛

𝑖=١ 𝐸𝑖) = ∑𝑛
𝑖=١ 𝜇(𝐸𝑖) باشیم داشته

هر برای و 𝜇(∅) = 0 اگر می شود نامیده اندازه) یک ساده، به طور (یا شماراجمعی اندازۀ یک
جفت .𝜇(⋃∞

𝑖=١ 𝐸𝑖) = ∑∞
𝑖=١ 𝜇(𝐸𝑖) باشیم داشته مجزا دوبه دو مجموعه های از {𝐸𝑖} دنبالۀ

می شود. نامیده اندازه فضای یک است، شده تشکیل 𝜇 اندازۀ یک و Ω جبر  ــ 𝜎 یک از که (Ω, 𝜇)
{𝐸𝑖} اگر که می کنیم فرض به علاوه باشد. Ω جبر روی متناهی جمعی اندازۀ یک 𝜇 گیریم
𝜇(⋃∞

𝑖=١ 𝐸𝑖) = آن گاه ،⋃∞
𝑖=١ 𝐸𝑖 ∈ Ω و باشد Ω در مجزا دوبه دو مجموعه های از دنباله ای

اندازۀ یک به 𝜇 برای توسیعی هیچ نباشد، برقرار شرط این اگر که است (روشن .∑∞
𝑖=١ 𝜇(𝐸𝑖)

می شود: تشکیل زیر تعریف دو از کاراتئودوری توسیع نیست.) موجود جبر  ــ 𝜎 یک روی شماراجمعی

دستور با 𝜇∗ ∶ 𝒫(𝑋) ⟶ ℝ+ گیریم .١ . ١ تعریف

𝜇∗(𝐸) = inf{∑
𝑖

𝜇(𝐴𝑖) |𝐸 ⊆ ⋃
𝑖

𝐴𝑖, 𝐴𝑖 ∈ Ω, 𝑖 = ١, ٢, …}

می شود. نامیده 𝜇 توسط القایی بیرونی اندازۀ 𝜇∗ آن وقت باشد. شده تعریف

𝐴 ∈ 𝒫(𝑋) هر برای اگر می شود خوانده اندازه پذیر 𝜇∗ به نسبت 𝑋 از 𝐸 زیرمجموعۀ .١ . ٢ تعریف
.𝜇∗(𝐴) = 𝜇∗(𝐴 ∩ 𝐸) + 𝜇∗(𝐴 ∩ 𝐸𝑐) باشیم داشته

که می کند بیان کاراتئودوری توسیع قضیۀ نیست. 𝒫(𝑋) روی اندازه یک 𝜇∗ کلی، حالت در
شماراجمعی اندازۀ یک نیز 𝜇∗ و است جبر  ــ 𝜎 یک اندازه پذیر، مجموعه های از مرکب 𝑀 خانوادۀ

است. 𝑀 روی
مثال، (برای است آمار در هم و اندازه نظریۀ در هم توانمند ابزاری کاراتئودوری توسیع قضیۀ
شده بحث مقاله چندین در کاراتئودوری توسیع به مربوط بولی جبر ساختار ببینید.) را [١] و [۴]
گرفته قرار بحث مورد [٧] در فازی مجموعه های روی کاراتئودوری توسیع قضیۀ .([٢] و [۵]) است
حدی نقاط که می گیریم نظر در کاراتئودوری توسیع روی متریکی ساختار یک مقاله، این در است.
کامل فضای روی مشبکه یک ساخت چگونگی مورد در ،[٨] دیگر مقاله ای در است. ویژه توجه مورد
کاراتئودوری، توسیع کرده ایم. بحث کاراتئودوری اش، توسیع به آن از یکریختی یک و جبر یک شدۀ

باشند. آینده پژوهش های برای خوبی موضوع می توانند که دارد مختلفی غنی ساختارهای
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اصلی نتایج و پیشنیازها .٢
برای به کارگیری قابل می کنیم، بیان مقاله این در که کاراتئودوری توسیع به توپولوژیکی رهیافت
مجموعه های از {𝑋𝑛} دنبالۀ هرگاه می نامیم متناهی  ــ 𝜎 را 𝜇 اندازۀ است. متناهی  ــ 𝜎 اندازۀ هر
نامیده متناهی 𝜇 اندازۀ .𝜇(𝑋𝑛) < ∞ و 𝑋 = ⋃∞

𝑛=١ 𝑋𝑛 که به گونه ای باشد موجود اندازه پذیر
حالت زیرا کنیم، اثبات متناهی اندازه های برای را قضیه است کافی .𝜇(𝑋) < ∞ اگر می شود
به دست کاراتئودوری توسیع قضیۀ مرسوم اثبات همانند متناهی حالت از می توان را متناهی  ــ 𝜎

آورد.
از دنباله ای {𝐸𝑖} اگر که می کنیم فرض و باشد Ω جبر روی متناهی اندازۀ یک 𝜇 گیریم
.𝜇(⋃∞

𝑖=١ 𝐸𝑖) = ∑∞
𝑖=١ 𝜇(𝐸𝑖) آن گاه ،⋃∞

𝑖=١ 𝐸𝑖 ∈ Ω و باشد Ω در مجزا دوبه دو مجموعه های
کتاب های در که را بیرونی اندازۀ مشهور ویژگی های از برخی باشد. 𝜇 از القایی بیرونی اندازۀ 𝜇∗ گیریم

کرده ایم: گردآوری اینجا در یافت می توان ([۶] مثلا) حقیقی آنالیز
𝜇∗(𝐴)؛ ⩽ 𝜇∗(𝐵) آن گاه ،𝐴 ⊆ 𝐵 اگر 𝐴, 𝐵 ∈ 𝒫(𝑋) هر برای است: یکنوا 𝜇∗ •

⋃)∗𝜇؛ 𝐴𝑖) ⩽ ∑ 𝜇∗(𝐴𝑖) ،𝒫(𝑋) در {𝐴𝑖} دنبالۀ هر برای است: زیرجمعی شمارا 𝜇∗ •
ببینید)؛ را ٢٩٢ صفحۀ [۶]) 𝜇∗|Ω = 𝜇 •

شده تعریف 𝑑(𝐴, 𝐵) = 𝜇∗(𝐴 △ 𝐵) دستور با 𝑑 ∶ 𝒫(𝑋) × 𝒫(𝑋) ⟶ ℝ+ کنید فرض •
است، شبه متریک یک 𝑑 صورت این در می دهد. نمایش را 𝐵 و 𝐴 متقارن تفاضل 𝐴△𝐵 که است
𝐴, 𝐵 ∈ 𝒫(𝑋) مجموعه های است ممکن که این جز به می کند صدق متر یک تعریف در 𝑑 یعنی
هرگاه 𝐴 ∼ 𝐵 کنیم تعریف اگر .𝑑(𝐴, 𝐵) = ٠ و 𝐴 ≠ 𝐵 که گونه ای به باشند موجود
روی متریک یک 𝑑 و است 𝒫(𝑋) روی هم ارزی رابطۀ یک ∼ آن وقت ،𝑑(𝐴, 𝐵) = ٠

می کند. القا 𝒫(𝑋)⧸ ∼

حال .𝑚, 𝑛 → ∞ وقتی 𝑑(𝐵𝑛, 𝐵𝑚) → ٠ اگر نامیم کوشی  ــ 𝜇 را Ω در {𝐵𝑛} دنبالۀ
خانوادۀ 𝐒̃ دیگر، عبارت به می کنیم. تعریف کوشی  ــ 𝜇 دنباله های حدی نقاط تمام گردایۀ را 𝐒̃
که دارد وجود {𝐵𝑛} کوشی  ــ 𝜇 دنبالۀ که ویژگی این با است 𝑆 ∈ 𝒫(𝑋) مجموعه های
تعریف در اندازه پذیر مجموعه های گردایۀ جایگزین 𝐒̃ خانوادۀ این .lim 𝜇∗(𝐵𝑛 △ 𝑆) = ٠
lim 𝜇(𝐵𝑛) با برابر را ̃𝜇(𝑆) ،𝑆 ∈ 𝐒̃ برای شد. خواهد کاراتئودوری توسیع قضیۀ به مربوط ١ . ٢

است. 𝑆 به همگرا کوشی  ــ 𝜇 دنبالۀ یک {𝐵𝑛} که می کنیم تعریف



١٠٠ حدی نقاط مثابۀ به  اندازه پذیر ١٠٠مجموعه های حدی نقاط مثابۀ به  اندازه پذیر ١٠٠مجموعه های حدی نقاط مثابۀ به  اندازه پذیر مجموعه های

نظیر جملات اجتماع از جملاتش که دنباله ای که کرد توجه باید کلیدی نکتۀ این به اینجا در
مکمل جملاتش که دنباله ای و است کوشی دنبالۀ یک خود شود، حاصل کوشی دنبالۀ دو نظیر به
یک 𝐒̃ که می شود نتیجه موضوع این از است. کوشی دنبالۀ یک است، کوشی دنبالۀ یک جمله های
⋃∞

𝑖=١ 𝑆𝑖 به که کوشی  ــ 𝜇 دنبالۀ یک ساختن با باشد 𝐒̃ در دنباله یک {𝑆𝑖} اگر به علاوه است. جبر
همان (𝐒̃, ̃𝜇) که داد خواهیم نشان همچنین است. جبر  ــ 𝜎 یک 𝐒̃ که می دهیم نشان همگراست،
مجموعه های ترتیب، این به می آید. به دست کاراتئودوری توسیع قضیۀ در که است اندازه ای فضای

می نگریم. حدی نقاط به چشم را کاراتئودوری توسیع قضیۀ در اندازه پذیر

اصلی قضایای اثبات .٣
شد. خواهد استفاده مقاله این ادامۀ در بار چندین زیر لم

.𝑑(𝐴 ∪ 𝐵, 𝐶 ∪ 𝐷) ⩽ 𝑑(𝐴, 𝐶) + 𝑑(𝐵, 𝐷) ،𝐴, 𝐵, 𝐶, 𝐷 ∈ 𝒫(𝑋) هر برای .٣ . ١ لم
و یکنوایی از حکم ،(𝐴 ∪ 𝐵) △ (𝐶 ∪ 𝐷) ⊆ (𝐴 △ 𝐶) ∪ (𝐵 △ 𝐷) چون اثبات.
□ می شود. نتیجه 𝜇∗ بودنِ زیرجمعی

لازم اند. ̃𝜇 خوش تعریفی اثبات برای زیر لم دو
اعداد از کوشی دنبالۀ یک {𝜇(𝐵𝑛)} آن گاه باشد، کوشی  ــ 𝜇 دنبالۀ یک {𝐵𝑛} اگر .٣ . ٢ لم

است. حقیقی
داریم ،𝑑 برای مثلثی نامساوی از استفاده با اثبات.

|𝜇(𝐵𝑚) − 𝜇(𝐵𝑛)| = |𝑑(𝐵𝑚, ∅) − 𝑑(𝐵𝑛, ∅)| ⩽ 𝑑(𝐵𝑚, 𝐵𝑛).

□ است. ℝ در کوشی دنبالۀ یک {𝜇(𝐵𝑛)} پس ،𝑑(𝐵𝑚, 𝐵𝑛) ⟶ ٠ چون
آن گاه همگرایند، 𝑆 ∈ 𝐒̃ به که باشند کوشی  ــ 𝜇 دنباله های {𝐵𝑛} و {𝐴𝑛} اگر .٣ . ٣ لم

.lim 𝜇(𝐴𝑛) = lim 𝜇(𝐵𝑛) و موجودند lim 𝜇(𝐵𝑛) و lim 𝜇(𝐴𝑛)

استفاده حقیقت این از اثبات باقیماندۀ برای می شود. نتیجه ٣ . ٢ لم از حدود وجود اثبات.
که می کنیم

|𝜇(𝐴𝑛) − 𝜇(𝐵𝑛)| ⩽ 𝑑(𝐴𝑛, 𝐵𝑛) ⩽ 𝑑(𝐴𝑛, 𝑆) + 𝑑(𝑆, 𝐵𝑛) ⟶ ٠.
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به نسبت کوشی  ــ 𝜇 دنباله های که است این مهم نکتۀ یک شد، بیان ٢ بخش در که همان طور
دقیق تر: به طور هستند. بسته جملاتشان مکمل گیری و اجتماع

{𝐴𝑛 ∪ 𝐵𝑛} آن وقت باشند. کوشی  ــ 𝜇 دنباله های {𝐶𝑛} و {𝐵𝑛} ،{𝐴𝑛} گیریم .۴ . ٣ لم
هستند. کوشی  ــ 𝜇 دنباله های نیز {(𝐶𝑛)𝑐} و

(𝐶𝑛)𝑐△(𝐶𝑚)𝑐 = که حقیقت این از دومی است. آشکار ٣ . ١ لم از نخست ادعای اثبات.
□ می آید. به دست 𝐶𝑛 △ 𝐶𝑚

یک کوشی  ــ 𝜇 دنباله های حدی نقاط از 𝐒̃ گردایۀ که می دهیم نشان قبل، لم از استفاده با حال
است. جبر

است. جبر یک 𝐒̃ .۵ . ٣ لم

و 𝑆 با متناظر به ترتیب {𝐵𝑛} و {𝐴𝑛} کوشی  ــ 𝜇 دنباله های .𝑆, 𝐻 ∈ 𝐒̃ گیریم اثبات.
،٣ . ١ لم بنابر موجودند. 𝐻

𝑑(𝑆 ∪ 𝐻, 𝐴𝑛 ∪ 𝐵𝑛) ⩽ 𝑑(𝑆, 𝐴𝑛) + 𝑑(𝐻, 𝐵𝑛).

نتیجه طرف، دو از حدگیری با بنابراین است، کشی  ــ 𝜇 دنبالۀ یک {𝐴𝑛 ∪ 𝐵𝑛} ،۴ . ٣ لم طبق
متناظر کوشی  ــ 𝜇 دنبالۀ یک {𝐴𝑛 ∪ 𝐵𝑛} داده ایم نشان که کنید توجه .𝑆 ∪ 𝐻 ∈ 𝐒̃ می گیریم
□ است. جبر یک 𝐒̃ بنابراین و 𝑆𝑐 ∈ 𝐒̃ مشابه به طور است. 𝑆 ∪ 𝐻 با
{𝐵𝑛} که می کنیم تعریف lim 𝜇(𝐵𝑛) با برابر را ̃𝜇(𝑆) ،٢ بخش همانند .𝑆 ∈ 𝐒̃ گیریم
𝐒̃ روی اندازه یک تعریف برای را زیرخود لم با همگراست. 𝑆 به که است کوشی  ــ 𝜇 دنبالۀ یک

می کنیم. آماده

.𝜇∗|𝐒 = ̃𝜇 و است خوش تعریف تابعی ̃𝜇 .۶ . ٣ لم

یک {𝐵𝑛} اگر است. خوش تعریف ̃𝜇(𝑆) که می دهد نشان ٣ . ٣ لم .𝑆 ∈ 𝐒̃ گیریم اثبات.
آن گاه باشد، 𝑆 به همگرا کوشی  ــ 𝜇 دنبالۀ

|𝜇∗(𝑆) − 𝜇(𝐵𝑛)| = |𝑑(𝑆, ∅) − 𝑑(𝐵𝑛, ∅)| ⩽ 𝑑(𝑆, 𝐵𝑛) ⟶ ٠.

□ .𝜇∗|𝐒 = ̃𝜇 این رو از و ̃𝜇(𝑆) = lim 𝜇(𝐵𝑛) = 𝜇∗(𝑆) بنابراین



١٠٢ حدی نقاط مثابۀ به  اندازه پذیر ١٠٢مجموعه های حدی نقاط مثابۀ به  اندازه پذیر ١٠٢مجموعه های حدی نقاط مثابۀ به  اندازه پذیر مجموعه های

لم ها، این بیان از قبل است. اندازه فضای یک (𝐒̃, ̃𝜇) که داد خواهند نشان ٣ . ٩ و ٣ . ٨ لم های
دقیق تر: به طور است. متناهی جمعی اندازۀ یک ̃𝜇 که می دهیم نشان

. ̃𝜇(𝑆 ∪ 𝐻) = ̃𝜇(𝑆) + ̃𝜇(𝐻) آن گاه باشند، هم از جدا 𝑆, 𝐻 ∈ 𝐒̃ اگر .٣ . ٧ لم
به ترتیب {𝐵𝑛} و {𝐴𝑛} کوشی  ــ 𝜇 دنباله های باشند. هم از جدا 𝑆, 𝐻 ∈ 𝐒̃ گیریم اثبات.
کوشی  ــ 𝜇 دنبالۀ یک {𝐴𝑛 ∪𝐵𝑛} دیدیم، ۵ . ٣ لم اثبات در چنان که دارند. وجود 𝐻 و 𝑆 با متناظر
𝜇(𝐴𝑛 ∪𝐵𝑛) = 𝜇(𝐴𝑛)+𝜇(𝐵𝑛)− است، متناهی جمعی 𝜇 چون است. 𝑆 ∪𝐻 با متناظر
𝐴𝑛∩𝐵𝑛 ⊆ (𝐴𝑛△𝑆)∪(𝐵𝑛△𝐻) هستند، هم از جدا 𝐻 و 𝑆 حال چون .𝜇(𝐴𝑛∩𝐵𝑛)

لذا و
𝜇(𝐴𝑛, 𝐵𝑛) ⩽ 𝜇∗[(𝐴𝑛 △ 𝑆) ∪ (𝐵𝑛 △ 𝐻)]

⩽ 𝜇∗(𝐴𝑛 △ 𝑆) + 𝜇∗(𝐵𝑛 △ 𝐻)

= 𝑑(𝐴𝑛, 𝑆) + 𝑑(𝐵𝑛, 𝐻) ⟶ ٠.

می دهد نتیجه این،
̃𝜇(𝑆 ∪ 𝐻) = lim 𝜇(𝐴𝑛 ∪ 𝐵𝑛)

= lim 𝜇(𝐴𝑛) + lim 𝜇(𝐵𝑛) − lim 𝜇(𝐴𝑛 ∩ 𝐵𝑛)

= ̃𝜇(𝑆) + ̃𝜇(𝐻).

□

است. جبر  ــ 𝜎 یک 𝐒̃ .٣ . ٨ لم
لم های از استفاده با باشد. 𝐒̃ در مجزا دوبه دو مجموعه های از دنباله یک {𝑆𝑖} گیریم اثبات.

داریم 𝑛 مثبت صحیح عدد هر به ازای ،٣ . ٧ و ۶ . ٣
𝑛

∑
𝑖=١

𝜇∗(𝑆𝑖) =
𝑛

∑
𝑖=١

̃𝜇(𝑆𝑖) = ̃𝜇(
𝑛
⋃
𝑖=١

𝑆𝑖) = 𝜇∗(
𝑛
⋃
𝑖=١

𝑆𝑖) ⩽ 𝜇(𝑋) < ∞,

،𝜇∗ بودنِ زیرجمعی بنابر پس همگراست. ∑∞
𝑖=١ 𝜇∗(𝑆𝑖) سری بنابراین و

(٣ . ١) 𝑑(
𝑛
⋃
𝑖=١

𝑆𝑖,
∞
⋃
𝑖=١

𝑆𝑖) = 𝜇∗(
∞
⋃

𝑖=𝑛+١
𝑆𝑖) ⩽

∞
∑

𝑖=𝑛+١
𝜇∗(𝑆𝑖) ⟶ ٠
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□ .𝑛 ⟶ ٠ وقتی

باشد. همگرا ⋃∞
𝑖=١ 𝑆𝑖 به 𝑑 شبه متریک به نسبت که می سازیم کوشی  ــ 𝜇 دنبالۀ یک اکنون

با پس باشد. 𝑆𝑖 به همگرا کوشی  ــ 𝜇 دنبالۀ یک {𝐵𝑖
𝑛} گیریم 𝑖 مثبت صحیح عدد هر به ازای

داریم: را زیر همگرای دنباله های ،۵ . ٣ لم اثبات از استفاده

𝐵١١ 𝐵١٢ ⋯ ⟶ 𝑆١

𝐵١١ ∪ 𝐵٢١ 𝐵١٢ ∪ 𝐵٢٢ ⋯ ⟶ 𝑆١ ∪ 𝑆٢

⋮ ⋮ ⋮ ⋮

∪𝑚
𝑖=١𝐵𝑖١ ∪𝑚

𝑖=١ 𝐵𝑖٢ ⋯ ⟶ ∪𝑚
𝑖=١𝑆𝑖

⋮ ⋮ ⋮ ⋮

که است موجود چنان 𝑁𝐿 صحیح عدد می دهد نتیجه (٣ . ١) رابطۀ ،𝐿 مثبت صحیح عدد هر برای

𝑑(
𝑁𝐿

⋃
𝑖=١

𝑆𝑖,
∞
⋃
𝑖=١

𝑆𝑖) < ١
٢𝐿.

که به طوری می شود یافت 𝐾𝐿 صحیح عدد ،𝑁𝐿 هر برای این، علاوه بر

𝑑(
𝑁𝐿

⋃
𝑖=1

𝐵𝑖
𝐾𝐿

,
𝑁𝐿

⋃
𝑖=1

𝑆𝑖) < 1
2𝐿.

بنابراین
𝑑( ⋃𝑁𝐿

𝑖=١ 𝐵𝑖
𝐾𝐿

, ⋃∞
𝑖=١ 𝑆𝑖) ⩽ 𝑑( ⋃𝑁𝐿

𝑖=١ 𝐵𝑖
𝐾𝐿

, ⋃𝑁𝐿
𝑖=١ 𝑆𝑖)+𝑑( ⋃𝑁𝐿

𝑖=١ 𝑆𝑖, ⋃∞
𝑖=١ 𝑆𝑖)

⩽ ١
٢𝐿 + ١

٢𝐿 = ١
𝐿.

به که است کوشی  ــ 𝜇 دنبالۀ یک {𝑌𝐿} صورت این در .𝑌𝐿 = ⋃𝑁𝐿
𝑖=١ 𝐵𝑖

𝐾𝐿
می دهیم قرار

است. جبر  ــ 𝜎 یک 𝐒̃ لذا و ⋃∞
𝑖=١ 𝑆𝑖 ∈ 𝐒̃ پس همگراست. ⋃∞

𝑖=١ 𝑆𝑖

است. 𝐒̃ روی جمعی شمارا اندازۀ یک ̃𝜇 .٣ . ٩ لم



١٠۴ حدی نقاط مثابۀ به  اندازه پذیر ١٠۴مجموعه های حدی نقاط مثابۀ به  اندازه پذیر ١٠۴مجموعه های حدی نقاط مثابۀ به  اندازه پذیر مجموعه های

که است موجود 𝑀 طبیعی عدد 𝜀 > ٠ هر برای ،٣ . ٨ لم اثبات نمادهای همان با اثبات.
𝑛 ⩾ 𝑀 هر به ازای

̃𝜇(
∞
⋃

𝑖=𝑛+١
𝑆𝑖) = 𝜇∗(

∞
⋃

𝑖=𝑛+١
𝑆𝑖) ⩽

∞
∑

𝑖=𝑛+١
𝜇∗(𝑆𝑖) < 𝜀.

𝑛 ∈ ℕ هر برای ٣ . ٨ و ٣ . ٧ لم های از استفاده با این، بر علاوه

̃𝜇(
∞
⋃
𝑖=١

𝑆𝑖) = ̃𝜇(
𝑛
⋃
𝑖=١

𝑆𝑖) + ̃𝜇(
∞
⋃

𝑖=𝑛+١
𝑆𝑖) =

𝑛
∑
𝑖=١

̃𝜇(𝑆𝑖) + ̃𝜇(
∞
⋃

𝑖=𝑛+١
𝑆𝑖).

است. 𝑆 روی شماراجمعی اندازۀ یک ̃𝜇 می دهد نشان که ̃𝜇(⋃∞
𝑖=١ 𝑆𝑖) = ∑∞

𝑖=١ ̃𝜇(𝑆𝑖) پس
□

جبر  ــ 𝜎 یک به Ω جبر از توسیع یک 𝐒̃ که می کند بیان ٣ . ١٠ اصلی قضیۀ در نتایج جمع بندی
علاوه براین، است. 𝐒̃ روی اندازه یک به Ω روی 𝜇 متناهی جمعی اندازۀ از توسیع یک ̃𝜇 و است

است. کاراتئودوری مرسوم توسیع همان توسیع این ،٣ . ١١ اصلی قضیۀ طبق

است. اندازه فضای یک (𝑆, ̃𝜇) .٣ . ١٠ قضیه

□ می شود. نتیجه ٣ . ٩ و ٣ . ٨ لم های از حکم اثبات.

مرسوم تعریفِ با مطابق 𝐸 اگر فقط و اگر 𝐸 ∈ 𝐒̃ داریم 𝐸 ∈ 𝒫(𝑋) هر برای .٣ . ١١ قضیه
باشد. اندازه پذیر ،١ . ٢ تعریف در اندازه پذیری

است. حقیقی آنالیز درسی کتاب های در معمولی تمرینی (⟹) اثبات.
داریم ،𝜇∗ بودنِ زیرجمعی از استفاده با باشد. دلخواه 𝐴 ∈ 𝒫(𝑋) و 𝐸 ∈ 𝐒̃ کنیم فرض (⟸)

𝜇∗(𝐴) ⩽ 𝜇∗(𝐴 ∩ 𝐸) + 𝜇∗(𝐴 ∩ 𝐸𝑐).

کنیم. بررسی را اخیر نامساوی عکس که است لازم است اندازه پذیر 𝐸 اینکه اثبات برای بنابراین
داریم بنابراین .lim 𝜇∗(𝐸 △ 𝐵𝑛) = ٠ که به قسمی باشد کشی  ــ 𝜇 دنبالۀ یک {𝐵𝑛} گیریم
{𝐵𝑛} چون 𝑛 ∈ ℕ هر برای به علاوه، .lim 𝜇∗(𝐸𝑐 ∩ 𝐵𝑛) = ٠ و lim 𝜇∗(𝐸 ∩ 𝐵𝑐

𝑛) = ٠
است، اندازه پذیر

(٣ . ٢) 𝜇∗(𝐴) = 𝜇∗(𝐴 ∩ 𝐵𝑛) + 𝜇∗(𝐴 ∩ 𝐵𝑐
𝑛);



لولین مک اف. پی. و تاناکا جی . لولین١٠۵ مک اف. پی. و تاناکا جی . لولین١٠۵ مک اف. پی. و تاناکا جی . ١٠۵

(٣ . ٣) 𝜇∗(𝐴 ∩ 𝐸) = 𝜇∗(𝐴 ∩ 𝐸 ∩ 𝐵𝑛) + 𝜇∗(𝐴 ∩ 𝐸 ∩ 𝐵𝑐
𝑛);

(۴ . ٣) 𝜇∗(𝐴 ∩ 𝐸𝑐) = 𝜇∗(𝐴 ∩ 𝐸𝑐 ∩ 𝐵𝑛) + 𝜇∗(𝐴 ∩ 𝐸𝑐 ∩ 𝐵𝑐
𝑛).

داریم ،(٣ . ٢) معادلۀ و یکنوایی به کارگیری و (۴ . ٣) و (٣ . ٣) معادلات کردن جمع با
𝜇∗(𝐴 ∩ 𝐸) + 𝜇∗(𝐴 ∩ 𝐸𝑐) = 𝜇∗(𝐴 ∩ 𝐸 ∩ 𝐵𝑛) + 𝜇∗(𝐴 ∩ 𝐸 ∩ 𝐵𝑐

𝑛)

+ 𝜇∗(𝐴 ∩ 𝐸𝑐 ∩ 𝐵𝑛) + 𝜇∗(𝐴 ∩ 𝐸𝑐 ∩ 𝐵𝑐
𝑛)

⩽ 𝜇∗(𝐴 ∩ 𝐵𝑛) + 𝜇∗(𝐸 ∩ 𝐵𝑐
𝑛)

+ 𝜇∗(𝐸𝑐 ∩ 𝐵𝑛) + 𝜇∗(𝐴 ∩ 𝐵𝑐
𝑛)

= 𝜇∗(𝐴) + 𝜇∗(𝐸 ∩ 𝐵𝑐
𝑛) + 𝜇∗(𝐸𝑐 ∩ 𝐵𝑛).

می گیریم نتیجه 𝑛 ⟶ ∞ وقتی حدگیری با سرانجام
𝜇∗(𝐴 ∩ 𝐸) + 𝜇∗(𝐴 ∩ 𝐸𝑐) ⩽ 𝜇∗(𝐴).

□ است. اندازه پذیر 𝐸 و 𝜇∗(𝐴) = 𝜇∗(𝐴 ∩ 𝐸) + 𝜇∗(𝐴 ∩ 𝐸𝑐) بنابراین

جمع بندی .۴
اندازۀ فضای است، متناهی اندازۀ یک 𝜇 وقتی که می دهند نشان ٣ . ١١ و ٣ . ١٠ قضیه های
مجموعه های که می دهد نشان ٣ . ١١ قضیۀ این، بر علاوه دارد. مطابقت کاراتئودوری توسیع با (𝐒̃, ̃𝜇)
قضیۀ مرسوم اثبات در توسیع یافته اندازۀ و کوشی اند  ــ 𝜇 دنباله های حدی نقاط دقیقاً اندازه پذیر
حالت از متناهی  ــ 𝜎 حالت است. کوشی  ــ 𝜇 دنباله های روی حدی اندازۀ همان کاراتئودوری،

می شود. نتیجه متناهی

قدردانی و تشکر
وکمک های بودنش الهام بخش خاطر به تاناکا١ ویچی بزرگش پدر از است علاقه مند اول نویسندۀ
حمایت های با نماید. تشکر تحصیلاتش بردن پیش در او تشویق برای ٢ آمس آندریو از و مالی
شود. نائل می کرد را تصورش که آنچه ورای پیشرفت هائی به توانست اول نویسندۀ دو، این مهربانانه
داوران و ۴ استافنی جیمز پروفسور و ٣ لاپیدوس میشل پروفسور از علاقه مندند نویسنده دو هر ضمناً
١Waichi Tanaka ٢Andrew Aames ٣Michel L. Lapidus ۴James D. Stafney



١٠۶ حدی نقاط مثابۀ به  اندازه پذیر ١٠۶مجموعه های حدی نقاط مثابۀ به  اندازه پذیر ١٠۶مجموعه های حدی نقاط مثابۀ به  اندازه پذیر مجموعه های

برای ٢ دپالما الیجا و ١ هانسن آنه از و مقاله این مورد در آنها تخصصی توصیه های برای ناشناس
نمایند. تشکر ویرایشی کمک های
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