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علمی-ترویجی نشریه ریاضی اندیشه و فرهنگ
انتشار و چاپ به که است ایران ریاضی انجمن
فلسفی و عام جنبه های هم که می پردازد مطالبی
بازگوکننده هم و می دهند ترویج را ریاضیات
ریاضی جامعه بر حاکم ریاضیات روند و فرهنگ
در مقالات از ریاضی اندیشه و فرهنگ باشند.
کاربردی، ریاضیات محض، ریاضیات زمینه های
فلسفه و تاریخ ریاضی، آموزش و یادگیری تدریس،
کاربردهای و نظری فیزیک کامپیوتر، علوم ریاضی،
نوشته زیر چارچوب در که دیگر علوم در ریاضیات

می کند: استقبال باشند شده
در ریاضیات در مطرح و فعال موضوعی ارائۀ •
را پژوهشی زمینه های به علاقه مندان که قالبی

سازد؛ آماده بحث مورد موضوع پیگیری برای
ترجمه یا بالا در یادشده نوع از مقاله هایی ترجمه •
پذیرفته آزاد (ترجمه ریاضی کلاسیک مقالات

نمی شود)؛
قضایا و نکات حاوی آموزشی موضوعات ارائۀ •
کلاسیک متون در آنچه از ساده تر برهان هایی و

است. موجود
با را خود مقالۀ از نسخه سه می توانند علاقه مندان

نمایند: ارسال مجله دفتر نشانی به زیر شرایط
تهیه «زی پرشین» نرم افزار از استفاده با مقالات •
نشریه سامانه طریق از آن پی دی اف نسخۀ و شده
شود. ارسال mct.iranjournals.ir آدرس به
طی از پس شده، فرستاده مقالۀ که صورتی در
فایل شود، پذیرفته چاپ برای داوری مراحل
پست طریق از می بایست مقاله «زی پرشین»

شود. ارسال مجله الکترونیکی
ترجمۀ با همراه شده ترجمه مقالۀ اصل فرستادن •

است. الزامی آن
صورت به باید شده ترجمه مقالۀ اصل نشانی و نام •

شود. ذکر مقاله ترجمۀ اول صفحۀ در پاورقی
طبق بر باید رفته کار به ریاضی اصطلاحات •
چاپ ایران ریاضی انجمن آمار و ریاضی واژه نامه
این در لغتی اگر و باشد دانشگاهی نشر مرکز
پاورقی در آن انگلیسی معادل نیست، واژه نامه

شود. آورده
نباید ریاضی اندیشه و فرهنگ به ارسالی مقالات •
شده فرستاده دیگر مجلات به چاپ و بررسی برای

باشند.
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ریاضی اندیشۀ و فرهنگ
٢ تا ١ صص. (١٣٩۵ تابستان و بهار ) ۵٨ شماره

سردبیر سخن

با نامه هایی ویژه انتشار داد، قرار خود روی پیش فعلی دوره تحریریۀ هیأت که اهدافی از یکی
شهریاری پرویز یاد زنده کشور، ریاضی بزرگ معلم درگذشت بود. ریاضی جامعه با مرتبط موضوعات
هیأت کار دستور در جدی تری طور به را موضوع این کشور ریاضی بزرگ آموزشگر به دین ادای لزوم و
فراخوانی کشور، در ریاضی کردن عمومی پیشگامان از یکی زحمات از قدردانی منظور به داد. قرار تحریریه
آموزش و ریاضی تاریخ جمله از ایشان علایق و فعالیت ها با مرتبط مقالات شد دعوت همگان از و منتشر
فراخوان این از نمایند. ارسال شد، خواهد آماده منظور همین به که شماره ای در چاپ برای را ریاضی
را خود ترجمه یا تألیفی مقالات رابطه این در که کسانی تمامی از است لازم و آمد عمل به خوبی استقبال
ذکر ویژه نامۀ آماده سازی برای اقدام با همزمان شود. تشکر نمودند، ارسال ویژه نامه این در انتشار برای
 درباره ویژه نامه ای انتشار نامه موضوع شد. دریافت گویا زهرا دکتر خانم سرکار سوی از نامه ای شده،
این انتشار برای لازم اقدامات تمامی مسئولیت که پذیرفتند ایشان نامه همان در بود. ریاضی آموزش
شدۀ انجام اقدامات به توجه با پیشنهاد، این از استقبال ضمن تحریریه هیأت شوند. عهده دار را ویژه نامه
شماره های از یکی نمود مقرر نشریه، امکانات به توجه با همچنین ویژه نامه، دو موضوعات نزدیکی و قبلی
دکتر خانم پیگیری های با آن، از پس یابد. اختصاص موضوعات این دوی هر به مشترک طور به نشریه

گردید. انتخاب مناسب مقالات ایشان نظر با و گرفت قرار بررسی مورد مجدداً دریافتی مقالات گویا

ایران) ریاضی (انجمن ١٣٩۵ ©
١



٢ سردبیر ٢سخن سردبیر ٢سخن سردبیر سخن

در مورد این در رسید. سرانجام به و پیگیری ایشان توسط تماماً نیز مقالات ویراستاری و داوری فر آیند
این در آنچه بنابراین است. شده داده توضیح بیشتر آمده شماره همین در ایشان خود قلم به که سرمقاله ای
مراتب می دانم لازم دلیل همین به است. ایشان شخص تلاش های حاصل عمدتاً می فرمایید ملاحظه شماره
این آماده سازی برای ایشان زحمات و تلاش ها بابت را تحریریه هیأت اعضای دیگر و خود تشکر و تقدیر
همکاری جهانی پور اله روح دکتر آقای شماره، این مقالات ویراستاری برای همچنین دارم. اعلام ویژه نامه

شود. تشکر و تقدیر نیز ایشان زحمات از است لازم که داشته اند شائبه ای بی

صفاپور احمد



ریاضی اندیشۀ و فرهنگ
٨ تا صص.٣ (١٣٩۵ تابستان و بهار ) ۵٨ شماره

یکدیگر ملزوم و لازم ریاضی: آموزش و ریاضی
گویا زهرا

ریاضی ماندگار مؤلف و معلم تاریخ شناس، شهریاری، پرویز اول: پرده
ایران در تعریف شده، ثغور و حدود با و مستقل رشته یک عنوان به ریاضی آموزش که زمانی در
به تنها و یکه شهریاری، پرویز نام به انسان دوست و چیره دست نویسنده ای و عاشق معلمی بود، گمنام
خود زمانه نیازهای با متناسب او پرداخت. ریاضی «تألیف» یا «تدریس» فقط نه و ریاضی» «آموزش
تا داد انجام توانست که کاری هر داشت، معلمی به که عشقی و فرهنگی اجتماعی- وسیع دانش با و
هوش، انسجام، ببینند. آموزش ریاضی معلمان و بگیرند یاد ریاضی سرزمین این نوجوانان و کودکان
عمر آخر لحظه تا تلاش ها، اثربخشی به اطمینان و فزاینده عشق مهم تر، همه از و امیدواری پرکاری، دقت،
می دانست، درست که کاری انجام در شهریاری پرویز نینداخت. فعالیت از را ایشان دم یک برکتش با
و دانش آموزان به را خود شخصی علاقه مندی های هیچ گاه که بود این هنرش و نداشت ابا کاری هیچ از
می دهد نشان وی آثار مطالعۀ پرداخت. آموزش به فقط و فقط آموزشی جمع های در و نکرد تحمیل معلمان
دارد را بنیان گذار حق ایران، در ریاضی آموزش رشته رسمی تأسیس برای مناسب زمینه های ایجاد بر که
شود. مقایسه جهان ریاضی آموزش بر پولیا تأثیر با ایران ریاضی آموزش بر تأثیرش که نیست اغراق و
آموزشی منابع تهیه و دانش آموزان ریاضی یادگیری تعمیق برای امکانی و روزنه هر از شهریاری استاد
هیجان های و عوام زدگی کاسب کاری، روزمرگی، دچار مسیر این در و کرد استفاده ریاضی معلمان برای
نسبت که باوری و ریاضی به انسانی اش و عمیق نگاه شهریاری، معلمی سیاق و سبک نشد. کوتاه مدت
خاص معنای به ریاضی آموزش و عام معنای به آموزش از خاصی نوع داشت، بوم و مرز این فرزندان به
به است. جهان به وی معرفی و ایرانی اندیشمندان توسط عمیق مطالعۀ نیازمند واقع به که آورد وجود به
ایران) ریاضی (انجمن ١٣٩۵ ©

٣



۴ ۴سرمقاله ۴سرمقاله سرمقاله

ریاضی پرافتخار و ارزشمند تاریخ ضبط و ثبت در شهریاری پرویز عشق از پر و دقیق کارهای خصوص
است. «ماندگار» راستی به و ستودنی ایران،

ریاضی دانان توسط ریاضی آموزش شناخت ضرورت دوم: پرده
انتشارات از ریاضی»، اندیشه و فرهنگ «نشریۀ در ریاضی آموزش به ویژه شماره یک اختصاص
شیرینی و تلخ واقعیت های سبب به است. ایران در رشته این برای مبارکی اتفاق ایران»، ریاضی «انجمن
جامعه برای ویژه نامه ای تولید به نیاز می افتد، و افتاده اتفاق ایران در ریاضی آموزش رشتۀ با رابطه در که
محترم تقابل، نه تفاهم ایجاد برای زیرا شد. احساس دهد، نشان را رشته ماهیت از بخشی که ریاضی
ضرورت ده ها و رشته ای تفاوت های و ویژگی ها شناخت بر مبتنی مناسبِ فضای ایجاد و تفاوت شمردن
بعد و طولانی سکوت های جای به که است این مؤثر راهکارهای از یکی نمود. چاره اندیشی باید دیگر
کار، این برای یابد. گسترش گذشته از بیش فضا این تا کنیم کمک توجیه بدون سازش های یا حمله ها
ریاضی، با ریاضی آموزش مشارکت نوع و گستره وظایف، مأموریت ها، مسئولیت ها، واقع بینانۀ شناخت
تحریریه هیأت محترم اعضای و صفاپور احمد دکتر آقای جناب سپاسگزار سبب، بدین است. الزام یک
نمودند فراهم ریاضی آموزش رشته برای را طلایی فرصت این که هستم ریاضی» اندیشه و فرهنگ «نشریۀ

نماید. معرفی ریاضی جامعه به کار- نمونه ارائه با بار این اما بار- چندمین برای را خود تا

ریاضی» آموزش «ویژه نامه شکل گیری نحوه سوم: پرده
فرهنگ نشریۀ شماره های از یکی عنوان به ریاضی» آموزش «ویژه نامۀ تولید برای طرحی دادن از قبل
شهریاری پرویز زنده یاد بزرگداشت برای را ویژه نامه ای تهیۀ نشریه، این تحریریۀ ریاضی، هیأت اندیشه و
دو ادغام شرط به درخواست این با ریاضی، آموزش ویژه نامۀ تقاضای بررسی از بعد بود. کرده تصویب
«سعد» ریاضی آموزش «طالع» که کرد ظریفی طنازیِ روزگار حقیقت در یعنی بود. شده موافقت ویژه نامه
شهریاری، پرویز از که یابد فرصتی تا شد ریاضی آموزش و ریاضی جامعۀ نصیب افتخار این و آمد
ریاضی آموزشگر و ریاضی تاریخ نگار و تاریخ شناس عنوان به ایران، ریاضی آموزش و تاریخ بزرگ مرد
و کردند طی را داوری فرایند فراخوان، دو هر برای رسیده مقاله های این، از پس کند. تجلیل هم با
طور به گرفتند. قرار نگارشی و علمی ویرایش مسیر در شدند تأیید ویژه نامه این برای که مقاله هایی
از بیش شماره این حجم ویژه نامه، برای شده پذیرفته و رسیده مقاله های زیاد تعداد به توجه با طبیعی،
یک هر است. نشریه عرف مطابق ترجمه، به تألیف نسبت و توجه قابل مقاله ها تنوع است. مرسوم حجم
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این می تواند عمق، و سطح این و است پرداخته ریاضی آموزش دیسیپلین در مهم جنبه ای به مقاله ها، از
این تکمیلی تحصیلات دوره و اختیاری الزامی درس های از بعضی برای ارزشی با منبع عنوان به را شماره
به مربوط تاریخی حقایق شده، پرداخته آن ها به شماره این در که مباحثی مهم ترین جمله از درآورد. رشته
انسانی، علوم در پژوهش روش های ریاضی، آموزش نظریه های جهان، در ریاضی آموزش رشتۀ تأسیس
دوره های در ریاضی اهمیت ریاضی، آموزشگران و ریاضی دان ها بین مشترک دغدغه های و معنادار ارتباط
ریاضی درسی برنامۀ تولید و تهیه ریاضی، معلمان آموزش دانشگاه، تا پیش دبستانی از تحصیلی مختلف

است. ریاضی درس های تدوین و

ریاضی آموزش «ویژه نامه» مقاله های ویژگی چهارم: پرده
«تحشیه نویسی» قدما، اصطلاح به بعد و ترجمه که ریاضی» آموزش تا ریاضی، و آموزش «از مقالۀ .١
است داده نشان و پرداخته جهان در ریاضی آموزش رشتۀ تحول سیر بررسی به مقاله، این است. شده آن بر
پژوهشی آموزشی- دیسیپلین یک عنوان به آن تدریجی استقلال و رشته این تأسیس برای نیاز اعلام که
رفع که ریاضی دان ها اصلی مشکل بین این در و بوده ریاضی دان ها و ریاضی جامعۀ سوی از دانشگاهی،
که این به توجه با است. بوده متوسطه دورۀ ریاضی درسی برنامۀ و معلمان آموزش بوده، اولویت در آن
آموزشگران اصلی اش مخاطبان است، شده برگرفته ریاضی آموزش بین المللی دانشنامۀ سومین از مقاله
اکثر چون ولی باشند. آشنا مخفف ها، و اصطلاحات و تاریخ با باید طبیعی، طور به که هستند ریاضی
دلیل، این به بدانند. را این ها که داشت انتظار نمی توان ریاضی اند، جامعۀ اعضای ویژه نامه این مخاطبان
کند. برطرف محترم، خوانندگان برای را احتمالی ابهام های تا شد اضافه ترجمه به هم «تحشیه نویسی»
پانویس در همگی توضیحات امانت، حفظ برای اما است. تألیف هم و ترجمه هم مقاله این واقع، در پس

نزده اند. صدمه اصلی، متن یکدستی به و آمده اند
قدرشناسی می توان را ایران» در ریاضی درسی کتاب های تألیف تاریخی «سیر تألیفی مقالۀ .٢
عاشق، دانش، با افرادِ چه که می دهد نشان مقاله، این دانست. شهریاری پرویز زحمات و خدمات از
تقبل را ریاضی درسی کتاب های تألیف و برنامه ریزی مسئولیت ایران، در توانمندی و باتجربه کارکشته،

باشد. عبرت برانگیز و آموزنده می تواند تاریخ، این چقدر و بودند کرده
آموزش ریاضی، آموزش در پژوهش ریاضی، در پژوهش فلسفه، از «سنتزی ترجمه ای مقالۀ .٣
نوشته معروف ریاضی دان دو توسط مدنی»، حقوق جنبش و کارشناسی دورۀ پایان تا پیش دبستانی
این است. داده تغییر ریاضی آموزش به ریاضی، از را خود تحقیقی جهت آن، اول نویسندۀ که شده اند
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آزادی خواهی نهضت مقایسۀ با مقاله، این است. پرداخته ریاضی آموزش اجتماعی و فرهنگی بعد به مقاله
داده ارائه ریاضی آموزش کردن» «دموکراتیزه سوی به حرکت برای جالبی پیشنهادهای آمریکا، در مدنی

است.
پرکاربردترین از یکی بررسی به دیفرانسیل»، معادلات درسی برنامۀ محتوای «تحلیل تألیفی مقالۀ .۴
یعنی درس این معروف منبع یک از بخشی تحلیل و مهندسی و علوم رشته های همه الزامی درس های 

است. پرداخته میترا و دی پریما بویس، کتاب
یک تلاش از جلوه ای می نویسد»، دبیرستان آموزش برای ریاضی دان «یک ترجمه ای مقالۀ .۵
اعضای برای می تواند تجربه این است. مدرسه ای درسی موضوع یک از بخشی تولید برای ریاضی دان
این در توجه قابل نکتۀ باشد. مفید هستند، عمومی آموزش در مشارکت به علاقه مند که ریاضی جامعۀ
گرفتن نظر در با تا کرده تلاش است، «ریاضی دان» که این اعلام با مقاله نویسندۀ که است این مقاله
از کوچک نمونه ای مقاله این بنویسد. دبیرستان» آموزش «برای ریاضی آموزش حوزۀ نظری ملاحظات

می دهد. نشان عمومی دورۀ در ریاضی آموزش با را ریاضی دانان همکاری
و فکورانه نیازهای دوگانی، اصول بر مبتنی ریاضی درسی برنامه ریزی «چارچوب تألیفی مقالۀ .۶
نظریه ای توسیع واقع در که می دهد ارائه درسی برنامه ریزی برای عمیقی بدیل DNR» پی در پی: استدلال
آمریکا، در وسیع تحقیقی پروژۀ چندین قالب در و شده تبیین هارل گرهان توسط که است عنوان همین با
راهنمای می تواند مقاله این است. شده انجام مقدماتی مطالعه چند طریق از آن امکان سنجی مطالعات

باشد. ریاضی درسی برنامه ریزان برای مناسبی
اهمیت و ضرورت دانشگاهی، ریاضی درسی محتوای به اشاره با اثبات؟» «چرا ترجمه ای مقالۀ .٧
استاد مقاله این نویسندۀ است. داده نشان مثال چند توسط و ریاضی و فلسفی جنبه های از را «اثبات»
بهار ١١ شماره در اویلر بزرگداشت ویژه نامۀ در مقاله این و کاناداست در واقع آلبرتا دانشگاه در ریاضی
پاسفیک» ریاضی علوم «مؤسسۀ انتشارات از ،(Pi in the Sky) آسمان» در پی «عدد نشریه ٢٠٠٨
بریتیش دانشگاه آن محل و کانادا غرب منطقۀ به متعلق پژوهشی مؤسسۀ این است. شده چاپ (PIMS)
دانش آموزان و متوسطه دورۀ ریاضی معلمان آموزش با رابطه در فعال بخش یک پیمز، است. کلمبیا
و باشد ریاضی کارشناسی دورۀ و مدرسه ای آموزش بین پلی تا می کند تلاش و دارد ریاضی به علاقه مند

است. ریاضی» برای فرهنگی زمینۀ یک ایجاد اصلی، «هدف که شده قید مجله شناسنامۀ در
مهم ترین از یکی عمیق»، پژوهش هایی نیازمند حوزه ای ریاضی: معلمان «آموزش تألیفی مقالۀ .٨
شاید که نموده توجه مسئله ای به مقاله این است. ریاضی آموزش و ریاضی پژوهش های بین تمایز وجوه
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متخصص اند، آن در و بلدند را ریاضی که کسانی اکثر دنیا در زیرا نامید ممتنع» و «سهل را آن بتوان
دوره  اساسی هدف تاریخی، نظر از که است سبب بدین می دانند. هم ریاضی معلم فی نفسه، را خود
پژوهشی جهت گیری و بوده عالی آموزش یا عمومی آموزش در معلمی عرصه به ورود ریاضی، کارشناسی
نیازمند و غیرقطعی پیچیده، حوزه ای ریاضی، معلمان آموزش فعلی، جهان در که حالی در است. نداشته
برنامه های تدوین برای حوزه، این در شده انجام پژوهش های نتایج با آشنایی و است همیشگی تغییر

است. ضروری ریاضی، معلمان اثربخش آموزش های
به فردی“» تجویزی ”آموزش بر مبتنی ریاضیات در پاسخ ها و قواعد از بِنی «درک ترجمه ای مقاله .٩
روش های از حرکت شروع نقطۀ  می توان را آن که است رشته این کلاسیک آثار از یکی پژوهش، روش لحاظ
عنوان با مجموعه ای در مقاله، این دانست. ریاضی آموزش پژوهش های در کیفی روش های سمت به کمی
از (Classics in Mathematics Education Research) ریاضی» آموزش پژوهش «کلاسیک های
است. شده چاپ ٢٠٠۴ سال در کانادا و آمریکا در (NCTM) ریاضی» معلمان ملی «شورای انتشارات
و آمریکا در ریاضی آموزشگران معروف ترین از آن توسط و شد تشکیل کمیته ای کتاب این تهیۀ برای
آموزش رشته پژوهشی آثار ماندگارترین به راجع ریاضی، آموزش نام آور پژوهشی مؤسسات و کانادا
آنان نظرات برآیند است، آمده «کلاسیک ها» نام به مجموعه این در که آن چه شد. نظرخواهی ریاضی،
عمیق مصاحبه های انجام طریق از شده جمع آوری داده های تحلیل که می دهد نشان مقاله این است.
به علاقه مند ریاضی دان های و ریاضی آموزش پژوهشگران برای که می کند روشن را حقایقی چندلایه و
یادگیری یاددهی- مشکلات عمیق تر شناخت در را آن ها و است انگیزاننده و آگاهی بخش ریاضی، آموزش
و ۶٠ دهه های به متعلق آن زبان و سنگین مقاله متن که داشت توجه باید البته می کند. کمک ریاضی
با سبب بدین شود. حفظ مقاله سبکِ ترجمه، در امانت داری برای که است طبیعی و است میلادی ٧٠
متن هنوز شده علمی کامل ویرایش هم دیگر نفر دو توسط و شده رو و زیر چندبار ترجمه این که وجودی
استفاده شاید و خواندن برای که می رود انتظار ریاضی محترم همکاران از نتیجه در است. سنگین ترجمه
محترم مترجمان به علمی متن های مترجم یک عنوان به اتفاقاً بگذارند. بیشتری وقت و حوصله آن از
باشد یادمان نرود. بین از امروزی و مدرن جایگزین های با زمان آن فضای که باشند مراقب کردم توصیه
نکته هر و جایی سخن «هر زیرا نکنیم! تبدیل «تهران» به را آن دیدیم «طهران» قدیمی متنی در اگر که

دارد!» مقامی
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رود! بالا رفیع تر، تا می افتد پرده
یکدیگرند» ملزوم و لازم ریاضی: آموزش و «ریاضی که می شود شروع سرمقاله عنوان با پایانی، پرده
آموزش و ریاضی پیوستۀ هم به درون از رشتۀ دو معنادار نزدیکی برای راهگشایی اقدام ویژه نامه، این و
بدون و ریاضی! آموزش مگر هست چیز همه ریاضی آموزش «ریاضی»، بدون که است هم به ریاضی
تنهایی پیوسته، هم به دنیای این در که است خود انتزاع در ماندن به محکوم ریاضی ریاضی»، «آموزش

بود. خواهد مخاطره ای پر
**************

و ترجمه ها مقابلۀ برای که جهانی پور روح اله دکتر آقای جناب از که می دانم خود وظیفۀ پایان، در
قدرشناس هم چنین کنم. تشکر خاضعانه کشیدند، زیادی زحمات ویژه نامه این مقاله های نهایی ویرایش
و دادند انجام زیاد حوصله و دقت با را شماره این آماده سازی کار که هستم صمدیان فریده خانم سرکار

هستم. زحماتشان سپاسگزار صمیمانه

ریاضی گروه ریاضی، علوم دانشکدۀ بهشتی، شهید دانشگاه گویا: زهرا
zahra_gooya@yahoo.com رایانامه:



ریاضی اندیشۀ و فرهنگ
۵١ تا ٩ صص. ( ١٣٩۵ تابستان و بهار ) ۵٨ شماره

ریاضی آموزش تا ریاضی، و آموزش از
منگینی ام. و ، ماتوس ام. جی. ، فورینگتی اف.

آشنا امیرحسین و گویا زهرا برگردان:

چکیده
حوزه های از یکی که آن آغازی وضعیت از را ریاضی آموزش گسترش تاریخ فصل این در
مستقل، پژوهشی و علمی حوزۀ یک به عنوان آن تولد تا می رفت به شمار ریاضی دانان کاری
کنفرانس های و مجله ها رشد طریق از ریاضی۵ ارتباطات نقش مقاله این در می کنیم. مرور
بین المللی  همکاری های جلب برای شده انجام اقدامات می گیرد. قرار تحلیل مورد پژوهشی
ریاضی۶ تدریس مجلۀ به ارجاع با ریاضی، آموزش و تدریس به مربوط مسائل با مواجهه در
ایجاد باعث که روشی  و درسی برنامه  های اصلاحات بررسی این در می شود. بررسی ICMI و
این پذیرش با است. شده گرفته نظر در شد، بیستم قرن در مدرسه ای ریاضیات در تغییرات
گزینه های دربارۀ بحث بر سنتی تمرکز از بیش چیزی ریاضی آموزش در پژوهش که مطلب
شناسایی را تخصصی خوشۀ چند است، مختلف سطوح در درسی برنامه های برای مختلف
این سپس کرده ایم. مطرح جهانی سطح در را ریاضی آموزش به مربوط خاص مباحث و
روان شناسی، از عبارت اند حوزه سه این کرده ایم. گروه بندی اصلی  حوزه سه در را خوشه ها

ریاضی. آموزش برای ارائه شده نظریۀ تناسبِ و سیاسی و فرهنگی اجتماعی، مطالعات

. است ریاضی آموزش جهانی دانشنامۀ سومین کتاب ٩ فصل ترجمۀ مقاله این ١

Third International Handbook ofMathematics Education, Chapter 9, M. A.Clements & el., Springer,
2013

٢Fulvia Furinghetti ٣Jose Manuel Matos ۴Marta Menghini ۵ Mathematical Communication
۶ L’ Enseignement Mathematique

ایران) ریاضی (انجمن ١٣٩۵ ©
٩
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تحت غالباً که خطیر امری به عنوان آن آغازیِ وضعیت از ریاضی آموزش تحول سیر به فصل این در
از را خود داستان می پردازیم. پژوهشی علمی حوزه ای به مثابۀ آن تولد تا است، بوده ریاضی دانان نظارت
دولت های یافتند، دست جدیدی سازماندهی به قدیم دولت های که زمانی یعنی می کنیم، آغاز نوزدهم قرن
در ایجاد شوند. نو از یا شده به روز آموزشی نظام های که بود لازم و گرفتند دست در را امور ادارۀ جدید
زبان شناسی، جامعه شناسی، پزشکی، فلسفه، (روان شناسی، متعدد حوزه های در پژوهشگران داستان، این
بوده اند. ریاضی معلمان و حرفه ای ریاضی دانان اصلی بازیگران اما داشته اند نقش غیره) و انسان شناسی
و ریاضی معلمان و ریاضی دانان بین رابطۀ شدن شفاف به و گرفته صورت طولانی مسیری طی گذار، این
برگزاریِ طریق از رسماً استقلال این است. انجامیده ریاضی دانان از ریاضی آموزشگران استقلال نتیجه  در
شناخته رسمیت به (ICMI) « ریاضی١ تدریس بین المللی «کمیسیون اجرایی کمیتۀ برای جدید انتخابات
عمومی مجمع توسط ،(٢٠٠۶ آگوست ٢٠-١٩) Compostela de Santiago در مصوبه این و شد
مجمع از ICMI اجرایی کمیتۀ انتخابات پس، آن از و گرفت صورت (IMU) « ریاضی٢ جهانی «اتحادیۀ

.[۴٨] شد منتقل ICMI عمومی مجمع به IMU عمومی
کرد: خواهیم تمرکز زیر مهم نکات بر مسیر، این در شده برداشته گام های تفصیلی شرح به منظور

تدریس مجلۀ طریق از بیستم قرن آغاز در جهانی سطح در ریاضی آموزش از ناشی پیشرفت •
؛ ریاضی تدریس بین المللی کمیسیون و ریاضی

ریاضی؛ درسی برنامۀ تغییرات اصلاحات/ •
و دانشگاهی رشته ای به را آن که ریاضی آموزش به جدید رویکرد از ناشی مستقل ابتکارات •

کرد. تبدیل جدید پژوهشی حوزۀ یک
از خلاصه ای است، بوده دیگر حوزه های با تعامل تأثیر تحت جدید رشتۀ این شکل گیری که آنجا از
بیستم، قرن آغاز در همبستگی و جهانی شدن ارتباطات، جنبش می کنیم. ارائه را تعامل ها اثرگذارترین
بودند. دخیل رخداد این در جهان سراسر از متعددی کشورهای و داد ریاضی آموزش به بین المللی جنبه ای
دانشگاهی رشته ای به ریاضی آموزش تبدیل و توسعه ایجاد، در سهیم افرادِ و رویدادها بیشتر چون اما
می شود. مربوط منطقه دو این به عمدتاً کرده ایم بررسی که تاریخی بودند، شمالی آمریکای و اروپا به متعلق
عطف و ریاضی دانان از استقلال از پس و پیش ریاضی آموزش گسترش مسیرهای دیگر دربارۀ بحث

است. آمده دانشنامه این از دیگری فصل  در جهان، دیگر مناطق به توجه
١International Commission on Mathematical Instruction ٢International Mathematical Union
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باقی برایمان اسنادی باستان، تمدن های است. بوده همزمان بشر پیدایش با ریاضی آموزش آغاز
است فرهنگ این انتقال به مربوط مسائل و ریاضی فرهنگ توسعۀ بین درهم تنیدگی گواه که گذاشته اند
ریاضی آموزش تحول با همراه که سیاسی و اقتصادی اجتماعی، رویدادهای پهناور عرصۀ در .[۵۶ ،۵٣]
که است پانزدهم قرن در چاپ صنعت اختراع اول می کنیم. مطرح را اثرگذار و مهم پیشرفت دو بوده اند،
این بعد، قرن  چند طی آورد. فراهم بیشتری افراد به را ریاضی دانش آسان انتقال و جهانی سواد امکان
قبل سال ۶٠٠ که ریاضی نتیجه، در همگانی. آموزش برای مدارسی ایجاد شد: دیگری پیشرفت باعث امر

می کردند. مطالعه را آن جهان دانش آموزان تمام عملا که شد بدل موضوعی به بود، اسرارآمیز موضوعی
که به تدریج داشت. همپوشانی زیادی میزان به ریاضی پژوهشگران و ریاضی معلمان نقش قرن ها،
پژوهش که شد منتقل دانشگاه ها در ریاضی استادان به همپوشانی این شدند، پیشرفته ریاضی موضوعات
بین تفکیک متوسطه، و ابتدایی مدارس در حال این با می دادند. انجام خود، حرفۀ از بخشی به عنوان را
در نوشته ها و مقالات تولید در تنوع به تمایز این و شد آشکارتر ریاضی در پژوهش و ریاضی آموزش
مدرسه ای ریاضی آموزش خاص به طور هدفشان که درسی کتاب های سو یک از انجامید. ریاضی زمینۀ
استروییک گفتۀ به ریاضی. در پژوهش  جدید نتایج گزارش های دیگر سوی از و می شدند منتشر بود،
صنعتی انقلاب سال های در علمی پژوهش های به واسطۀ ریاضی، پژوهشگران شدنِ حرفه ای فرآیند [٩٢]
نسبت جدید دیدگاهی با جدید اجتماعی «طبقات شکل گیری باعث که انقلابی گرفت. زیادی شتاب
دیدگاه های بین، این در .(١۴١ (ص. شد حرفه ای» فنی- آموزش های و علم به علاقه مند و زندگی به
علیه نقدهایی کرد؛ حمله آکادمیک زندگی به » بود، فرانسه انقلاب از گرفته نشأت که نوین دموکراتیک
.(١۴٢ (ص. می شدند» نوسازی و اصلاح باید دانشگاه ها و مدارس شد؛ مطرح منسوخ شده تفکر طرز
در معمولا آن ها نبود، علمی فرهنگستان های در عضویت تنها ریاضی دانان اصلی «مشغلۀ نوزدهم، قرن در
.(١۴٢ (ص. می کردند» نیز پژوهش تدریس، حرفۀ کنار در و بودند فنی مدارس یا دانشگاه ها استخدام

به تازه ای شکل متوسطه، و ابتدایی سطح در ریاضی معلمی حرفۀ نوزدهم قرن اواسط در تقریباً
در نیز جدید اجتماعی اتفاقات بروز و ظهور با بلکه داشت ربط ملت ها نوگرایی به تنها نه که گرفت خود
و اجتماعی و سیاسی جنبش های جدید، کارگری اتحادیه های و انجمن ها قالب در به تدریج که بود ارتباط
عهدۀ بر و خصوصی مسئله ای ریاضی، دانش انتقال دیگر حال می یافتند. نمود همبستگی جهت اقداماتی
در بود. شده تبدیل دولت ها مسئولیت جزو و عمومی کاری به بلکه نبود مذهبی گروه های یا خانواده ها
اصلی مسئلۀ شد. آغاز قدیمی و جدید کشورهای در جدید آموزشی ملی نظام های تأسیس بعد، سال های
آموزش به مربوط مشکلات حل و مناسب درسی کتاب های تهیۀ درسی، برنامه های تولید فرآیند، این در



١٢ ریاضی آموزش تا ریاضی، و آموزش ١٢از ریاضی آموزش تا ریاضی، و آموزش ١٢از ریاضی آموزش تا ریاضی، و آموزش از

این ذاتی مشکلات بر تأمل ضرورت اتفاقات، همه این از پس کوتاهی مدت بود. معلمان استخدام و
در ما داستان که است شرایطی چنین در شد. ویژه اتحادیه های و مجله ها آمدنِ پدید موجب کلی ساختار

می شود. آغاز ریاضی» «آموزش به ریاضی» و «آموزش از گذار مورد

ریاضی ارتباطات .٢
کرده اند. نیاز احساس خود پژوهش های نتایج انتقال به همیشه دانشمندان، تمام مانند ریاضی دانان
دیگر ریاضی دانان با خود خصوصی ارتباطات بر طولانی مدت های هدف، این به دست یابی برای آن ها
فعالیت های گزارش  انتشار و تدوین به به تدریج انجمن ها، و فرهنگستان ها تأسیس از پس اما بودند، متکی
صنعتی انقلاب نتیجۀ که اجتماعی و فرهنگی محیط های در شده ایجاد تغییرات پی در پرداختند. خود علمی
آمدند. پدید ریاضی تخصصی مجله  های اولین و شد ایجاد جدیدی ارتباطی ابزارهای بود، فرانسه انقلاب و
فرانسه در ١ کاربردی و محض ریاضی سالنامۀ مجلۀ مانند که این یا نداشتند دوامی ابتدا در مجله ها این
برخی که شدند منتشر مهمی دوره ایِ نشریه های به زودی اما .(١٨١٠-١٨٣٢) آوردند دوام دهه چند تنها
و محض ریاضی باب در نشریه ای مجلۀ ١٨٢۶ سال در مثال برای می شوند. منتشر هم هنوز آن ها از
توسط ۴ کاربردی و محض ریاضی مجلۀ ،١٨٣۶ سال در و کریل٣ لئوپلد آگوست همت به ٢ کاربردی
تنها نه بودند، دسترس در زمان آن در که آن ها مشابه انواع و مجله ها این گشت. منتشر لیوویل۵ ژوزف
چکیده های و ریاضی برجستۀ آثار از مستخرج یادداشت های بلکه بودند اصیل پژوهشی مقالات حاوی
در به راحتی که مهم آثار و جدید نتایج ارائۀ با یعنی طریق این از و می شدند شامل نیز را مهم مقالات
شدند. سهیم ریاضی پیشرفت در می گرفت، قرار تازه کار) پژوهشگران جمله (از خوانندگان همۀ دسترس
نوع نوزدهم، قرن اواسط در حدوداً داشتند. بین المللی خوانندگان و بودند پژوهشی عمدتاً مجله ها این
گونه این محتوای که آمد پدید می شد، اطلاق (واسط)٧ بینابینی۶ مجله آن به معمولا که مجله از دیگری
١٨٨١ تا ١٨٧٧ سال های بین مثال، برای بود. دانشگاهی و متوسطه دورۀ ریاضیات به مربوط مجله ها
مجلۀ به ١٨٨٢ سال در و شد منتشر ( بورگت٩ جاستین سردبیریِ (به ٨ ویژه و مقدماتی ریاضی مجلۀ
از برخی مخاطب داد. نام تغییر ( لانچامپ١١ دو گوهیر آلبرت گاستون سردبیری (به ١٠ ویژه ریاضیات
آماده خاص مدارس به ورود برای که بودند ریاضی دانش آموزان و معلمان صرفاً بینابینی مجله های این

است. مجله مأموریت و شأنیت بلکه نیست، مجله رتبه بندی واژه، این از ٧منظور

١Annales deMathematiques Pures et Appliquees ٢Journal fur die Reine undAngewandteMathematik
٣August Leopold Crelle ۴Journal de Mathematiques Pures et Appliquees ۵Joseph Liouville
۶Intermediate Journal ٨Journal de Mathématiques Élémentaires [et Spéciales] ٩Justin Burget
١٠ Journal de Mathématiques Spéciales ١١Gaston Albert Gohierre de Longchamps
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داشت. قرار دانشگاه و دبیرستان بین سطحی در آن ها در چاپ شده مقالات ریاضی محتوای و می شدند
سال در آن اول شمارۀ که ٢ بانوان سالنامۀ یا ١ بانوان روزنامۀ نظیر دوره ای مجلات بریتانیا، در پیشتر
دانش رشد در نحوی به یک هر می شد، منتشر ١٩٢٩ تا ١٨۴٧ از که آموزشی٣ تایمز و شد منتشر ١٧٠۴
انجام غیرحرفه ای  خوانندگان برای ریاضی پرسش های طرح طریق از را کار این و داشتند سهم ریاضی
معلمان انجمن محصول ،(١٨۴٩) بود ارتباط در معلم تربیت مرکز با که آموزشی تایمز مجلۀ می دادند.
و بود شده تأسیس متوسطه مدارس آموزش استانداردهای بهبود برای انجمن این .(١٨۴۶) بود ریاضی
.(۴٣ (ص. می داد» قرار دانش آموزان و معلمان اختیار در را لازم معلومات «ابتدا [۵٢] هاوسون گفتۀ به
١٨۶۴ سال های بین و گرفت نشأت مجله این از آموزشی» تایمز از ریاضی راه حل های و «مسائل نشریۀ

میلر۴). کلارک جان ویلیام سردبیریِ (به می شد منتشر ١٩١٨ تا
شناسایی آمدند، پدید نوزدهم قرن در که مختلف ماهیت های با مجله هایی رنگارنگ دنیای در
نشانه ای واقع در است. دشوار بپردازند، متوسطه دورۀ ریاضی آموزش به خاص به طور که مجله هایی
در «مقدماتی» واژۀ است، متوسطه دورۀ ریاضیات به معطوف مجله یک محتوای فهمید می شد آن از که
این نمونه های بود. متفاوت مختلف، مجله های در هم اصطلاح این معنای اگرچه بود؛ مجله ها این عنوان
ووبرت۶، هنری سردبیریِ (به ۵ مقدماتی ریاضی مجلۀ عنوان های با فرانسوی نشریۀ سه مجلات، نوع
،(١٨٨٢ سال در انتشار لانچامپ، سردبیریِ (به مقدماتی ریاضی ایتالیایی مجلۀ ،(١٨٧۶ سال در انتشار
ایتالیایی مجلۀ و ،(١٨٩٨ سال در انتشار ووبرت، هنری و گریس٨ ژان (سردبیران ٧ ریاضی آموزش
مسئول مدیران گاهی بودند. (١٨٧۴ سال شروع تاریخ ماسا١٠، جیووانی سردبیریِ (به ٩ مقدماتی ریاضی
ریاضی ایتالیایی مجلۀ نویسندگان اغلب مشخص، به طور و بودند مدارس معلمان مجله ها، این سردبیران و
مربوط مجله های که می دهد نشان مجله ها این انتشار تاریخ بودند. متوسطه دورۀ مدارس معلمان ایتالیا در
قابل تأخیر این البته شدند. متولد ریاضی پژوهشی مجله های از دیرتر متوسطه سطح در ریاضی آموزش به
مختلف، کشورهای در آموزشی نظام های تأسیس زمان در که متوسطه و ابتدایی معلمان زیرا است توجیه

بودند. مجله ها نوع این اصلی خوانندگان بودند، خود برای هویت سازی و حرفه ای گری تدارک در
در و بود ریاضی معلمان انجمن های همکاری با اغلب ریاضی آموزش مختص مجله های آمدنِ پدید
سال در مثال، برای می شدند. حرفه ای انجمن های تأسیس سبب دوره ای مجلاتِ برعکس، موارد برخی
ریاضی١٢ آمریکایی ماهنامۀ مسئولیت ( آمریکا١١ ریاضی (جامعۀ MAA آمریکا، متحدۀ ایالات در ١٩١۵
١ The Ladies’ Diary ٢Woman’s Almanack ٣The Educational Times ۴William John ClarkeMiller
۵Journal de Mathématiques Élémentaires ۶Henri Vuibert ٧L ’ Éducation Mathématique ٨Jean

Griess ٩Rivista di Matematica Elementare ١٠Giovanni Massa ١١Mathematical Association of

America ١٢American Mathematical Monthly



١۴ ریاضی آموزش تا ریاضی، و آموزش ١۴از ریاضی آموزش تا ریاضی، و آموزش ١۴از ریاضی آموزش تا ریاضی، و آموزش از
می شد. منتشر خصوصی به طور ١٨٩۴ سال از و بودند ریاضی معلمان مخاطبانش که گرفت عهده به را
ریاضی١» «معلم نام با فصل نامه ای انتشار مریلند، و میامی ایالت های ریاضی معلمان انجمن این بر علاوه
سال در (NCTM) ریاضی٢» معلمان ملی «شورای تأسیس با همزمان که کرد آغاز ١٩٠٨ سپتامبر در را

شد. انتخاب شورا این رسمی مجلۀ به عنوان ،١٩٢٠
معلمان ملی انجمن رسمی ارگان به و تأسیس ١٨٨۶ سال در ریاضی٣ فصل نامۀ مجلۀ ایتالیا در
به ریاضی معلمان انجمن تأسیس نیز دیگری موارد در شد. تبدیل ایتالیا ریاضی علوم و ریاضی
در ١٨٩١ سال در مثلا شد. منتهی نو ایده های و اطلاعات پخش هدفِ با جدید مجله های انتشار
آموزش راهنمای مجلۀ آن به دنبال و تأسیس آلمان ۴ ریاضی و علوم آموزش از حمایت انجمن آلمان
که (AIGT) هندسه۶ آموزش بهبود انجمن بریتانیا در گشت. منتشر ١٨٩۵ سال در علوم۵ و ریاضی
انتشار به انجمن این شد. تبدیل ریاضی انجمن به ١٨٩٧ سال در بود، شده تأسیس ١٨٧١ سال در
فرانسه، در داد. ادامه بود، شده آغاز ١٨٩۴ سال از آن چاپ که The Mathematical Gazette مجلۀ
١٩١٠ سال در را خود بولتن انتشار و فعالیت ها ( عمومی٧ آموزش در ریاضی معلمان (انجمن APMEP

کرد. آغاز
جامعۀ رشد با دیگر) علوم با همراه گاهی (و ریاضی مختص مجله های طریق از ارتباطات ایجاد
کاتالوگی در ریاضی فصل نامۀ ١٨٢ از برخی فهرست شد. همراه ریاضی آموزشگران سپس و ریاضی دانان
جدید موارد از بسیاری و است موجود هم هنوز بود شده تهیه (١٩١٣) بریتانیا در ریاضی انجمن توسط که
می پرداختند ریاضی آموزش به هم برخی و بودند پژوهشی مجله ها این از بعضی شود. اضافه آن به باید نیز
فهرست در که به طوری کردند پیدا توجهی قابل رشد بیستم قرن در ریاضی آموزش به مربوط مجلات که
[۴۶] در آن ها از برخی و می خورد چشم به عنوان ٢۵٣ [٨٠] ریشتر٩ و شوبرینگ٨ توسط گردآوری شده

گرفتند. قرار بررسی مورد [۴٧] و
ریاضی معلمان ملی انجمن های مهم ترین ،١٩٠٠ سال از قبل دهه های در کردیم اشاره که همان طور
کمک ریاضی معلمان هویت به دادن شکل و ارتباط ارتقای به مجله هایشان و انجمن ها این شدند. تأسیس
گرفته صورت اصلاحاتِ هدایت و انگیزه  ایجاد به لحاظ خاص، به طور انجمن ها این نقش کردند. زیادی
روندهای با همسو مدرسه ای ریاضی به روزرسانی راستای در اصلاحات، این بود. اهمیت حائز دوره آن در
١TheMathematics Teacher ٢National Council of Teachers ofMathematics ٣Periodico diMatematica
۴Deutscher Verein zur Förderung des Mathematischen und Naturwissenschaftlichen Unterrichts
۵Unterrichtsblätter für Mathematik und Naturwissenschaften ۶Association for Improvement of

Geometrical Teaching ٧Association des Professeurs de Mathématiques de l’Enseignement Public
٨Schubring ٩Richter
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صنعتی نوآوری عصر نیازمندی های با متناسب ریاضی درسی برنامه های تولید به منظور و پژوهشی جدید
شخصیت های با اغلب اصلاحات روح که است درست ، [۶٨] نابوناند١ مشاهدات طبق بود. فناورانه و
در بورله۴ کارلو ارنست امیل چارلز و آلمان، در کلاین٣ فلیکس بریتانیا، در پری٢ جان نظیر قدرتمندی
نقش آفرینان به عنوان معلمان اتحادیه های همکاری با که اصلاحات برنامه های اما یافت، تجسم فرانسه

گشت. منتشر و شد اجرا گرفت، قرار بحث مورد مهم
أکید ت و شد تأسیس ١٨٨٨ سال در (AMS) آمریکا۵ ریاضی انجمن آمریکا، متحدۀ ایالات در
سخنرانی ای در مور۶ هستینگز الیاکین هست. و بوده متوسطه) از بعد دوره های (در پژوهش بر آن همیشگی
خشم این (١٩٠٣ (مور کرد، دفاع پری عقاید از نمود، ارائه ١٩٠٢ سال در AMS رئیس به عنوان که
بعدها و (AIGT) هندسه آموزش بهبود انجمن بریتانیا در برانگیخت. را AMS اعضای از بسیاری
پیشنهاد به  سوئیس در شد. متولد هندسه درسی برنامۀ  در اصلاحات از حمایت هدف با ریاضی، انجمن
١٩٠۶ سال در شدند. مطرح توابع نموداریِ تعریف برای جدیدی برنامه های ریاضی، معلمان جامعۀ
مطالعۀ مسئول کمیسیونی مجارستان، معلمان انجمن سالانۀ نشست در بیک٧ امانوئل سخنرانی از پس
اولین به عنوان را بِیک و شد انجمن همان توسط متوسطه ریاضی آموزش کلی تغییرات و اصلاحات
مهم نقش است، شده تبدیل حاشیه ای موضوعی به ریاضی تدریس که گاهی نمود. منصوب خود رئیس
انجمن هدف ایتالیا در مثال برای است. بوده مشهود ریاضی، آموزش از دفاع در معلمان انجمن های
آن افول مقابل در ریاضی تدریس از حمایت شد، تأسیس ١٨٩۵ سال در که Mathesis ریاضی معلمان
ادامه خود حیات به هم هنوز اغلب شان که انجمن ها این بر علاوه بود. شده آغاز ١٨٩٠ دهۀ از که بود
و بولتن مجله، آن ها از بسیاری و شده اند تأسیس نیز جدیدی انجمن های هستند، سرپا کاملا و می دهند

می کنند. سازماندهی را دیگر فعالیت های و ملی نشست های و منتشر خبرنامه
ابتکارهایی داشتند. مشارکت ابتکاری فعالیت های این در حرفه ای ریاضی دانان هم و معلمان هم اغلب،
در ایتالیا، در مثال برای اتفاق این دادند؛ سروسامان را آن ها به تنهایی متوسطه دورۀ معلمان که بود هم
ریاضی دانان آن در که زد مثال فرانسه در می توان را دیگر مورد داد. رخ معلمان انجمن های آغازین دورۀ
این بین رابطۀ مشکل کردند. هدایت را اصلاحی جنبش های و گرفتند به دست را ابتکارات این دانشگاهی
دورنمای در همیشه اختیارات، و مسئولیت ها تقسیم به نیاز و ریاضی) معلمان و (ریاضی دانان گروه دو

است. بوده  دخیل دانشگاهی، رشته  یک به آن تبدیل و ریاضی آموزش توسعۀ
١Nabonnand ٢John Perry ٣Felix Klein ۴Charles E’mile Ernest Carlo Bourlet ۵American

Mathematical Society ۶Eliakin Hastings Moor ٧Emanuel Beke



١۶ ریاضی آموزش تا ریاضی، و آموزش ١۶از ریاضی آموزش تا ریاضی، و آموزش ١۶از ریاضی آموزش تا ریاضی، و آموزش از

مرز بدون ریاضی آموزش .٣
اطلاعات و ایده ها انتشار در مهمی ابزار به کشورها، از بسیاری در معلمان انجمن های و ملی مجله های
کردند. اثبات ریاضی معلمان هویت به دادن شکل در را خود حیاتی اهمیت و شدند تبدیل معلمان بین
در ملی آموزشی نظام های به مربوط بیشتر آن ها در شده مطرح مضمون های که این به توجه با همچنین
و همکاران اغلب که ندارد تعجبی می دادند، تشکیل معلمان همان نیز را آن ها خوانندگان و بود کشورها
مشکلات به پرداختن به محدود عمدتاً معلمان انجمن های اقدامات و بودند کشور همان از آن ها، حامیان
اندک بسیار خارجی مؤلفان مشارکت داشتند، اختصاص ریاضی آموزش به که مجله هایی در می شد. ملی
مجلات این از بسیاری بودنِ ملی وجود با می شد. ترجمه محلی زبان های به ایشان نوشته های عموماً و بود
آغاز در ریاضی تدریس مشکلات بر تأمل با می توانیم کشور، هر بومی مسائل به پرداختن و انجمن ها و
درسی برنامۀ سازمان دهی به مربوط بحث های اکثر کنیم. شناسایی را مشترک زمینه های برخی بیستم، قرن

بود: استوار اصلی مضمون سه بر

برنامه ها؛ بخش های بین رابطه •
شهود؛ مقابل در دقت •

علمی. دیگر رشته های و ریاضی بین رابطه •

و شد آشکار درسی برنامه ها ی مجدد سازماندهی به مربوط مباحث از رفتن فراتر به نیاز بین، این در
شوند: گرفته نظر در زیر ملاحظات با تدریس جدید روش های است لازم که شد داده تشخیص

آزمایشگاه؛ و آزمایش مشاهده، بر مبتنی تدریس» به عملی «رویکردهای •
کودکان؛ فکریِ رشد مورد در تازه یافته های •

کاربردها. بر تمرکز •

مزایای پذیرفتن و مختلف کشورهای در ریاضی آموزش مسائل بین متعدد مشترک ویژگی های وجود به دلیل
سایر و تدریس به مربوط مشکلات حل به رسیدن راستای در حرکت هایی بین المللی، همکاری های محتمل
در زیادی میزان به که پرداخت خواهیم اصلی ابتکار دو تشریح به ادامه در شد. ایجاد آموزشی مسائل

بودند. سهیم شدن١ جهانی این جریان
١Internationalism
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حمل سرعت داشت. جریان جامعه وجوه از بسیاری در جهانی شدن اندیشۀ نوزدهم، قرن دوم نیمۀ در
شرایطی چنین در می کردند. تسهیل را دور راه ارتباط فناوری، پیشرفت های و بود افزایش حال در نقل و
تولیدات نمایش امکان که جایی نداشت؛ تعجبی جهانی نمایشگاه های و جشنواره ها برگزاری ایدۀ ظهور
لندن در جهانی نمایشگاه اولین می شد. فراهم پروژه ها و دیدگاه ها تبادل و جدید فناوری های و صنعتی
ادامه ملبورن، و فیلادلفیا وین، پاریس، در نمایشگاه هایی برپایی با سال ٣٠ از پس و شد برگزار (١٨۵١)
کرده پیدا سرایت ریاضی آموزش و مطالعه جمله از زندگی جنبه های تمام به جهانی شدن اندیشۀ کرد. پیدا
ریاضی جهانی سازیِ سنگ بنای شیکاگو، در ١٨٩٣ سال در ریاضی دانان جهانی کنگرۀ برگزاریِ با بود.
یکی .(١٨٩٧ سال از (شروع گذاشته شد (ICM) ریاضی دانان٢ جهانی کنگره های همیشگی برگزاری و
او فرهنگی دیدگاه که بود لازان٣ آنگ چارلز فرانسوی ریاضی دان کنگره ها، این برپایی سنتِ مروجان از
وی مشوق بشر، ابناء بین همبستگی  و برادری دربارۀ اجتماعی اش آرمان های و ریاضی ماهیت دربارۀ

.[٣٨] بود کار این برای
(به استثنای شده اند برگزار بار، یک سال چهار هر کنگره ها این ،١٩٠٠ سال در پاریس کنگرۀ از پس
جامعۀ هویت شکل گیریِ به زیادی میزان به منظم، نشست های این جهانی). جنگ دو از ناشی وقفۀ
و شد تأسیس ١٩٢٠ سال در (IMU) ریاضی جهانی اتحادیۀ کرد. کمک پژوهشگر ریاضی دانان جهانی
عمومی مجمع اولین ١٩۵٢ سال در و برقرار مجدداً ١٩۵١ سال در ،١٩٣٢ سال در انحلالش وجود با

شد. تشکیل جدید اتحادیۀ
(الف) نبود: ریاضی آموزش حوزۀ به انتقال قابل به آسانی جهانی شدن، ایدۀ روشن، دلیل دو به اما
به ویژه است متفاوت ریاضی دانان با ریاضی معلمان موقعیت (ب) و هستند؛ ملی عمدتاً آموزشی مسائل
این وجود با دارند. هم با ارتباط برقراری و سفر برای کمتری مالی منابع و فرصت ها معلمان، که این
و شد راه اندازی فهر۴ هنری سوییسی، ریاضی دان و لازان همت به ١٨٩٩ سال در ریاضی تدریس مجلۀ
نشریه این چشم انداز و مأموریت گرفت. قرار جهانی شدن تأثیر تحت نیز ریاضی آموزش ترتیب بدین
همبستگی، جنبش به ریاضی آموزش پیوستن شد، اعلام آن تحریریۀ هیأت سوی از اول شمارۀ در که

بود. زمان آن در ارتباطات و جهانی شدن
امر به که بود مجله هایی دیگر و مجله این بین تفاوت نشانگر ریاضی، تدریس مجلۀ بودنِ جهانی
ریاضی آموزش وضعیت مورد در مقالاتی چاپ به اقدام بلافاصله مجله این می پرداختند: ریاضی تدریس
١L’Enseignment Mathematique ٢International Congresses of Mathematicians ٣Charles-Ange

Laisant ۴Henry Fehr



١٨ ریاضی آموزش تا ریاضی، و آموزش ١٨از ریاضی آموزش تا ریاضی، و آموزش ١٨از ریاضی آموزش تا ریاضی، و آموزش از

ریاضی تاریخ دانان و ریاضی دانان مجله، تحریریۀ هیأت اعضای بین در نمود. مختلف کشورهای در
(خصوصاً ریاضی تدریس مشکلات به نسبت را خود خالصانه علاقۀ این از پیش که می خوردند چشم به
(Acta Mathematica مجلۀ سردبیر لفلر١ ــ میتاگ یوستا (به ویژه ریاضی جامعۀ در ارتباطات و کلاین)

بودند. کرده ابراز
این است. شده تشریح [٣٧ ،٣۴] فورینگتی توسط ریاضی تدریس مجلۀ توسعۀ و آغازین سال های
می شد. تلقی خاص مجله ای بود، کرده ترسیم که قلمرویی علت به بلکه بودنش جهانی به سبب تنها نه مجله
(تدریس)     “enseignement” واژۀ آنان نظر از که کردند  اعلام تحریریه هیأت ،(١٩٠۴) ششم شمارۀ در
از یکی واقع در و معلمان به تدریس تا گرفته دانش آموزان به تدریس از دارد؛ گسترده ای خیلی معنای
دادن اختصاص برای را خود هدف صریحاً دلیل، همین به باشد. داشته وجود نمی تواند دیگری بدون آن ها
باید معلمان آن ها، نظر از کردند. بیان تاریخی و روش شناختی فلسفی، مسائل طرح به بیشتر فضایی

می دادند. گسترش کشورشان آموزشی نظام و درس کلاس های برنامۀ از فراتر را خود دید افق های
یعنی می کرد، تدریس ژنو در فهر اما بود. ریاضی جامعۀ و محیط محصول ریاضی تدریس مجلۀ
این از آن ها بودند. فعالیت حال در فلورنوی٣ تئودور و کلاپارد٢ ادوارد یعنی به نام، روان شناسان که جایی
توسط ریاضی محتوای تولید چگونگی بررسی هدفش که کردند استفاده پرسش نامه ای اجرای برای مجله
شناختی صرفاً که داشت اشاره جنبه هایی به که بود اهمیت حائز دلیل این به مطالعه این ریاضی دانان بود.
نظیر پژوهشگری ریاضی دانانِ دیگر سوی از می شود. گفته عاطفی حوزۀ آن به امروزه که حوزه ای - نبودند
ریاضی در اکتشاف ماهیت به مربوط جنبه های بر که کردند منتشر مجله این در مقالاتی پوانکاره، آنری

بود. متمرکز

اولیه ICMI جهانی: پروژه ای پیشرفت و پیدایش .۵
حمایت به آن در که کرد منتشر ریاضی تدریس مجلۀ در مقاله ای اسمیت۴ یوجین دیوید ،١٩٠۵ سال در
هدف که پرداخت ریاضی جهانی کنفرانس هر در کمیسیونی تشکیل و بین المللی همکاری های گسترش از
چهارمین در مقاله این .[٨٧] باشد مختلف کشورهای در ریاضی تدریس مشکلات و مسائل مطالعۀ آن،
(رم، نمود فراهم ریاضی تدریس بین المللی کمیسیون تشکیل برای را زمینه ریاضی دانان، جهانی کنگرۀ
شکل کلاین، فلیکس ریاست به ریاضی۵» تدریس بین المللی «کمیسیون اولین ترتیب، بدین و (١٩٠٨
در ریاضی۶) تدریس بین المللی (کمیسیون CIEM نام با حیاتش اول دهه های در کمیسیون این گرفت.
١Gustaf Mittage-Leffler ٢Edouard Claparede ٣Theodore Flournoy ۴David Eugene Smith
۵International Commission on the Teaching of Mathematics ۶Commission Internationale de l ’
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کمیسیون، این اگرچه می شد. شناخته آلمان در ( ریاضی١ آموزش جهانی (کمیسیون IMUK یا فرانسه
هم هنوز است، شده زیادی دگرگونی های دچار چشم اندازها و اجتماعی جایگاه نظر از تاکنون زمان آن از

نمود. تلقی ICMI اولین را آن می توان
که است این اهمیت حائز نکتۀ است. سازمانی ساختار یک ایجاد از فراتر ICMI تأسیس اهمیت
به توجه با بود. ریاضی تدریس توجه اش، اصلی کانون که داشت اشاره جهانی جامعۀ یک وجود به ICMI
بودند، دانشگاهی ریاضی دانان عمدتاً کشورها آن نمایندگان و بودند کشورها ICMI اولیۀ اعضای که این
می گرفت. صورت ریاضی دانان جامعۀ درون طولانی، مدتی برای ICMI فعالیت های که نداشت تعجبی
آتی فعالیت های برای دستوراتی و می کرد ارائه را خود گزارش های کمیسیون این ICMI نشست های طی
مربوط ملی گزارش های ICMI اصلی دستاوردهای نخست، سال های در [۶۵ ،٣٨ ،٣۵] می نمود دریافت
تدریس دربارۀ مهم موضوع های مورد در بین المللی تحقیقات و مختلف کشورهای در ریاضی تدریس به
رسمیت به را ریاضی تدریس سطوح تمام ICMI کلاین[۵٨] صریح ادعای بنابر اگرچه بود. ریاضی
معلمان آموزش و دانشگاه / مدرسه٢ از بعد آموزش متوسطه، سطوح به اصلی توجه عملا اما می شناخت،
سال های بین ICMI توسط گرفته صورت فعالیت های فهرست در زیر اولویت های به توجه بود. معطوف

است: مشهود ١٩١۵ و ١٩٠٨
ریاضی؛ تدریس روش های و سازمان این فعلی وضعیت •

ریاضی؛ تدریس در جدید رویکردهای •
ریاضی؛ متعدد شاخه های انفجار و متوسطه اول سال های در ریاضی تدریس در دقت نقش •

تجربی؛ علوم و طبیعی علوم رشته های دانش آموزان به ریاضی تدریس •
دانشگاهی؛ فیزیک دانان به ریاضی تعلیم •

متوسطه؛ دورۀ ریاضی تدریس در آزمایش و شهود •
اول دورۀ بالاتر سال های در انتگرال و دیفرانسیل حساب گنجاندن دربارۀ آمده به دست نتایج •

متوسطه؛
حرفه ای؛ ــ فنی پیشرفتۀ آموزش های در ریاضی نقش و جایگاه •

مختلف. کشورهای در متوسطه  دورۀ ریاضی معلمان آموزش دربارۀ تحقیق •

و شد عمومی بحرانی متحمل اول جهانی جنگ طی نیز ICMI دیگر علمی مؤسسات از بسیاری مانند
دوم، جهانی جنگ پایان از پس بود[٧٩]. ICMI فعالیت های رکود زمان جهانی، جنگ دو مابین دورۀ
١Internationale Mathematische Unterrichts kommission ٢Tertiary



٢٠ ریاضی آموزش تا ریاضی، و آموزش ٢٠از ریاضی آموزش تا ریاضی، و آموزش ٢٠از ریاضی آموزش تا ریاضی، و آموزش از
دائمی زیرکمیسیون به ICMI پس آن از و شد برگزار رم در ١٩۵٢ سال در IMU عمومی مجمع اولین

شد. تبدیل IMU
تحقیقات بر مبتنی که قدیمی کار دستور ١٩۶٠ و ١٩۵٠ دهه های در و کرد تغییر اوضاع حال، این با
به منظور همچنین می رسید. نظر به ناکافی جدید، وضعیت با رویارویی برای بود، ملی گزارش های و
گیرد. صورت تجدیدنظر ریاضی دانان، با رابطه مورد در که بود لازم آموزشی، مشکلات به مؤثرتر رسیدگی

بیستم قرن در درسی برنامۀ اصلاحات .۶

برنامه ها ی تولید به مربوط موضوعات ICMI تولد با همزمان بیستم. قرن آغاز در اصلاحات .١ . ۶
ریاضی درسی برنامۀ مشترک مسائل به تنها نه بحث  ها، این شد. کشورها از بسیاری در داغ بحث درسی،
در هم مثال، برای می گرفت. بر در نیز را کشورها خاص مسائل بلکه می پرداخت، مختلف کشورهای در
است مناسب هندسه تدریس برای اقلیدس» اصول » کتاب آیا که این سر بر بحث ایتالیا، در هم و بریتانیا
برای ( هندسه١ آموزش بهبود (انجمن AIGT ،١٨٧٠ دهۀ اوایل در بود. شده مناقشه  برانگیز بسیار خیر، یا
دانشگاه های در ورودی امتحانات برای تکراری تمرین های از استفاده سنت کشیدنِ چالش به و رسیدگی
و شد پیشنهاد متعددی جایگزین  های درسی کتاب های برای مباحث، این پی در شد. تأسیس بریتانیا،
«انجمن مدعوِ سخنران سخنان ١٩٠١ سال در اما گرفت. صورت ورودی آزمون های در نیز تغییراتی
به پری گذاشت. اثر جهان سراسر در ریاضی آموزش بر به نوعی پری٣ جان ،« بریتانیا٢ علوم پیشرفت
کاربردهای آن ها، علایق کودکان، ذهن وی ادعای به که کرد حمله زمان) آن (در ریاضی آموزش نظام کلیتِ
ریاضیات ایدۀ بود. نشده گرفته نظر در آن در ریاضی مختلف حوزه های بین اتصال و ارتباط و ریاضی
دانش آموزان هندسه، با برخورد اولین در که بود این شد، گرفته به کار هندسه درس برای که پری کاربردی
باعث « پری۴ «نهضت انگلستان، در بشوند. قیچی و گونیا نقاله، پرگار، خط کش، با کردن کار درگیر باید
این .[۵٠] شد متوسطه ریاضی آموزش بازسازی به نیاز و ریاضی درسی برنامۀ مورد در زیادی بحث های
مدت پری که ژاپن به می  توان جمله آن از که داد قرار تأثیر تحت نیز را دیگر کشورهای از بسیاری جنبش،
گفتیم، پیش  تر که همان طور که نمود اشاره آمریکا متحدۀ ایالات و ،[٨٢] بود کرده تدریس آنجا در کوتاهی

.[۶٧] بود پذیرفته ریاضی آموزش با رابطه در را پری ایده  های و استدلال ها آنجا در مور
١Association for the Improvement of Geometrical Teaching ٢British Association for the Advance-

ment of Science ٣John Parry ۴Parry movement
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درسی کتاب اولین به عنوان اقلیدس١ اصول کتاب از اقتباسی ایتالیا، در ١٨۶٧/١٨۶٨ سال در
محض ایدۀ از که بودند مشهوری ریاضی دانان کتاب، این مؤلفان شد. منتشر ، اتحاد٢ از پس ایتالیا
ایتالیایی اصلاح طلبان می کردند. دفاع بریتانیا، و ایتالیا در شده ابراز انتقادات مقابل در هندسه بودنِ
ایتالیا، در داشتند. أکید ت اقلیدسی روش اساس بر مناسب راهنماهای انتشار و آماده سازی اهمیت بر
درسی کتاب های تألیف در مهم، پژوهشگران از بسیاری و می گرفت رونق داشت هندسه حوزۀ در پژوهش
بر که شد متداول شهودی هندسۀ تدریس متوسطه، دورۀ در پایین تر سطح مدارس برای داشتند. مشارکت

بود. مبتنی تجربی و مشاهده ای فعالیت های
تا شد منصوب نفره» ده «کمیتۀ آمریکا، متحدۀ ایالات در نوزدهم، قرن پایان به شدن نزدیک با
.[۵۵] کنند ارائه آمریکا، مدارس درسی برنامۀ روش های و محتوا استانداردسازی مورد در توصیه  هایی
تولید دبیرستان تا گرفته ابتدایی دورۀ   از ریاضی درسی برنامۀ برای را توصیه  ها از طیفی ریاضی، زیرکمیتۀ
و دانش  آموزان» ذهنی فعالیت    های تقویت » کرد: خلاصه زیر کلیدی واژه های در را آن ها می توان که کرد

جزمی.» شکلی به نه آیند، به دست ٣ استقرایی به طور باید ریاضی «قواعد که این
اعلام بود، دبیرستان هدفش خاص، به طور که فرانسه در ١٩٠٢ سال در شده انجام اصلاحات از یکی
خواستار اصلاح طلبان، بود. ریاضی جمله، از بشری جدید ذهنی فعالیت های ضرورت به نسبت نیاز
.[۴٢] شدند زیستی علوم برای زیادتر کاربردهای دادنِ نشان   و مدرسه  ای ریاضی در بیشتری واقع گرایی
بود. متوسطه دورۀ در انتگرال و دیفرانسیل حساب از مقدماتی گنجاندن اصلاحات، این مهم وجوه از یکی

بود. ریاضی آنالیز در پیشتاز کشوری فرانسه دوره، این طی که داریم یاد به
درسی برنامۀ به حسابان درس ورود بر أکید ت خواهان که پری نهضت هم و فرانسوی اصلاحات هم
جمله از شدند. انگیزه  بخش کلاین، رهبریِ به آلمان در اصلاحات نهضت برای  بودند، متوسطه دورۀ
حساب مطالب از برخی انتقال تابعی»، «استدلال کلیدی عبارت با کلاین اصلاحی نهضت اصلی اهداف
به محدود اصلاحات، این محتوای حال، این با بود. متوسطه دورۀ به دانشگاهی انتگرال و دیفرانسیل
را معلمان از بسیاری و شروع می شد پایین تر پایه  های از اصلاحات بلکه نبود مدرسه پایانی سال های
و آموزش مفهومی سنگ بنای به  عنوان تابع مفهوم بر که أکیدی ت حاضر، حال در .[٧٧] می نمود درگیر
به طور برنامه آن در [٩۶] است آلمان در اصلاحی نهضت همان یادآور می شود،  هندسه و جبر یادگیری
جبرِ و هندسه بین پیوندی نتیجه، در و بود شده خاطرنشان توابع، مطالعۀ در تحلیلی هندسۀ نقش خاص،

است. رفتن کل به جزء از و تجربی استقرای ٣منظور

١Euclid’s Elements ٢Unification



٢٢ ریاضی آموزش تا ریاضی، و آموزش ٢٢از ریاضی آموزش تا ریاضی، و آموزش ٢٢از ریاضی آموزش تا ریاضی، و آموزش از
ثابت خواصی مطالعۀ به مثابۀ را هندسه که « کلاین١ ارلانگر «برنامۀ این بر علاوه شد. ایجاد مدرسه  ای
تدریس در هندسی تبدیلات روی عمیق تر کار برای انگیزه ای می کرد، توصیف تبدیل ها از گروهی تحت

آورد. فراهم ریاضی
کمیسیون این رئیس اولین به عنوان ١٩٠٨ سال در بود، ICMI مؤسس که کلاین که آن از پس
مقایسۀ شد. آلمانی اصلاحات ایده  های اساس بر و جهانی سطح در اصلاحاتی مروج شد، برگزیده
ترویج راستای در بود، آن شکل گیری آغاز از ICMI کاری برنامۀ  از بخشی که درسی برنامه های بین المللی
از بسیاری هم باز نکردند، شرکت فعالانه طرح، این در کشورها تمام اگرچه .[٧٨] بود کلاین پیشنهاد
،[٧٧] شوبرینگ به گفتۀ دادند. انجام خود درسی برنامه  ها ی اصلاح جهت چشمگیری فعالیت های آن ها،
متحدۀ ایالات و سوئد مجارستان، بریتانیا، آلمان، فرانسه، دانمارک، بلژیک، اتریش، شامل کشورها این

بودند. آمریکا
تا که کرد   هم  صدا [۵١] هاوسون با را ما مختلف، کشورهای در درسی برنامه  ها ی محتوای تحلیل
مدرسه  ای، درسی برنامۀ در جبر از منظور که داشت وجود این  باره در زیادی توافق ،١٩۵٠ دهۀ اواخر
متغیرها یا اعداد دادنِ نشان برای حروف از ابتدا مدرسه  ای، جبر از اتفاق مورد تعبیرِ این در چیست.
به صورت معادلات نوشتن از بعد و می  رسید٢ جبری فرمول های ساخت به نوبت سپس می  شد. استفاده
و خطی معادلات دستگاه دوم، درجۀ معادلات خطی، معادلات برای راه حلی یا فرمول به ترتیب، جبری،
تدریس در قابل توجهی تفاوت های مقابل، در می  شد. ارائه سوم و دوم درجۀ معادله  های ریشه های خواص
ابزارهای از استفاده دقت، سطح اقلیدس، اصول به نزدیکی میزان از ناشی که می خورد چشم به هندسه
وجود با بود. فضایی هندسۀ به توجه و هندسی تبدیل های از استفاده شهودی، یا تجربی تحلیلی، یا جبری
قضیه های از تعدادی به توجه هندسه، تدریس در که داشت وجود نظر اتفاق این کشورها اغلب در این،
قضیه های ، تقاطع٣ یا تالس قضیۀ فیثاغورس، قضیۀ شامل قضیه ها این است. ضروری هندسی، کلاسیک

بود. تشابه خواص و هم نهشتی  ها و دایره به مربوط

دهۀ در بین المللی اصلاحات دومین که است این عمومی تصور جدید. / مدرن ریاضیات .٢ . ۶
به بورباکی گروه علاقۀ دادند. شکل ١٩٣٢ سال در بورباکی نام تحت ریاضی دانان از جمعی را ١٩۶٠
CIEAEM جهانی کمیسیون به آن اعضای از برخی که زمانی یعنی شد، آغاز ١٩۵٠ دهۀ در ریاضی آموزش

است. جبری به صورت معادلات نوشتن منظور ٢

١Klein’s Erlanger Program ٣Intercept theorem
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و مطالعه هدف با و گاتنگو٢ کالب توسط که پیوستند ( ریاضی١ تدریس بهبود مطالعۀ جهانی (کمیسیون
بود مختلف پیشینه های با افرادی از متشکل کمیسیون، این .[٣٠] بود شده تأسیس ریاضی تدریس بهبود
اقدامات متوسطه). معلمان و معرفت شناسان روان شناس  ها، تربیت، و تعلیم متخصصان (ریاضی دانان،
ریاضی٣، کردنِ مردم سالاری کرد: خلاصه صورت این به می توان را اولیه سال های در CIEAEM اصلی
به می توان پژوهشی، گروه این ریاضی دانان بین از معلمان. واقعی مشارکت و ، فعال۴ تدریس روش
کتابی در سه، هر که کرد اشاره لیکنروویچ٨ آندره و ، شوکه٧ گوستاو ، دیودونه۶ ژان نظیر بورباکی۵ هوادارانِ
شده ویرایش CIEAEM توسط کتاب دو از یکی که داشتند نقش نیز نوشتند [٧٣] همکاران و پیاژه٩ که
در اصلاحات ایجاد با رابطه در فرصت هایی جدید، ریاضیات که کردند تصریح مؤلفان کتاب، آن در بود.
انتزاعی نمادهای با کردن استدلال ریاضی، جوهرۀ که کرد ادعا دیودونه و است کرده ایجاد ریاضی تدریس

است.
آمریکا متحدۀ ایالات در موازی به طور که جنبشی با آمد، پدید اروپا در که جدید» «ریاضی نهضت
مکس توسط ،١٩۵٠ دهه اوایل در جدید ریاضی نهضت .[۶۶] داشت مشترک ریشه های شد، آغاز

شد. آغاز (UICSM) ایلینویز١١ دانشگاه در مدرسه  ای ریاضی کمیتۀ تأسیس با و ببرمن١٠
ریاضی مطالعاتی گروه آمریکا، ریاضی انجمن ،١٩۵٧ سال در اسپاتنیک١٢ پرتاب از پس بلافاصله
،١٩۵٨ سال در کند. تدوین دبیرستان برای جدیدی درسی برنامۀ  تا داد تشکیل را (SMSG) مدرسه  ای١٣
در . [١٠٠ ،۴٣] شد منصوب گروه این مدیریت به بود، ییل دانشگاه در زمان آن که بگل١۴ جی. ادوارد
شدند، پیشنهاد آمریکا متحدۀ ایالات در جدید ریاضی دورۀ طی که درسی برنامه های زیاد بسیار تعداد بین
برنامۀ  تولید برای که دیگری متعدد گروه های و گروه این تجارب بود. آن  ها اثرگذارترین SMSG شاید
بهره روان شناسی علم از همگی که می داد نشان بودند، گرفته شکل زمان همان در تقریباً ریاضی درسی

.[۵۵] برده اند
سیاسی حزب یک یا ایدئولوژیک نحلۀ یک به مثابۀ را آن که داشتند تعصب آن به نسبت چنان آن بورباکی گروه اعضای ۵
متعصب تر یعنی معروف تر، همه از سه این آن ها، میان در که می گفتند Bourbakists هوادارانش، به دلیل، این به و می دانستند

بودند. گروه به وفادارتر یا
سابق، شوروی جماهیر اتحاد توسط ١٩۵٧ اکتبر ۴ در ماهواره اولین که بود ماهواره ها از سه تایی مجموعۀ یک ١٢اسپاتنیک،
بود. فضایی مسابقۀ و فضا عصر آغازگر زمین، مدار به اسپاتنیک پرتاب شد. پرتاب زمین مدار به بایکونور فضایی پایگاه از

است. مسافر کلمۀ روسی معادل اسپاتنیک
١Commission Internationale pour l’Étude et l’Amélioration de l’Enseignement des Mathématiques
٢Caleb Gattengo ٣ Democratization of Mathematics ۴Active Pedagogy ۶Jean Dieudonné
٧Gustave Choquet ٨André Lichnerowicz ٩Piaget ١٠Max Beberman ١١Illinois Committee

on School Mathematics ١٣School Mathematics Study Group ١۴Edward G. Begle



٢۴ ریاضی آموزش تا ریاضی، و آموزش ٢۴از ریاضی آموزش تا ریاضی، و آموزش ٢۴از ریاضی آموزش تا ریاضی، و آموزش از
یک در ١٩۵٩ سال در جدید، یا مدرن ریاضیات به مربوط اصلاحات مختلف جریان های این تمام
توسط کنفرانس این آمدند. هم گرد شد، برگزار پاریس نزدیکی در رویامونت١ در که جهانی کنفرانس
ICMI وقت رئیس استون٣ مارشال و شد سازماندهی اروپا)٢ اقتصادی همکاری (سازمان OEEC
متوسطه مدارس از گذار با رابطه در که دیودونه خصوصاً CIEAEM اعضای داشت. عهده به را آن ریاست
دورۀ (در هندسه آموزش شروع که بود معتقد دیودونه کردند. ایفا مهمی نقش کرد، سخنرانی دانشگاه به
اشیاء از مجموعه ای روی عملیات انجام برای قواعدی ایجاد با سپس باشد. حقیقی اعداد از باید متوسطه)
به کمک طولی روابط آن، از پس شود. ایجاد برداری فضای ساختار یک تا می  رود پیش تعریف  نشده۴
اصل موضوعی، روش به درس سه در می  توان را اقلیدسی هندسۀ تمام می شوند. معرفی اسکالر، ضرب

.(١٩۶١ ،OEEC) ندارند نقشی مثلث  ها ویژگی های هندسه، ارائۀ شیوۀ این در کرد. ارائه
علوم، آموزش بهبود کلی  تر هدف با هول۵ وودز کنفرانس ،١٩۵٩ یعنی سال همان در که کردیم اشاره
آمدند هم گرد بقیه و روان شناسان ریاضی دانان، دانشمندان، آن در و شد برگزار آمریکا متحدۀ ایالات در

.[١٧]
ایالات چون بود، اروپا در ریاضی درسی برنامۀ اصلاحات تحقق رویامونت، کنفرانس هدف اگرچه
اصلاحات که کرد استدلال می شود بودند، شده دعوت آن در شرکت برای هم کانادا و آمریکا متحدۀ
١٩۶٢ سال در که بود این کنفرانس این عملی نتیجۀ بود. نظر مورد اروپایی، کشورهای از فراتر بین المللی
در ریاضی تدریس برای پیشرفته ای برنامۀ تا شدند جمع خبرگان از گروهی٧ یوگسلاوی، دوبروونیک۶ در
١-١٨۵ سنی گروه دانش  آموزانِ برای هندسه درسی برنامۀ یک کمیسیون، این در کنند. تولید متوسطه، دورۀ
اسکالر، ضرب با دوبعدی برداریِ فضای یک به عنوان دکارتی مختصات صفحۀ برنامه، آن در شد. تولید
اصول طریق از مفاهیم این که شد قرار ، (١٩۶٢ ،OEEC) شوکه٨ پیشنهادهای با همسو شد. تعریف
ریاضی دان پیشنهادهای راستای در ساله، ١۵ تا ١١ کودکان برای این، وجود با شوند. معرفی موضوع
مربوط جبر به که برنامه  ای در شد. توصیه هندسه تدریس برای شهودی تری رویکرد لیبوا٩، پل بلژیکی،
اعداد، نظریۀ با آشنایی حقیقی، اعداد بر مقدمه  ای کاربردها، و توابع مجموعه ها، شامل محتوا می شد،
استاندارد مباحث به این ها، از برخی که بود ماتریس ها و خطی عملگرهای ساختارها، و گروه ها ترکیبیات،
نظریۀ برنامه  ها، این در هماهنگ  کننده اصلی مضمون است. شده تبدیل درسی برنامه های از بسیاری در

کمیسیون یک قالب ٧در

١Royaumont ٢Organisation for European Economic Co- operation ٣Marshall Stone ۴A set of

undefined objects ۵Woods Hole Conference ۶Dubrovnic ٨Choquet ٩Paul Libois
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شدند، نوشته جدید ریاضی برای که را درسی کتاب  های در رفته به کار زبان به شدت، که بود مجموعه ها
داد. قرار تأثیر تحت

دورۀ به بعد، و می شد آغاز دانشگاه از نوآوری مسیر آمریکا، متحدۀ ایالات در هم و اروپا در هم
برای و داشت حضور آموزشی سطوح تمام در مجموعه ها نظریۀ می رفت. پس ابتدایی، سپس و متوسطه
در شدند. معرفی ابتدایی، دورۀ اول پایه  های همان از طبیعی اعداد ترتیبی١ و شمارشی جنبه های مثال،
تصویب نسخۀ رسیدند. تصویب به رسمی، به طور جدید ریاضیات درسی برنامه های کشورها، از بسیاری

بود. بورباکی  گروه دیدگاه های راستای در کاملا بلژیک و فرانسه در برنامه  ها این شدۀ
شد قوی نقدهای برانگیختن موجب زود خیلی مدرن/جدید، ریاضی به مربوط نهضت های اگرچه
سکوی مدرسه  ای، ریاضیات تغییرات مورد در فراوان مباحثه  های همین ،([٩٣ ،۵٩ ،١] مثال (برای
ریاضی «پروژۀ بریتانیا، در شد. میلادی ١٩۶٠ دهۀ در بعدی منسجم ترِ اصلاحات انجام برای پرتابی
استفاده محبوبیت باعث ،« نافیلد۴ «پروژۀ و بیگز٣ ادیت تلاش  های و شد آغاز ١٩۶١ سال در « مدرسه٢
شدند. بریتانیا در ابتدایی دورۀ مدارس ریاضی برنامه های در آزمایشگاهی روش های و ملموس مواد از
دانمارک، کشورهای (شامل « مدرسه  ای۵ ریاضیات نوسازیِ برای اسکاندیناوی «کمیته  ،١٩۶٧ سال در
شناخته  شده  ترین از یکی کردند. تهیه جدید ۶ ریزمواد یک جدید، ریاضی از الهام با سوئد) و نروژ، فنلاند،
کارلسروهه « ریاضی٨ آموزش «مرکز ،١٩۶٨ سال در بود. دانمارکی کریستیانسن٧ بنت کمیته، این اعضای
در آن، به دنبال شد. تأسیس آلمان در کارلسروهه١١ شهر در ، کانل١٠ هاینز و اشتاینر٩ گئورگ هانس توسط
هاینریش و اوته١٣ مایکل اشتاینر، توسط بیله فلد در ١٢ (IDM) ریاضی» آموزش «مؤسسۀ ،١٩٧٣ سال
سال در کند. ترکیب نظری ِپژوهش با را مدرسه  ای تدریس که شد تأسیس هدف این با و بائرسفلد١۴
و پاریس لیون، در ١۵(IREM) ریاضی» تدریس پژوهشی «مؤسسات سری اولین فرانسه، در ١٩۶٩
،« ریاضی١۶ آموزش در پژوهش برای مشارکتی «گروه ،١٩٧٠ دهه اوایل در شدند. تأسیس استراسبورگ،
تشکیل توایتس١٧ بریان و هاوسون جفری همکاری با همپتون ساوث   دانشگاه ریاضی آموزش مرکز در
ابتکار نهاد. بنا را ١٩(IOWO) ریاضی تدریس توسعۀ «موسسۀ فرودنتال١٨ هانس ،١٩٧١ سال در شد.

می شود.) گفته نیز دروس سرفصل آن، (به Syllabus۶

١Cardinal and ordinal aspects of natural numbers ٢School Mathematics Project: SMG ٣Edith

Biggs ۴Nuffield Project ۵Nordic Committee for theModernization of SchoolMathematics ٧Bent

Christiansen ٨Zentrum für Didaktik der Mathematik (Centre for the Didactics of Mathematics)
٩HansGeorg Steiner ١٠HeinzKunle ١١Karlsruhe ١٢Institut für Didaktik derMathematik ١٣Michael

Otte ١۴Heinrich Bauersfeld ١۵Institute de Recherche sur l’Enseignement des Mathématiques:

IREM ١۶Collaborative Group for Research in Mathematics Education ١٧Bryan Thwaites ١٨Hans

Freudenthal ١٩Institut Ontwikkeling Wiskunde Onderwijs: IOWO (Institute for the Development

of Mathematics Teaching)



٢۶ ریاضی آموزش تا ریاضی، و آموزش ٢۶از ریاضی آموزش تا ریاضی، و آموزش ٢۶از ریاضی آموزش تا ریاضی، و آموزش از
ارنفست-آفانسیوا٢ تاتیانا توسط ،١٩٣۶ سال در که داشت « ریاضی١ کاری «گروه در ریشه عمل، این
نهضت ایجاد در گام اولین آن، پی در و می کرد شرکت گروه این نشست های در فرودنتال بود. شده تأسیس
. داشت[٨۶] عهده بر فرودنتال را آن رهبری آغاز، در که شد برداشته واقع گرا» واقعیت-مدار «ریاضیات
ماتریس ها تبدیل ها، بردارها، مثل می  پسندیدند، بورباکی گروه هواداران که آن  هایی مانند جدید مباحثی
بیشتر أکید ت و شد گنجانده متعدد کشورهای در مدرسه  ای ریاضی درسی برنامه  ها ی در مجموعه ها، نظریۀ و
گزارش در پروژه ١۵ ارائۀ و بود زیادی پروژه های باروری سال های ،١٩٧٠ دهۀ کرد. پیدا آمار، و احتمال بر
شد، برگزار کارلسروهۀ آلمان در ١٩٧۶ سال در که (ICMI − ٣) ریاضی٣ آموزش جهانی کنگرۀ سومین
مطالعات مجلۀ ویژۀ شمارۀ در ریاضی، آموزش حوزۀ در دیگر تغییرات و موارد این ادعاست. این گواه
آگاهی: و ایده ها -١٩۵٠ دهۀ اواخر از ریاضی آموزش حوزۀ در «تغییرات عنوان با ریاضی۴ در آموزشی

است. شده بازگو ،(١٩٧٨) « ۵ ICMI گزارش
مدرسه  ای، ریاضی درسی برنامه  ها ی در قوی نوآوری های این بر علاوه خزنده۶. اصلاحات .٣ . ۶
یادگیری و تدریس روش های بر هم و برنامه  محتوای بر هم که گرفت صورت نیز خزنده ای اصلاحات
نهضت  های و جدید آموزشی کمک  ابزارهای روان شناسان، تجربی تحقیقات بود. اثرگذار مدرسه  ای، ریاضی
که [١۵] آورد پدید ریاضی آزمایشگاه های به نسبت ریاضی دانان بین در علاقه ای بیستم، قرن اوایل اصلاحی
استفاده ، دست  ورزی  ها٧ و محاسبه ماشین  های ترسیمی، ابزارهای از فعال، شکلی به دانش آموزان آن  ها، در
کمکی الگوی ٢٠٠ از بیش تروتلین٨ پیتر نام به آلمانی ریاضی دان یک بیستم، قرن آغاز در می کردند.
تولیدکنندگان و سازندگان توسط الگوها این بیستم، قرن اواسط در .[٩٧] کرد تدوین هندسه تدریس برای
و تولید لایپزیک١٢) بعد و هاله (در شیلینگ١١ مارتین و ( (دارمشتات١٠ بریل٩ لودویگ نظیر مشهوری

گرفتند. قرار استفاده مورد آلمان فنی دانشکده های و دانشگاه ها در گسترده  ای به شکل و شدند توزیع
در شد. گرفته سر از زمینه ها، از بسیاری در ملموس مواد از استفاده دوم، جهانی جنگ از پس
ترسیمی و اندازه  گیری ابزارهای به ،١٣ (NCTM) ریاضی» معلمان ملی «شورای سالنامۀ ،١٩۴۵ سال
بود گاتگنو١۴ حوزه، این فعال مروجان از یکی شد. داده اختصاص سه بعدی، فیزیکی الگوهای ایجاد و
مواد از استفاده .[۴١] بود کرده متمرکز ملموس مواد از استفاده بر را CIEAEM اولیۀ فعالیت های که
١MathematicsWorking Group ٢Tatiana Ehrenfest-Afanassjewa ٣International Congress onMath-

ematics Education ۴Educational Studies in Mathematics ۵Change in Mathematics Education

Since the Late 1950s—Ideas and Realisation: An ICMI ۶Creeping Reforms ٧Manipulatives
٨Peter Treutlein ٩Ludwig Brill ١٠Darmstadt ١١Martin Shilling ١٢In Halle and then Leipzig
١٣National Council of Teachers of Mathematics: NCTM ١۴Gattegno
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داشت. کاستل  نووا١ اما نام با معلمی کارهای بر مهمی آموزشی تأثیرات تأخر، و تقدم یک با ملموس
نظیر دست  ورزی  ها از استفاده از به شدت روان شناس، و ریاضی دان ، دیینز٢ زلتان و گاتگنو همچنین،
ICME-١ در دیینز حضور حمایت کردند. کلاسی، فعالیت های در منطقی۴ بلوک های و کوییزنر٣ میله  های

بود. ملموس مواد از استفاده به ICMI علاقۀ بر گواهی ،١٩۶٩ سال در فرانسه لیون در
به [٧۵] پرایس۶ و [٩٩] ویلمور۵ بودند. اثرگذار نهضت این بر پیاژه، ژان مثل دیگری روان شناسان
در مواد این از لیبوا٧ کردند. اشاره ریاضی یادگیری و تدریس مورد در تفکر طرز تغییر در امر این اهمیت
حامی به شدت (ATM) « ریاضی٩ معلمان «انجمن بریتانیا، در و کرد استفاده بروکسل در دکرولی٨ کول ا
در آزمایش و شهود برای ابزاری به مواد، این بود. ملموس مواد از استفاده ارتقای در گاتگنو ابتکارات
آماده ریاضی، فناوری حوزۀ در بعدی نوآوری های پذیرفتن برای را مدرسه محیط و شدند تبدیل درس کلاس
فیلم هایی و شمارش مقدماتی مفاهیم آموزش برای نوآورانه ای نرم افزارهای مؤلف گاتگنو، .[٧۶] کردند
.[٧۴] بود شده داده بسط ، نیکوله١٠ ژان فیلم های مضامین از برخی آن  ها، در که بود هندسه آموزش برای
شد، برگزار ١٩۶٩ سال در که (ICME-١) ریاضی» آموزش بین  المللی کنگرۀ «اولین گزارش  در
کلاس در استفاده برای ملموس مواد و آموزشی اسلایدهای فیلم ها، کاربرگ ها، بازی ها، به اشاره شاهد
کلاسی، فعالیت های جدید روش  شناسی با آموزشی مواد این از استفاده بین رابطۀ موضوع هستیم. درس
مربوط مباحث به ورود حال در رایانه ها زمان، آن در شد. مطرح نیز کلاسی، بحث و گروهی کار جمله از
ریاضی مورد در به ویژه و مدرسه  ای ریاضی در رایانه ها نقش به صریح اشارۀ بودند. ریاضی آموزش به
پاپی١٢ فردریک و گرفت صورت ICME-١ عمومی سخنرانان از یکی ، تویتس١١ برایان سوی از کاربردی،
گسسته، ریاضیات یا الگوریتمی جنبه های به اولیه علاقۀ .[٧٢] کرد صحبت «ریزرایانه »ها به راجع نیز

.[۴٠] کرد ایجاد بیشتر، دقت به رسیدن ابزار به عنوان برنامه نویسی برای جایگاهی
آن، نمونه که شد معطوف خُرد جهان های یا آموزشی محیط های به توجه ،١٩٨٠ و ١٩٧٠ دهه  های در
برای .[٧١ ،٧٠ ،۴٩] شد ارائه ICME-٢ در پاپرت١۴، سیمور توسط که بود « لاک پشت١٣ «هندسۀ برنامۀ
او، نام به معلم این بزرگداشت به مناسبت « ریاضی تدریس بین المللی «کمیسیون جایزه جدیدترین Emma Castelnuovo١

شد. تأسیس
(Logo Programming Language) لوگو برنامه نویسی زبان بر مبتنی (Turtle Geometry) لاک پشتی» «هندسه ١٣
می شود. استفاده دکارتی مختصات صفحۀ یک روی است، لاک پشت یک برنامه این در که نشانگر یک از هندسه، این در است.
در حرکت آغاز نقطۀ از فاصله، و است جهت دار یعنی است، برداری لاک پشت حرکت که است این نرم افزار این در مهم نکتۀ

می شود. گرفته نظر
٢Zoltan Dienes ٣Cuisenaire rods ۴Logic blocks ۵Willmore ۶Price ٧Libois ٨Ecole Decroly
٩Association of Mathematics Teacher ١٠Jean Nicolet ١١ Bryan Thwaites ١٢Frédérique Papy
١۴Seymour Papert



٢٨ ریاضی آموزش تا ریاضی، و آموزش ٢٨از ریاضی آموزش تا ریاضی، و آموزش ٢٨از ریاضی آموزش تا ریاضی، و آموزش از
بخش هایی احیای به که پویا هندسۀ در پیشگام نرم افزارهای جمله از می شد ارائه نرم افزار ریاضی تدریس
برنامه  های تغییر برای ابزاری به مثابۀ فناوری کردند. کمک اقلیدسی هندسۀ و اثبات ها مانند ریاضی از
داده ها پردازش یا الگوسازی به کمک هم ریاضی، فعالیت  های و شد گرفته نظر در تدریس عمل و درسی
در پژوهش  هایی شود. تقویت می  توانست تجسم، یا تصویرسازی و کردن آزمایش توسط هم و آمار، در
پژوهش  ها، این در شد. اجرا و طراحی هندسه تدریس برای آن به  کارگیری چگونگی و فناوری نقش مورد
دیگر نظری دیدگاه های سپس گرفت. قرار استفاده مورد آن، عام مفهوم به ساخت وساز گرایی دیدگاه ابتدا
قرار توجه مورد نیز می گرفت، صورت آن ها طی یادگیری که اجتماعی١ تعاملات دیدگاه خاص، به طور و
سطوح و ساز گرایی ساخت و بین میانجی یک به عنوان « پویا٢ هندسۀ «نرم افزار از استفاده .[۶١] گرفت

.[١۴] شد أکید ت دقیق، درسی برنامۀ  ساختن٣ به نیاز بر و گرفت قرار بررسی مورد دیگر، نظری
ماشین حساب های و علمی ماشین حساب های معمولی، ماشین حساب های به دسترسی قابلیت افزایش
جنبه های به توجه سو، یک از شد. تدریس امر در جالب تجربی رویکردهای شکل گیری موجب گرافیکی،
بحث مانند مباحث، بعضی به پرداختن چگونگی دیگر، سوی از و [٢٧] بود شده معطوف الگوریتمی
.[۴۵] گرفت قرار تحقیقات موضوع می کردند، استفاده جدید فناوری از که متوسطه ای مدارس در تابع،
نقش بررسی به صریح، به طور کاری گروه یک شد، برگزار اکستر در که ICME-٢ در این، از پیش البته
پنج ارائۀ با فناوری به پرداختن کارلسروهه، در ICME-٣ در بودند. پرداخته ریاضی تدریس در فناوری
تشریح به بوداپست، در ICME-۶ در [٣١] فی توسط ارائه شده مروری۴ مقالۀ شد. انجام رسمی، فعالیت
مجموعۀ از شماره اولین دارد. اختصاص پیشگامانه دورۀ این طی فناوری از استفاده در پیشرفت ها
.[٢١] داشت اختصاص « اطلاعات۵ نظریۀ و «رایانه ها به شد، انجام ١٩٨۴ سال در که ICMI مطالعات

ریاضی آموزش تا ریاضی، و آموزش از .٧
تغییر ریاضی در پژوهش  هم ،١٩۵٠ دهۀ در ریاضی. آموزش در جدید رویکردهای ظهور .٧ . ١
رقابت  های با سیاست ارتباط و فناوری در پیشرفت  شد. متحول جامعه در ریاضی نقش هم   داد، جهت
را ریاضی آموزش در توانمندی دولت ها، شد. ریاضی از استفاده ارتقای باعث ، آهنین٧ پردۀ و فضایی۶

دارد. غرب و شرق بلوک دو بین فضایی رقابت های شروع و سابق شوروی توسط ١٩۵٧ سال در اسپاتنیک پرواز به ۶اشاره
شوروی (متحدان شرقی اروپای و آمریکا) (متحدان غربی اروپای به اروپا تقسیم برای تمثیلی آهنین»، «پرده Iron Curtain٧
سال در برلین دیوار فروریختن با به تدریج و افتاد اتفاق سرد، جنگ شروع و دوم جهانی جنگ پایان از بعد که بود سابق)

پیوست. تاریخ به ،١٩٩١ سال در که آن تا شد نازک تر پرده این ،١٩٨٩
١Social interactions ٢Dynamic geometry software ٣Construction ۴Survey ۵1st ICMI Study:

Computers and Informatics (1984)
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جمعیتِ با رویارویی آمادۀ تا شد خواسته مدارس از میان، این در می نگریستند. جهانی قدرت به چشم
حال در آموزشی مسائل پیچیدگی به توجه با شوند. آن از ناشی آموزشی مشکلات و افزایش به رو به سرعت
ICMI اصلی فعالیت های جزو که درسی و آموزشی برنامه های مقایسۀ و صرف مطالعۀ که شد معلوم بروز،
آموزش به نوین رویکردهای تا بود ضروری نیست. کافی وضعیت، این با مقابله برای می آمد، شمار به
سازمان های .[۴٠] گیرد قرار توجه مورد باشند، جدید ریاضی و اجتماعی شرایط مناسب که ریاضی
بین همکاری بر آمریکا، متحدۀ ایالات در درسی برنامه ریزی گروه های و CIEAEM نظیر تأسیس تازه
ترتیب، بدین داشتند. أکید ت ریاضی معلمان و ریاضی معلمان آموزشگرانِ روان شناسان، ریاضی دانان،
پیشگام٢» «پژوهش را آن اصلی جنبۀ ،[۶٠] کریگوسکا١ که می شد حس جدیدی حرفه ای تخصص به نیاز

رسمیت شناخت. به مستقل، علمی شاخۀ یک به عنوان را ریاضی آموزش که پژوهشی حوزه  ای نامید؛  
جنبۀ از ناشی صرفاً نباید را مشکلات و مسائل است کرده ثابت تاریخ که بود معتقد [٣٣] فرودنتال
به مربوط مباحث از پژوهشی علایق ،١٩۶٠ دهۀ گرفتن پایان با دلیل، همین به دانست. سازماندهی
شد. معطوف درسی، برنامه ها ی مختلف ابعاد به راجع گسترده تر مطالعات سمت به درسی، برنامه   های
به می  توان مثال برای که شد آغاز درسی برنامه های در مداخله قلمرو گسترش سمت به روندی نتیجه در
همچنین، کرد. اشاره بزرگسالان آموزش و حرفه  ای فنی- پیش دبستانی، دوره  های برای درسی برنامۀ تولید
به مربوط جدی مورد یک شد. اعلام ریاضی، آموزش حوزۀ در علمی دقیق  تر تحقیقات انجام ضرورت
آن در که بگل کرد. مطرح شد، برگزار ١٩۶٩ سال در که ICME اولین در بگل را تجربی پژوهش اهمیت
تجربی٣ تحقیق روش اهمیت از مقتدرانه خود، عمومی سخنرانی در بود، استانفورد دانشگاه استاد زمان

:[۴] بگل گفتۀ به گفت. سخن
که پاسخ هایی اغلب ... کرده  ایم. غفلت ( (حقایق۴ یقینی جنبه های از بحث  هایمان، تمام در ...»
در پرسش هایمان برای که پاسخ هایی از بسیاری که دارم تردید دارند. اندکی تجربی توجیه کرده  ایم، ارائه
حد از بیش معمولا پاسخ ها آن معتقدم بلکه باشند. غلط کاملا کرده ایم، ارائه ریاضی آموزش با رابطه
که است آن از پیچیده تر بسیار واقعی دانش آموزانِ ریاضی دستاوردهای و رفتارها و بوده اند ساده انگارانه

«.(٢٣٣ (ص. باورانده  اند ما به پاسخ ها این
حال در ریاضی آموزش حوزۀ در تجربی پژوهش  های به نسبت علاقه  مندی آمریکا، متحدۀ ایالات در
خطر با ایران، ریاضی جامعۀ حال، این با دارند. و داشته اهمیت همیشه تربیتی، علوم در (empirical) تجربی روش های ٣
بر جدی نظارت و لازم دقت رعایت بدون که است مواجه ریاضی» «آموزش به اصطلاح تحقیقات در روش این نام از استفاده

بسازد! دیگری چیز ریاضی، آموزش از تا می رود آن ها، انجام چگونگی
١Krygowska ٢Frontier research ۴Factual



٣٠ ریاضی آموزش تا ریاضی، و آموزش ٣٠از ریاضی آموزش تا ریاضی، و آموزش ٣٠از ریاضی آموزش تا ریاضی، و آموزش از
ریاضی آموزش پژوهشی اولویت های با رابطه در کنفرانس چندین ١٩۶٠ دهۀ اواسط تا و بود گسترش

شد. برگزار
ویژه٢» علاقۀ با «گروه یک آموزشی١»، تحقیقات آمریکایی «جامعۀ درون در نیز، ١٩۶٨ سال در
مورد تجربی پژوهش  های که این وجود با .[۵۵] گرفت شکل ریاضی، آموزش با رابطه در پژوهشی
دیدگاه این بین المللی، پژوهشی مراکز و مجله ها تعداد افزایش اما نبود، دیگر کشورهای از بسیاری اقبال
توسط که ریاضی۴ آموزش در جدید روندهای کتاب در [٢٩] گلیمان٣ و فر کرد. دگرگونی دستخوش را

کردند: عنوان را موضوع این شد، منتشر یونسکو
آموزشی عملکرد بهبود اخیر، دهۀ دو در مدرسه  ای ریاضی درسی برنامۀ در اصلاح نهضت اصلی «هدف
طراحی ریاضی آموزش حوزۀ در پژوهشی مطالعات کیفیت یا تعداد افزایش برای نهضت، این هرچند بود.
از که دلیل این به یکی کرد؛ ترغیب پژوهش هایی چنین انجام به را افراد زیادی، میزان به بود، نشده
در تغییراتی ایجاد باعث می تواند کارشان که دهند نشان تا بود شده خواسته درسی  برنامه  های مصلحان
می تواند صورتی در آتی تغییرات که داده  اند تشخیص مصلحان این که دلیل این به دوم شود؛ درس کلاس
که سبب این به سوم و باشیم؛ داشته ریاضی یادگیری و تدریس از بیشتری درک که شود مدیریت بهتر
آموزش در موجود مشکلات و مسائل مطالعۀ جذب را جدید پژوهشگران از بسیاری درسی، برنامۀ هیجان 

«.(١٢٧ (ص است کرده ریاضی
حال در دانشگاهی جامعۀ در ریاضی آموزش متخصصان پذیرش به نسبت فزاینده  ای تمایل همچنین
شده گرفته مفروض امر این (١٩۶٩) « ریاضی۵ آموزش جهانی کنگرۀ اولین «قطع  نامه در بود. شکل گیری
با که دارد را خود خاص مسائل و است علم یک به شدن تبدیل حال در خودش ریاضی آموزش که بود
جایگاهی که بود شده درخواست ICME کنگره این در مربوط  اند. [پداگوژی] آموزش و ریاضی محتوای
آن  ها ریاضی دانشکده های که دانشگاه  هایی یا پژوهشی مؤسسه  های در ریاضی آموزش جدید علم برای

شود. گرفته نظر در هستند، رشته این مناسب
بعضی در که اصطلاحی - ریاضی۶ آموزگاریِ یا ریاضی آموزش مستقل هویت دربارۀ بحث این
مثال، برای یافت. ادامه شد، برگزار ١٩٧٢ سال در که ICME-٢ در - است پسند مورد بیشتر کشورها،

همین با «گروپ» یا «سیگ» چندین نیز، ایران درسی برنامۀ مطالعات انجمن در Special Interest Group ∶ SIG ٢
است. شده ایجاد هدف،

١American Educational Research Association: AERA ٣Glaymann ۴New Trends in Mathematics

Teaching ۵Resolutions of the First International Congress on Mathematical Education ۶Didactics

of Mathematics
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مسئولیت که متوسطه» دورۀ آینده٢ معلمان آموزش برای معلم تربیت کاری «گروه در ، کریگوسکا١ زوفیا آنا
ایده های تحلیل کرد: شناسایی را ریاضی آموزش از جنبه  چهار داشت، عهده به اشتاینر٣ را آن هماهنگی
تجربۀ و کودک؛ وضعیت و ماهیت پژوهش؛ بر مقدمه ای مناسب؛ محیطی و فرهنگی آموزشی، ریاضی،
وی، نظر از شد. قائل تمایز ریاضی، آموزگاریِ و ریاضی آموزش بین [٢٠] کریستنسن۴ بنت .[۴٩] عملی
ریاضی آموزش که حالی در است، کلاس دانش آموزان و معلمان بین تعاملی فرآیندی ریاضی آموزگاریِ
اشاره و می دانست جدیدی علمی شأنیت یک را ریاضی آموزش کریستنسن است. فرآیند این خودِ مطالعۀ
درس  های ارائه به باید می نامند، ریاضی» «آموزشگران را آن  ها که کسانی رشته، این متخصصان که نمود

عمومی. آموزشگران نه و بپردازند آن

که ریاضی آموزش روش های و نقش مورد در بازنگری ریاضی. آموزش در تازه ابتکارات .٧ . ٢
در بازنگری شامل که داشت دنبال به را فراگیری بحث  های گرفت، صورت ١٩۶٠ و ١٩۵٠ دهه  های در
بین ارتباط جدید روش های تدوین برای برنامه ای و ریاضی، آموزشگران و ریاضی دانان بین رابطۀ مورد
هاینریش – شدند روبه رو مسائل این با خاصی انرژی با ICMI رئیس دو بود. ریاضی آموزشگران خودِ
با مدیریتی روابط تا کوشید ،١٩۵٠ دهۀ در ICMI دوبارۀ تولد از پس بنکه .[٣٩] فرودنتال و بنکه۵
برای جدید اختیارات حوزۀ و اهداف دنبال به و کند فصل و حل را مالی مسائل جمله از ریاضی دانان،
فرودنتال توسط کار این و بود ضروری ریاضی دانان با فرهنگی گسست نبود: کافی این اما بود. ICMI
کنفرانس های و مجله ها شد: انجام می  شدند ، شناخته ریاضی جامعه به وابستگی مشخصۀ که جنبه دو از

داد. انجام ریاضی  ) بین  المللی (اتحادیۀ IMU از مستقل را ابتکار دو هر فرودنتال ریاضی.
به شدن تبدیل حال در بود، آن تأسیس زمان از ICMI رسمی ارگان که ریاضی تدریس مجلۀ
دیگر، سوی از داشت. اختصاص آموزشی مسائل به اندک فضایی آن، در که بود ریاضی مجله  ای
چاپ برای چشم اندازشان، و مأموریت به توجه با و بودند محلی ریاضی، تدریس حرفه  ایِ مجله های
مجلۀ فرودنتال ،١٩۶٨ سال در دلیل همین به نبودند. مناسب آموزش، دربارۀ پژوهشی مقاله  های
به ابتکار، این [۴۶] هانا گفتۀ به .[٣۶] کرد تأسیس را (ESM) ریاضی۶ در آموزشی مطالعات
مثال برای کنند. منتشر ریاضی آموزش حوزۀ در پژوهشی مجله های تا داد انگیزه هم دیگر گروه های
می گذرانند، که را دوره هایی معمولا که هستند معلمان - دانشجو teachersهمان prospective آینده» «معلمان از منظور ٢
تدوین حال در فرهنگیان دانشگاه طرف از که جدیدی سیاست گذاری های با چه اگر معروف اند. خدمت» از قبل «دوره های به

یابند. تغییر است ممکن ایران، در اصطلاحات و نام ها این همۀ است،
١Anna Zofia Krygowska ٣Steiner ۴Bent Christiansen ۵Heinrich Behnke ۶Eductional Studies

in Mathematics



٣٢ ریاضی آموزش تا ریاضی، و آموزش ٣٢از ریاضی آموزش تا ریاضی، و آموزش ٣٢از ریاضی آموزش تا ریاضی، و آموزش از
ریاضی١) آموزش بین المللی مجلۀ (اکنون Zentralblatt f ür Didaktik der Mathematik(ZDM)
پژوهش مجلۀ و بودند) اشتاینر و روهرل٢ امانوئل آن سردبیران (اولین شد منتشر ١٩۶٩ سال در ابتدا
بود). جانسون۴ سی. دیوید آن سردبیر (اولین شد منتشر ١٩٧٠ سال از (JRME) ریاضی٣ آموزش در
«آموزش رشته  در پژوهش و روش ها پرسش ها، که شدند بدل مهمی ابزارهای به معاصر مجله های و ESM

گرفت. قرار بحث مورد و شد گزارش یافت، توسعه آن ها طریق از ریاضی»
در ICMI بخشیدند. سرعت ریاضی آموزش توسعۀ به نیز جهانی سطح به رسیدن جدیدِ روش های
پاریس کنفرانس و (١٩١١) میلان کنفرانس  که کرد حمایت مهمی کنفرانس های از شکل گیری  اش، آغاز
آن، از پس و اول جنگ  جهانی طی کنفرانس ها برگزارنشدن دلیل به اما زد. مثال می  توان را (١٩١۴)
جهانی «کنگرۀ در بخش هایی ریاضی، آموزش به مربوط مسائل طرح برای برنامه ریزی شده مکان تنها
ریاضی آموزش به بخش هایی کنگره  ها، این در می  شود. برگزار بار یک سال چهار هر که بود ریاضی دانان»
این سازماندهی می گرفت. بر در نیز را منطق و تاریخ ریاضی، فلسفۀ معمولا که می شد داده اختصاص
کمیته  های نظر به بستگی آن ها، تفکیک یا شدن ارائه هم با ولی داشت، مختلفی شکل های موضوعات
اختصاص ریاضی آموزش به عمومی سخنرانی یک هیچ  وقت کنگره  ها، این در داشت. اجرایی علمی-
متحدۀ ایالات در مهمی نشست های تشکیل باعث جدید» «ریاضیات نهضت ،١٩۶٠ دهۀ در نیافت.
این از برخی سازماندهی در ICMI بود. ریاضی آموزش در پژوهش بر تمرکزشان که شد اروپا و آمریکا
نیز را معلمان و می یافت گسترش مخاطبان طیف گاه  گاهی، داشت. همکاری یونسکو با کنفرانس ها،
در (ICME) ریاضی آموزش جهانی کنگرۀ برگزاری سنت تثبیت به موفق فرودنتال، می گرفت. بر در
ارائۀ به صورت سنتی الگوی طبق لیون)، در ١٩۶٩) کنفرانس ها این از مورد اولین شد. منظم تاریخ های
گروه های ،١٩٧٢ سال در (بریتانیا) کستر۵ ا در کنفرانس دومین در اما یافت. سامان سخنرانی، چندین
زمان از شد. ارائه ایده  ها، به راجع بحث برای فرصت ایجاد هدف با پروژه هایی و شدند سازماندهی کاری

می  شود. برگزار یک  بار سال چهار هر ICME نشست های بعد، به (١٩٧۶ (کارلسروهه، ICME − ٣
گرفت. شکل نیز ریاضی دانان جامعه درون از ریاضی آموزش به نگرش در تازه  ای دیدگاه های همچنین
بر گواهی رسید، ICMI ریاست به ١٩٧٩ سال در که ریاضی  دانی ، ویتنی۶ هاسلر سخنرانی پایانی جملۀ

بود: یادگیرنده به توجه شدن معطوف
یاد را آن چطور کودکان که این و کرده ایم عادت درسی موضوع  های مورد در کردن فکر به نیز «ما

هستند.» چه واقعاً آن ها ببینیم تا کنیم آغاز کودکان با را خود کار باید می گیرند.
١The International Journal on Mathematics Education (former ZDM) ٢Emmanuel Röhrl ٣Journal

for Research in Mathematics Education ۴David C. Johnson ۵Exter ۶Hassler Whitney
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HPM - شدند تأسیس ICME به وابسته مطالعاتی گروه های اولین کارلسروهه، در ICME − ٣ در
آموزش روان شناسی بین المللی (گروه PME و ریاضی١) آموزش و تاریخ بین رابطه  بین المللی (گروه
آن  ها گزارش  های منظم انتشار و نشست ها٣ از جدیدی دورۀ گروه ها، این تشکیل با .[٣٨] ریاضی٢)

بود. ریاضی آموزش حوزۀ پژوهشگرانِ از پشتیبانی و تکاملی سیر از نشان کار، این شد. شروع

ریاضی آموزش «دیسیپلین»  در خاص مباحث از خوشه  هایی .٨
سطح در واضح تر شکلی به را خود قبلی، بخش در شده گفته جدیدِ تمایلات ،١٩٧٠ دهۀ اواسط تا
آموزش برای [مناسب] سوی و سمت یافتن برای تلاش شد معلوم که آن از پس دادند. نشان جهانی،
تحصیلی مختلف سطوح و پایه  ها تفکیک به درسی برنامه های دربارۀ بحث از بیش چیزی مستلزم ریاضی،
جلد تهیۀ برای  را زمینه تا کردند ملاقات یونسکو اعضای با ICMI مقامات ،١٩٧۴ سال پایان در است،
در مهمی گام کار، این کنند. فراهم ، ریاضی تدریس در جدید روندهای کتاب های مجموعه از چهارم
شناسایی تنها نه کار، این از هدف بودند. شده مطرح این از پیش که بود مسائلی دربارۀ بحث  ها تعمیق
در که بود تغییراتی شدت و جهت گیری پایش و هدایت بلکه ریاضی، آموزش زمینۀ در عمده مشکلات
فصل های در عمیق مباحث با متناسب روش  شناسی .[٨٩] بودند وقوع حال در ریاضی آموزش حوزۀ
نتیجۀ از .[٢۴] شد ریاضی آموزش مشکلات به نسبت گسترده تری رویکردهای طرح به منجر کتاب،
شد رونمایی شد، برگزار کارلسروهه در ١٩٧۶ سال در که ICME سومین در کتاب، این دقیق آماده سازیِ

می آید. به شمار ریاضی آموزش تاریخ در برجسته فصلی این و
فصل هایی شامل تازه، روندهای کتاب از جلد چهارمین که بود این عمیق رویکرد این پیامدهای از یکی
از بودند؛ یافته اختصاص مختلف سطوح در درسی برنامه  های به مربوط مشکلات دربارۀ بحث به که بود
این نمود. اشاره فناوری از استفاده و دانشگاهی سطح در تدریس بزرگسالان، آموزش به می  توان جمله
فرآیند منتقدانۀ تحلیل و تجزیه و گرفتند قرار بحث مورد قبل، از عمیق تر به مراتب سطحی در مسائل
کتاب این در آموزشی، مواد و معلمان دانش آموزان، ارزشیابی به مربوط مباحث و درسی برنامه  های تولید
آن، از و گرفت قرار توجه مورد در سی، برنامه  های به مربوط مباحث از رفتن جلوتر اهمیت شد. عرضه
فرآیند در تعیین کننده  عامل دو از یکی بر تنها توسعه، هم و تحقیق هم اواخر، همین «تا شد: استقبال
امروز، به تا کدامشان هر تشکیل زمان از که است این مهم نکتۀ و هستند همایش  و سمینار کنفرانس ، شامل نشست ها این ٣

است. شده برگزار منظم به طور بود، شده گرفته نظر در برایش تأسیس زمان در که تناوبی هر با
١ The International Group on relations between History and Pedagogy of Mathematics ٢The Inter-

national Group for the Psychology of Mathematics Education



٣۴ ریاضی آموزش تا ریاضی، و آموزش ٣۴از ریاضی آموزش تا ریاضی، و آموزش ٣۴از ریاضی آموزش تا ریاضی، و آموزش از

گرفته نادیده آن  ها، در تدریس کلی زمینۀ یا معلم تأثیر و بود متمرکز درسی، برنامۀ یا دانش آموز یادگیری:
دربارۀ دیگر فصلی و ریاضی معلمان حرفه ای زندگی دربارۀ فصلی شامل همچنین کتاب این [٢] می شد.»

بود. ریاضی آموزش اهداف
آغاز نقطۀ تازه، روندهای کتاب از جلد چهارمین انتشار و کارلسروهه در ICME سومین برگزاری
شد. جهانی سطح در ریاضی آموزش خاص مشکلات به پرداختن برای تخصصی شاخۀ چندین شکل گیریِ
ابعاد مطالعۀ (ب) روان شناسی؛ با ارتباط (الف) کرده  ایم: دسته  بندی حوزه سه بستر در را شاخه ها این ما

ریاضی. آموزش نظریه های داشتن موضوعیت (ج) و سیاسی؛ و فرهنگی اجتماعی،

به مربوط مسائل برای پاسخ یافتن نوزدهم، قرن اواخر از ریاضی. آموزش و روان شناسی .٨ . ١
علوم شایستگی  های تلفیق است. می شده دنبال ریاضی از خارج حوزه هایی در ریاضی، یادگیری و تدریس
سهم پزشکی، و فلسفه روان شناسی، پداگوژی، مانند دانشگاهی علمی حوزه  های سایر و مختلف تربیتی
نیازهای دارای دانش آموزانِ به شد، انجام حوزه این در ابتدا در که کارهایی است. داشته امر این در مهمی
با مواجهه برای موارد، این در رفته به کار روش های که شد آشکار زود خیلی اما می شد. مربوط خاص
ریاضی محتوای مناسب  اند. نیز ابتدایی مدارس در عادی کودکان یادگیریِ و آموزش به مربوط مشکلات
بود. اثرگذار نیز هندسه تدریس بر ملموس، مواد از استفاده اما بود، حساب به مربوط عمدتاً بررسی، مورد
هدف با که مدارسی پرداختند؛ عملی١ مدارس در معلمان - دانشجو آموزش کار به آموزشگران،
به شدت عملی کار مدارس، این در می  شد. اداره و شده تأسیس جدید تدریس روش های کردن آزمایش
دغدغۀ یکی بود: گرفتن نسج حال در مختلف پژوهشی جریان دو گونه، این و بود درآمیخته پژوهش با
[حین دانش آموزان رفتار مشاهدۀ به علاقه  مند دیگری، و داشت را تدریس روش های مورد در پژوهش
مغز ذهن/ در بداند می خواست که داشتند یادگیری نظریه های در ریشه هم جریان، دو هر بود. یادگیری]
دربارۀ بحث به که داشتند تدریس نظریه های در ریشه هم و پیاژه) نظریۀ مثلا) می گذرد چه یادگیرنده

برونر). نظریۀ (مانند می پرداخت یادگیری فرآیند حین کودک رفتارهای
یک مستقیم نظارت تحت آینده معلمان آن، در که است مدارسی منظور Practice Schools / restorative practice ١
تدریس» فنون و «اصول آموختن و کارآموزی به مدرسه، همان در کلاس معلم و عالی آموزش مؤسسه یک یا دانشگاه از مربی
جمله از حرفه ای آموزش های مدل های مرسوم ترین و قدیمی ترین از یکی الگو، این می پرداختند. پداگوژی وسیع تر، معنای به یا
مسئولان کنترل و نظارت با و طراحی شده فضاهای در معمولا آموزش نوع این است. تدریس امر و مهندسی  نظامی، پزشکی،
ارتباطی مدارس، این که است این مهم دارند. متفاوتی نام کدام هر مختلف، حوزه های در و می گیرد صورت کارورزی یا کارآموزی
تجربی مدارس تأسیس زمزمۀ سهوی، یا عمدی ایران، در ولی ندارند. بود، آن مبلغ و مبتکر دیویی جان که تجربی» «مدارس با
فراوان ناگوار تبعات مطلب، خلط این و است عملی مدارس یعنی اول، مورد منظور که می شود شنیده آینده معلم تربیت برای

است. علم هر تاریخ شناخت ضرورت بر دوباره ای أکید ت این ها همۀ دارد.
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نوزدهم قرن ابتدای در احتمالا ریاضی، آموزش بر روان شناسان و پداگوژی١ متخصصان کارهای تأثیر
تدریس بر پستالوزی کارهای شد. آغاز پستالوزی٢ هاینریش یوهان نام به سوییسی آموزشگر یک توسط و
اثرگذار [١٨] آمریکا متحدۀ ایالات و ([۵٢ ،٢۵]) اروپا ابتدایی مدارس در هندسه و حساب یادگیری و
آلمان در سازمان   یک به صورت کودک۴ مهد مؤسس فروبل٣ فردریش نام به وی پیروان از یکی بودند.
بلوک های از او واداشت. دیگر فعالیت های و بازی طریق از یادگیری به را دانش  آموزانش فروبل بود.

می  کرد. استفاده هندسه تدریس برای ملموس هندسی اشیاء و حساب تدریس برای چوبی
گذاشت. تأثیر مدارس در ریاضی تدریس شیوۀ بر که بود دیگری اندیشمند هربارت۵ فردریش یوهان
مختلف کشورهای در را معلمان آموزش و ابتدایی دورۀ در تدریس هربارت ایده  های ،١٩٠٠ سال حدود
می  کرد، ترغیب تدریس۶ مراحل رعایت به را معلمان هربارت، که این وجود با .[۵٠] داد قرار تأثیر تحت
ساخت وسازگرایی به عنوان بعدها که چیزی با یادگیری و تدریس بین رابطۀ مورد در دیدگاه هایش اما
و انسانی تعامل  های بر مبتنی زیادی حد تا همچنین وی دیدگاه های است. بوده سازگار شد، شناخته

است. بوده اجتماعی
جان نوشته  های از متأثر کودکان آموزش به علاقه  مندی توسعۀ آمریکا متحدۀ ایالات در دیگر، طرف از
سال در دیویی کرد. تأسیس آزمایشگاهی٨ مدرسۀ یک شیکاگو دانشگاه در ،١٩٨۶ سال در او بود. دیویی٧
در را یادگیری فرآیند کل دیویی کرد. سپری آنجا در را کاری اش دوران بقیۀ و رفت کلمبیا دانشگاه به ١٩٠۴
که بود این او اولیۀ فرض های از یکی ریاضی، یادگیری مورد در مثال، برای می نگریست. عمل چارچوب
آثار در فعال٩ یادگیری ایدۀ همین .[٩١] می کند درک را کمیت مفهوم عملی، مسائل حل نتیجۀ در کودک
آرمیتاژ١٢» «مدرسۀ مؤسس ، دِکرولی١١ اُوید و رم در کودکان برای مدرسه ای مؤسس مونته  سوری١٠ ماریا

در دلیل همین به ندارد. وجود تقریباً باشد، داشته را «پداگوژی» جامعیت که مناسبی واژۀ انگلیسی، یا فارسی زبان های در ١
را یادگیری تا می شود واقع درس کلاس در که چه آن هر و تدریس فنون و اصول به اشاره برای لاتین واژۀ همین از زبان دو هر

می شود. استفاده بخشد، ارتقاء
مهد است. شده انگلیسی زبان وارد نام همین با کانادا و آمریکا در و است کودکان» «باغ معنای به Kindergarten واژه ۴

است. جدید مدنی سازمان یک کودک
نویسندگان اما دارد. منافات سازگرایی و ساخت  روح با سلسله مراتبی دیدگاه یک از پیروی ظاهر، در که است آن تذکر این علت ۶
اساسی اصول با بود، داده پیشنهاد هربارت که تدریسی ماهیت و اجتماعی - انسانی وجوه که داده اند نشان تاریخ، استناد به

دارد. قابل ملاحظه ای همسویی ساخت وسازگرایی،
داشتند، انسان روان و جسم به نسبت که بینشی و آگاهی اساس بر دو هر دِکرولی و مونته سوری École de l′Ermitage١٢
باشد) «آرمیتاژ» تسمیه وجه شاید (که شهر هیاهوی از دور مرکزی دِکرولی، مشخص به طور کردند. اقدام کودکان تربیت به
← کودکان علائق آن ها محوریت و بود کرده ابداع خود که روش هایی با «غیرطبیعی» کودکان تربیت به آن، در و کرد درست
٢Johann Heinrich Pestalozzi ٣Friedrich Fröbel ۵Johann Friedrich Herbart ٧John Dewey
٨Laboratory school ٩Active learning ١٠Maria Montessori ١١Ovide Decroly



٣۶ ریاضی آموزش تا ریاضی، و آموزش ٣۶از ریاضی آموزش تا ریاضی، و آموزش ٣۶از ریاضی آموزش تا ریاضی، و آموزش از
با کار از گرفته ریشه آن ها آموزش روش های و بودند پزشک دو این می خورد. چشم به نیز بروکسل در
مونته  سوری اما بود، پیرامون جهان مشاهدۀ بر مبتنی دِکرولی روش بود. جزئی ناتوانی های دارای کودکانِ
یادگیریِ توان ایجاد به کمک هدفشان که کرد تولید (materiale strutturato) خاصی آموزشی مواد
روان شناسان توسط اغلب متعددی روان شناسی آزمایشگاه های دوره، این از پس بود. کودکان در مستقل
دارد شهرت آزمون  سازی و هوش نظریۀ  در خدماتش به سبب که فرانسوی روان شناس بینه١، آلفرد نظیر
و بینه آزمایشگاه های در شد. تأسیس اروپا در سوییسی، کودک روان شناس و عصب شناس کلاپارد٢، و

می گرفت. قرار مطالعه مورد ریاضی یادگیری برای کودکان تلاش معمولا کلاپارد،
روان شناس تورندایک٣ لی ادوارد توسط ریاضی یادگیری زمینۀ در پژوهش آمریکا، متحدۀ ایالات در
ریاضی آموزشگر روان شناس، معلم، ۴ برونل ویلیام و داشت ریاضی یادگیری به زیادی علاقۀ که رفتارگرا
هر متفاوت، نظری دیدگاه های داشتن وجود با تورندایک، و برونل گرفت. صورت تربیتی روان شناس و
کتاب تورندایک ،١٩٢٢ سال در بود. آموزش۵ علم ایجاد پی در که بودند بزرگتر نهضتی به معتقد دو
چاپ به را (١٩٢٣) جبر٧ روان شناسی کتاب نیز، بعد اندکی و کرد منتشر را خود حساب۶ روان شناسی
تقویت قصدشان و بودند «ارتباط گرایانه» دیدگاهی در پیوندگرایی٨ نظریۀ بر مبتنی کتاب دو این رساند.
رفتاری  تر دیدگاه  های مقابل در بود. نوشته تورندایک که بود مدرسه  ای ریاضی درسی کتاب های مجموعۀ
«یادگیری اهمیت بر جاد٩ اچ. چارلز خود، راهنمای استاد ایده  های کردنِ دنبال با برونل تورندایک،

.[۵٧] کرد أکید ت «طوطی  وار١١» روش های مقابل در « معنادار١٠
یافته توسعه حیوانات روی آزمایش طریق از که («رفتارگرایی١٢») رفتاری روان شناسی نظریه های
مرتبط مدرسه  ای، یادگیریِ با اسکینر١٣ فردریک بوریس توسط ١٩۵٠ تا ١٩٣٠ سال  های طی بعداً بودند،
شکل گیری اساس که کرد أکید ت تقویت١۵» «فرآیندهای طریق از کنشگر١۴ «شرطی شدن بر اسکینر شدند.
آموزش طریق از می تواند رفتار در تغییر رفتارگرایی، بر مبتنی تدریس نظریۀ طبق می  شوند . تلقی رفتار

کنید: مراجعه زیر نشان و نام با تناسب» و آموزش «بین کتاب به بیشتر اطلاعات برای پرداخت. بود،
Depaepe، Marc. .(٢٠١٢) Between Educationalization and Appropriation: Selected Writtings on the
History of Modern Educational Systems. Leuven University Press
انگلیسی تلفظ به «تورندایک» که حالی در است، شده ترجمه «ثورندایک» به نام این فارسی، در Edward Lee Thorndike ٣

است. نزدیک تر آن
استفاده نیز عامل» «شرطی سازی معادل از فارسی، زبان به شده ترجمه روان شناسی کتاب های در Operant conditioning١۴

است. شده
١Alfred Binet ٢Claparède ۴WilliamBrownell ۵Science of Education ۶Psychology of Arithmetic
٧ Psychology of Algebra ٨Theory of Associations in a “connectivist” perspective ٩Charles H. Judd
١٠Meaningful learning ١١Rote ١٢Behaviourism ١٣Burrhus Frederic Skinner ١۵Reinforcement

processes
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به کمک «یادگیری و « تسلط١ حد در «یادگیری آن به بعداً که چیزی (یا بگیرد صورت برنامه ریزی شده
نظریۀ در به ویژه و [٨۴] ریاضی تدریس در گسترده ای بسیار کاربردهای ایده  ها این شد). گفته « رایانه٢

داشتند. رایانه از زودهنگام استفادۀ هوادارِ
پیاژه ژان سوییسی، روان شناس جانب از ریاضی آموزش بر روان شناختی تأثیر عمده  ترین  حال، این با
کرد ابداع را روش هایی شناختی»، «مراحل شناسایی و بالینی به روش کودکان رفتار مطالعۀ طی پیاژه بود.
با موازی پیاژه، شناختی مراحل شدند. ابتدایی دورۀ در ریاضی آموزش به مربوط مباحث گسترش باعث که
می کند، اشاره [۵۵] کیل پاتریک که همان طور اما بود. آمریکا متحدۀ ایالات در برونر جروم تدریس مراحل
به دسترسی مشخصه   اش، که دورانی ،١٩۶٠ و ١٩۵٠ دهه های در شناختی روان شناسی ورود از «پس تنها
آموزش پژوهشگران بود، برونر جروم توسط مجددشان تفسیر و آن  ها انگلیسی ترجمۀ طریق از پیاژه آثار
(ص. دادند» نشان روان شناسان با بیشتر همکاری و روان شناختی نظریه های به عاقلانه  تری توجه ریاضی

.(١٨
دهۀ در شدند، متولد سال یک در پیاژه و روسی ویگوتسکی٣ سمنوویچ لو هرچند دیگر، سوی از
آثار نشدن  ترجمه از ناشی تأخیر، این شد. آغاز ریاضی آموزش بر ویگوتسکی ایده  های تأثیر که بود ١٩۶٠
به ویژه ویگوتسکی، دیدگاه های بود. حوزه این در اجتماعی دیدگاه به علاقه فقدان و انگلیسی] زبان [به وی
(ZPD) توسعه۴» تقریبی «دامنۀ میانۀ در یادگیرندگان راندنِ جلو در اجتماعی تعامل مهم نقش با رابطه در
فرآیندهای طریق از و شده ساخته اجتماعی به طور دانش تمام ویگوتسکی، نظر از داشت. بسیاری اهمیت
این از می شود. درونی می  گذارند، اشتراک به هم با را خود شخصی تجربه های یادگیرندگان، که مشترکی
طبق دارد. فرد دانش رشد در مهمی نقش حامیانه، و نزدیک روابط که می  شد نتیجه  گیری چنین ایده
توسعه نشانه ها و (مصنوعات) ابزارها از استفاده با کودک، در معانی جهانِ فرهنگی، میانجی گری دیدگاه
است شده برده به کار ریاضی آموزش در گسترده  ای به طور ویگوتسکی نظریۀ گذشته، سال ٢۵ طی می  یابد.
بوده فرد، یک به جای یادگیرنده نفر دو دست کم یا یادگیرندگان از گروهی ریاضی فعالیت  های بر تمرکز و

.[۵] است
ریاضی در هم که فیشباین۶، افرایم و اسکمپ۵ ریچارد دینز، زلتان گاتگنو، کالب نظیر اندیشمندانی
تربیتی علوم و ریاضی آموزش بین رابطه ایجاد در مهمی سهم بودند، دیده آموزش تربیتی علوم در هم و
تدریس در روان  شناختی عوامل نقش دربارۀ تفکر برانگیختن موجب فیشباین و اسکمپ کارهای داشته اند.

است. شده استفاده چیرگی» حد در «یادگیری معادل از فارسی، ترجمه های بعضی در Mastery learning١

٢Computer-assisted learning: CAL ٣Lev Semënovič Vygotsky ۴Zone of Proximal development
۵Richard Skemp ۶Efraim Fischbein



٣٨ ریاضی آموزش تا ریاضی، و آموزش ٣٨از ریاضی آموزش تا ریاضی، و آموزش ٣٨از ریاضی آموزش تا ریاضی، و آموزش از
تمایز ،« رابطه  ای٢ «درک و « «ابزاری١ درک بین [٨٣] اسکمپ شد. بالاتر پایه های در ریاضی یادگیری و
است. آن ها فوری کاربرد و قضیه ها قواعد، مکانیکی یادگیری نتیجۀ ابزاری درک وی، نظر از شد. قائل
ایده  های و مسئله  ها موقعیت  ها، اشیاء، با یادگیرنده شخصی درگیرشدن نتیجۀ رابطه  ای، درک که صورتی در
ریاضی آموزش در دقت و شهود بین تعامل   مورد در فیشباین عمیق کارهای مدیون ما است. ریاضی
« ریاضی٣ آموزش روان  شناسی بین  المللی «گروه مؤسسان جزو فیشباین، هم و اسکمپ هم .[٩۵] هستیم
میزگردی ICME − ١ در بود. آن رئیس دومین اسکمپ و PME رئیس اولین فیشباین بودند. (PME)
در و می کرد اداره را آن فیشباین که شد سازماندهی ریاضی آموزش در  روان  شناختی مسائل مورد در
که اهمیتی بر [۴٩] هاوسون ICME − ٢ گزارش مقدمۀ در یافت. ادامه وی مدیریت با نیز ICME-٢
در که افرادی تعداد که کرد اشاره او کرد. أکید ت داشت، ابتدایی دورۀ ریاضی با رابطه در پیاژه روان شناسی
آن در دیگر کاری گروه  های تمام از بیش بودند کرده شرکت « ریاضی۴ یادگیری «روان شناسی کاری گروه
و تمام » شد، گذاشته بحث به میزگرد دو این در که موضوعی [۴٩] هاوسون گفتۀ به است. بوده کنگره

.(١۵ (ص. صحه گذاشت» ریاضی، آموزش بر کمال،
پژوهشی تحلیل یک شد، منتشر ١٩٩٠ سال به که « ۵ICMI مطالعات «مجموعۀ مقدمۀ در فیشباین
روان  شناسانۀ «مسائل که شد مدعی آن در و کرد۶ تدوین PME برای ریاضی آموزش روان  شناسی حوزۀ در
مرتبط ریاضی آموزش با واقعاً حال، عین در و هیجان انگیز علمی به لحاظ ریاضی، استدلال و یادگیری
ریاضی آموزشگران و روان شناسان بین تعامل سده یک از بیش تجلی جمله، این .(۴ (ص. هستند»
جامعه شناسی، پزشکی، فلسفه، روان شناسی، نظیر دانش حوزه های از بسیاری اگرچه حقیقت، در است.
توسعۀ اصلی حامی مفهومی، نظر از اما خورده  اند، پیوند ریاضی آموزش با مردم شناسی، و زبان شناسی

است. بوده روان شناسی ریاضی، آموزش
آموزش به اختصاص یافته فصل در ،١٩٧٢ سال در سیاسی. و فرهنگی اجتماعی، ابعاد .٨ . ٢
شامل که شد پیشنهاد پژوهشی حوزۀ سه ،[٢٩] ریاضی٧ تدریس در تازه روندهای سوم جلد در ریاضی
سال چهار بود. معلمان و تدریس و یادگیرنده، و یادگیری آموزشی، مواد و روش ها درسی، برنامه های
این چهارم جلد در مبحث همان به مربوط فصل در کارلسروهه، در ICME-٣ برگزاری زمان تا بعد
شد. داده بسط پژوهشی، تازۀ حوزۀ پنج کردن فهرست با پژوهشی فعالیت های انجام امکان [٢] کتاب
١Instrumental ٢Relational Understanding ٣The International Group for the Psychology of Math-

ematics Education: PME ۴The Psychology of Learning Mathematics ۵ICMI Studies Series
۶Fischbein, E. (1990). Introduction. In P. Nesher & J. Kilpatrick (Eds.), Mathematics and cogni-

tion: A research synthesis by the International Group for the Psychology of Mathematics Education,

(pp. 1–13). Cambridge, UK: Cambridge University Press. ٧New Trends in Mathematics Teaching
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پژوهشی علایق واقعی، درس   کلاس های وضعیت مطالعۀ تعامل  ها، بررسی از بودند عبارت حوزه  ها این
در شده ارائه دیدگاه های و رویدادها نظری. جهت گیریِ و پژوهش، روش های مجموعه١ توسعۀ معلمان،
شدند. آن به نسبت جامع تری دیدگاه های اتخاذ باعث و بودند سودمند ریاضی آموزش در ICME − ٣
ریاضی نقش و جایگاه به مربوط ابعاد از وسیع تری درک با آینده  نگر، پژوهشی علائق گسترش همچنین
عوامل اهمیت به نسبت به  رشدی رو علاقۀ ،١٩٧٠ دهۀ اواخر در بود. همراه جامعه، در ریاضی آموزش و
عوامل مداخلۀ چگونگی در چه و درسی  برنامه  های در ریاضی نقش به مربوط بحث  های در چه اجتماعی،
مبنی می شد ایجاد رشدی به رو باور می خورد. چشم به ریاضی، یادگیری و تدریس در فرهنگی و اجتماعی
ریاضی آموزش به بلکه درس، کلاس در تعامل فرآیند شناخت به باید تنها «نه ریاضی٢ آموزش که این بر
توسعه دل در ریاضی، آموزش توسعه «فرآیند یعنی بپردازد»؛ نیز اجتماعی رفتارهای از جنبه ای به مثابه
که تمهیداتی در .[٧] بود شده ابراز نیز دیگری جای در دیدگاه این . [٢] دارد» جای آموزشی، نظام کلیت
تمایل بازتاب گرفت. قرار توجه کانون در مضمون این به نسبت قبلی تمایل دو بود، شده ICME-٣ برای
دیده ریاضی، آموزش کلی مقاصد و اهداف بر می کرد، دفاع آن از [٢٢] آمبروسیو٣ دی اوبیراتان که اول
تعامل  ها مطالعۀ اهمیت می  کرد، جانبداری آن از دیگر موارد کنار در [٢] بائرسفلد که دیگری تمایل شد.

بود. یادگیری - تدریس فرآیند در
و تدریس اجتماعی و فرهنگی پایگاه  های مورد در وسیع دیدگاه یعنی حوزه دو این ١٩٨٠ دهۀ در
شرح بودند. قابل توجهی پیشرفت های شاهد آن ها، در پژوهش دامنۀ توسعۀ آن به تبع و ریاضی یادگیری
گسترده تر دیدگاهی به بود، شده تهیه ICME-٣ برای که ریاضی آموزش اهداف دربارۀ دی  آمبروسیو اولیۀ
بود باری اولین این، و [٢۴ ،٢٣] شد ارائه آدلاید۴ در ICME-۵ در وی عمومی سخنرانی در و شد بدل
پیشنهاد او شد. مطرح ریاضی، آموزش در جهانی بزرگ رویداد یک در « قومی۵ «ریاضیات مفهوم که
اجتماعی «گروه های بین فرهنگی تمایز و فرهنگی تلقی  های طرز گوناگونی باید ریاضی، آموزش که کرد
[حفظ] و امنیت احساس و طبقاتی تضاد و ساختار مالکیت، و تولید شیوه های فرهنگی، ریشه های که
ریاضی که گوناگونی شیوه های به توجه .[٢٣] شود گرفته درنظر دارند»، شده تعریف کاملا فردیِ حقوق
ریاضی، آموزش بر توجه این پیامدهای بازتاب و شده آمیخته متمایز، اجتماعی محافل و فرهنگ ها با
به پژوهش  ها، این از بسیاری که شد موجب امر این زد. دامن رابطه، این در تابی و تب پر تحقیقات به
داده آن  ها به بهایی که بپردازند اجتماعی حرفه  های و گروه ها روزانۀ زندگی در ریاضی فعالیت  های بررسی
می کنند. استفاده Didactics از Education، به جای آلمان، و فرانسه جمله از اروپایی کشورهای از بسیاری در Didactics٢
می شود. گفته هم تربیت» و «تعلیم تناسب، به ولی شده معروف «آموزش» به هستند، هم معادل که واژه دو این فارسی، زبان در
١Repertoire ٣Ubiratán D’Ambrosio ۴Adelaide ۵Ethnomathematics



۴٠ ریاضی آموزش تا ریاضی، و آموزش ۴٠از ریاضی آموزش تا ریاضی، و آموزش ۴٠از ریاضی آموزش تا ریاضی، و آموزش از
برانگیخته موجب پژوهش، نوع این شود. پرده برداری مختلف، فرهنگ  های در نهفته ریاضی از و نشده

شد. آن  ها با مرتبط آموزشی شیوه  های بر بیشتری تأملات و مطالعات شدن
و تدریس اجتماعی ابعاد به که گرفت شکل پژوهشی مسیر دو اروپا، در نیز زمان همان در تقریباً
تعامل   در « «پنهان١ اجتماعی ابعاد مورد در را خود اولیۀ اثر [٣] بائرسفلد نهاد. ارج ریاضی یادگیری
در پژوهش سنت در نیز [١۶] بروسو٢ گی کرد. منتشر ریاضی، درس کلاس  در دانش آموزان و معلم بین
ریاضی دانش به علمی ریاضیات تبدیل (تله  ها) مخاطرات به توجه برای نظریه  ای و شد غوطه ور فرانسه
تا بودند. عمده ای پیشرفت های شاهد مطالعاتی، مسیر دو هر بعد، سال های در نمود. تبیین مدرسه  ای،
فرهنگی و اجتماعی ابعاد تأثیر دربارۀ شده انجام پژوهش  های نتایج پیوسته، به طور ،١٩٨٠ دهۀ پایان
ارائه ریاضی، آموزش پژوهشی نشریه  های در ریاضی، یادگیری و تدریس و ریاضی درسی برنامه  ها ی بر
تطابق عدم مورد در بحث از پس کرد، منتشر ١٩٨٧ سال در که کتابی در اُلسن٣ - ملین استیگ می شد.
حوزۀ پژوهشگران که کرد استدلال روزانه، زندگی و مدرسه در دانش آموزان ریاضی صلاحیت  های۴ بین
اجتناب ناپذیر، شکلی به سیاسی، ابعاد که بودند [واقعیت] این شناختن به  رسمیت نیازمندِ ریاضی، آموزش

.[۶۴] داشت قرار ریاضی یادگیری و تدریس مرکز در
در پژوهش   توسعۀ در کلیدی سالی ،١٩٨٨ سال که برد پی مسئله این به می توان بازاندیشی به کمک
«مطالعات به را خود ویژۀ شمارۀ ریاضی، در آموزشی مطالعات مجلۀ سال، آن در بود. ریاضی آموزش
بود۵. نوشته موضوع این در هم کتابی [٩] بیشاپ داد. اختصاص ریاضی» آموزش در اجتماعی-فرهنگی
به جامعه۶»، و آموزش ریاضی، دربارۀ پنجم روز ویژۀ «برنامۀ شد، برگزار بوداپست در که ICME − ۶ در
دوازدهمین عمومی سخنرانی در همچنین .[۵۴] یافت اختصاص ریاضی» آموزش سیاسی ابعاد «بررسی
جزئیات گزارش، این بود. داده انجام تیم یک با که داد ارائه پژوهشی گزارشی ، نونز٧ زینا ترِ PME کنفرانس
کار برزیل شهرهای خیابان های در دوره  گرد فروشندۀ به عنوان که را بی  سوادی کودکان ریاضی صلاحیت  های
«ظهور از حاکی اجتماعی، چرخش این ،[۶٢] لرمان٨ استفان تعبیر به .[١٩] کشید تصویر به می کردند،
فعالیت  های محصول را، استدلال و تفکر معنا، که بود ریاضی آموزش پژوهشی جامعۀ در نظریه هایی
تحلیل نیز آموزشی منظرِ از اجتماعی، چرخش این در می توانیم .(٢٣ (ص. می کردند» تلقی اجتماعی
در دی آمبرسیو اولیۀ بازتاب  های طنین که کاری بگنجانیم؛ جامعه در را ریاضی آموزش و ریاضی نقش

است. شده استفاده نیز «شایستگی» معادل از ترجمه ها، بعضی در Competency۴

١Hidden ٢Guy Brousseau ٣Stieg Mellin-Olsen ۵ Bishop, A. J. (1988b). Mathematical Encultur-

ation. A cultural perspective on Mathematics Education. Dordrecht, The Netherlands: D. Reidel.
۶Fifth Day Special Programme ٧Terezinha Nunes ٨Stephen Lerman
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بحث به ([٨۵]) اسکوفس  موز١ اوله ،١٩٩٠ دهۀ اواسط در .[٢٢] است ریاضی آموزش اهداف مورد
معاصر، جوامع در ریاضی قدرت بر أکید ت با وی پرداخت. شهروندی و جامعه ریاضی، بین روابط دربارۀ
دیدگاه یک طرح فرصت آن، در که کرد مطرح ریاضی آموزش در را انتقادی موضع یک اتخاذ پیشنهاد
کنش  ها/ برای مبنایی به عنوان ریاضی، کاربردهای و محتوا جهانی شدن، مباحث دادن پیوند برای جامع

شود. فراهم ریاضی، سواد طریق از جامعه کردن قدرتمند و اجتماعی عمل  های

نظریه دغدغۀ .٩
دانشگاهی فعالیت های حوزۀ در مناسب جایگاهی دنبال به باید ریاضی آموزش که نکته این درک
IMCE اولین در که قطع  نامه  هایی از یکی .[۵۵] بود محسوس نیز بیستم قرن آغاز در این از پیش باشد،
از .(۴١۶ (ص. بود « ریاضی٢ آمورش «نظریۀ  یک به نیازمندی به مربوط رسید، تصویب به (١٩۶٩)
IDM در که استاینر شد. بارزتر نظریه  ای چنین تبیین برای تلاش ICME-٣ از بعد و ١٩٧٠ دهۀ اواسط
گرفت. عهده به را آن بر بازتاب و نظریه تبیین برای فشار جریان یک رهبری بود، مستقر بیله فلد دانشگاه در
١٩٩٢ سال تا که داد تشکیل را (TME) ریاضی آموزش نظریۀ  به نام بین المللی مطالعاتی گروه  یک او
مورد در گروه این توسط مناظره  هایی بود. جهانی کنفرانس های ثابت ویژۀ گروه و کرد برگزار کنفرانس پنج
گرفت صورت علمی، حوزۀ یک به عنوان ریاضی آموزش مشروعیت و ثغور و حدود امکان  ها، ماهیت،
کشور، چندین از را برجسته ای پژوهشگران و ( و[٢] مثال[۴] (برای داد بسط را قبلی بحث  های و [٨٨]
جامعه شناسی، تربیتی، علوم (روان شناسی، دانش حوزه های سایر و ریاضی آموزش بین رابطۀ کرد. درگیر
خانگی، محلی۵ بومی/ نظریه های اعتبار۴ روایی/ رقیب، پارادایم  های٣ تبیینی قدرت غیره)، و ریاضی
بود. گروه این متعدد خدمات جمله از درسی، برنامه   های تغییرات بر تأملاتی و عمل و نظریه بین رابطۀ
اصول مورد در [٨٩] فرماندل و استاینر توسط یکی که بود کتاب دو گروه، این تولیدات دسترس ترین در
سایر دید از ریاضی آموزش بر جامع مروری ارائۀ [۶] دیگری و شد تألیف ریاضی آموزش روش  شناسی و
ریاضی آموزش حوزۀ در پژوهش تنوع توجیه صدد در کتاب چندین بود. جهان در ریاضی آموزشگران
این توصیف برای تلاش در دانشنامه). سومین کتاب این خصوصاً و [٨١ ،۴۴ ،٢٨ ،١٣ ،١٢]) برآمده اند
و فرهنگی پیشینه  تربیت، نتیجۀ که نمود معطوف پژوهشی سنت های به را توجه [١١ ،١٠] بیشاپ تنوع،
سنت سه ویژگی  های توصیف برای را خود سازه۶ بیشاپ ،١٩٩٢ سال در .[١٠] بودند پژوهش» آموزش
جامعیت هیچ کدام ولی است شده انتخاب پارادایم برای نیز دیگری معادل های و ذهنی نمونه های مدل ها، الگوها، Paradigms٣

ندارند. را واژه این
١Ole Skovsmose ٢Theories of Mathematics Education ۴Validity ۵Home- grown ۶Construct



۴٢ ریاضی آموزش تا ریاضی، و آموزش ۴٢از ریاضی آموزش تا ریاضی، و آموزش ۴٢از ریاضی آموزش تا ریاضی، و آموزش از
آموزشی، عمل و پژوهش بین رابطۀ بر بازتاب برای پیشینه ای به عنوان آن از بعدها و گرفت به کار مختلف
ارج معلمانی نقش به که است پداگوژی همان یا تدریس فنون سنت  ها، این از یکی .[١١] کرد١ استفاده
نمود است. مشاهده و کردن آزمایش آن، کلیدی مؤلفه  های و دارند بازتاب خود تدریس عمل بر که می نهد
کرد مشاهده شد، ارائه ICME-١ در ١٩۶٩ سال در که بگل مقالۀ در می  توان را علمی٢ تجربی- سنت
شد.» آن ها کمی غالباً تحلیل و شواهد کسب روش های متوجه پژوهش، فرآیند و دانش گنج درِ «کلید و
تحلیل، و تجزیه بر مبتنی که است « مدرسی٣ فیلسوفان - فیلسوف «اندیشمندان سنت سوم، [١٠]مورد

است. نظری پیشنهادهای این ِناقص تجلی تدریس، حقیقتِ است. نقادی و منطقی نظریه پردازیِ
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ریاضی اندیشۀ و فرهنگ
۶۵ تا ۵٣ صص. (١٣٩۵ تابستان و بهار ) ۵٨ شماره

ایران در ریاضی درسی كتاب های تألیف تاریخی سیر
رضائی مانی

چکیده
یکی ایران، در ریاضی درسی کتاب های بر تمرکز با درسی برنامۀ سیر مورد در پژوهش
کمتر شده، بررسی اسناد در و گرفته صورت آن در اندکی مطالعات که است حوزه هایی از
تحول سیر دربارۀ و دارد عمومیت مسئله این شد. مشاهده زمینه، این در پژوهشی گزارش های
پژوهش های است ممکن تنها است. شده انجام اندکی مطالعات نیز درسی کتاب های سایر
دسترس در کمتر که باشد شده انجام تکمیلی تحصیلات پایان نامه های قالب در پراکنده ای
ریاضی درسی کتاب های تحول سیر با آشنایی ضرورت بنابر مقاله، این در دارند. قرار عموم
مرور دوره این تاریخی ریشه های ابتدا داشته، مورد این در دارالفنون که نقشی اهمیت و
دسته بندی و بررسی درسی، برنامه های مبنای بر مدرسه ای ریاضی کتاب های سپس و شده

شده اند.

مقدمه .١
تا می شود موجب حاضر، حال تا آن شدۀ طی مسیر و ریاضی درسی کتاب های تحول سیر با آشنایی
روشن مدرسه ای درسی برنامه های در ریاضی درسی مطالب محتوای وجودِ عدم یا وجود دلایل از بعضی
بر تمرکز با سپس و است شده اشاره برنامه ها شکل گیری در مؤثر عوامل به ابتدا منظور، این برای شود.
تاکنون، (١٣٠۴) متوسطه رسمی آموزش برنامۀ شروع از پس سال های در ریاضی درسی کتاب های تألیف

است. گرفته قرار موشکافانه تری بررسی مورد آن ها محتوای
ریاضی برنامۀ تحول تاریخی، سیر درسی، برنامۀ رسمی، آموزش ریاضی، درسی کتاب دارالفنون، کلیدی. کلمات و عبارات

. متوسطه
ایران) ریاضی (انجمن ١٣٩۵ ©

۵٣



۵۴ ایران در ریاضی درسی كتاب های تألیف تاریخی ۵۴سیر ایران در ریاضی درسی كتاب های تألیف تاریخی ۵۴سیر ایران در ریاضی درسی كتاب های تألیف تاریخی سیر

شخصی نظرهای اساس بر ریاضی، درسی کتاب های تألیف و درسی برنامۀ تغییرات که می رود انتظار
خصایص برنامه، تحول سیر شناخت که است ضروری عوض، در نشود. انجام کارشناسانه بررسی بدون و
مطالعات، این باشد. درسی برنامۀ هر تولید برای ضروری و اساسی قدم اولین آن، تنگناهای و مسائل و
از بیش پرورش، آموزش و مسائل محققان و کشور تربیت و تعلیم دست اندرکاران تا است زمینه ای
به می تواند پژوهش هایی چنین یافته های شوند. رهنمون زمینه این در لازم پژوهش های انجام به پیش

بیانجامد. مناسب تری برنامه ایِ تصمیم گیری هایِ

روش شناسی .٢
داده ها است. شده انجام كتابخانه ای روش يا اسنادی تحليل و تاریخی تحليل روش با پژوهش این
بين المللی، مطالعات شدۀ اعلام نتایج و موجود پژوهش های يافته های فراتحليل تاريخی، اسناد طريق از
وزارت آموزشی برنامه ریزی و پژوهش سازمان کتابخانۀ در دسترس در اسناد تمام ابتدا، در شد. جمع آوری
اصلی منابع ارجاعات طریق از دیگری منابع پژوهش، این جریان در سپس شد؛ بررسی پرورش آموزش و
رسمی تصویب از بعد سال های زمانی بازۀ بر مطالعه این اصلی تمرکز اگرچه شد. مطالعه و شناسایی
زمان از ریاضی، درسی کتاب های تحول سیر زمانی بازۀ پژوهش این در است، ایران در متوسطه آموزش
به و شده شروع سال ها همین در که است تغییراتی از پیش دوره، این است. ١٣٨٨ سال تا دارالفنون

است. شده منجر جدید درسی کتاب های تألیف

ضروری دارد، وجود مختلفی تعبیرهای متوسطه، دورۀ واژۀ برای که آنجا از عملیاتی. تعریف .٢ . ١
دانشگاه از پیش پایانی سال شش به آغاز در متوسطه، دورۀ شود. ارائه عملیاتی تعریف آن برای است
تحصیلی سال چهار سپس شد. تقسیم دوم) و اول (سیکل ساله سه دورۀ دو به آن، از بعد و می شد اطلاق
دورۀ این ،١٣٧١ سال در متوسطه آموزش نظام تغییر در شد. نامیده متوسطه دورۀ راهنمایی، دورۀ از بعد
آموزشی نظام تغییرات آخرین در شد. تقسیم پیش دانشگاهی سال یک و متوسطه سال سه به ساله، چهار
سال سه ابتدایی، سال شش به صورت قبلی، تحصیلی دوره های پرورش، و آموزش تحول سند بر مبتنی
این موضوع به توجه با است. شده تعریف (۶ـ٣ـ٣)، متوسطه دوم دورۀ سال سه و متوسطه اول دورۀ
با لیکن شد. پژوهش اصلی محور تحصیلی دوم سال شش همه  جانبه، بررسی یک انجام هدف با و تحقیق
درسی مطالب محتوای خاص، تحصیلی سال های به شدن محدود به جای آموزشی، نظام متعدد تغییرات

گرفت. قرار توجه مورد مختلف دوره های در شده ارائه
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مطالبی بر تمرکز مختلف، سال های در درسی کتاب های بررسی در درسی. مطالب محتوای .٢ . ٢
فعلی، وضعیت در آن که به دلیل ولی می شود. ارائه دوم متوسطۀ دورۀ در اخیر دورۀ در آن محتوای که است
سال (تا دارد ادامه همچنان تغییرات این و هست و بوده روبه رو بسیار فرود و فراز با درسی کتاب های
مقارن پژوهش، این در بررسی مورد دورۀ پایان بنابراین شد. گذاشته کنار پژوهش این حیطۀ از ،(١٣٩۴

است. ١٣٨٨ سال از پیش متوسطه نظام پایان با

پژوهش پیشینۀ .٣
ایران در متوسطه دورۀ رسمی آموزش برنامۀ اجرای زمانی فاصلۀ به پژوهش، این در بررسی مورد دورۀ
تاریخی سیر با آشنایی که اهمیتی به توجه با لیکن دارد. اختصاص حاضر زمان تا شمسی) هجری ١٣٠۴)
به عنوان دارالفنون تأسیس زمان از آن زمینه های اجمالی بررسی دارد، کشور آموزشی برنامه های تحولات
مورد جنبه دو از بررسی مورد پیشینۀ شده، انجام پژوهش در است. ضروری ایران، در مدرن مدرسۀ اولین
و ایران در رسمی آموزش نظام های کلی تحولاتِ و تغییر تاریخی سیر نخست، است: گرفته قرار مطالعه
منابع کثرت به توجه با حال، این با ایران. در ریاضی درسی کتاب های تغییر در تاریخی دوره های دوم،
آموزشی، برنامه های به دسترسی آموزشی، نظام وضعیت دربارۀ شده انجام مطالعات زمینۀ در تاریخی
پژوهشی یافته های و منابع بودن محدود به توجه با اما بود. درسی کتاب های تغییر علل بررسی از آسان تر
درسی کتاب های بررسی طریق از ریاضی درسی برنامه های بررسی موارد، بیشتر در ریاضی، درس دربارۀ
دیگر گزارشی به را درسی مواد و آموزشی محتوای تغییر سیر و شد انجام دوره ها این از یک هر در ریاضی

وانهادیم.

ریشه های محققان، از بعضی اعتقاد به ایران. در آموزشی نظام های تغییرات دوره سه .٣ . ١
میرزا عباس کوتاه مدت اصلاحی تلاش های از پس و قاجار دورۀ در باید را ایران در رسمی آموزش
شاخص ترین که کرد جستجو امیرکبیر تلاش های آن، به دنبال و ص.٢۴٧) ١٣٧٧؛ ترجمه] [تاریخ (فوران،
دارالفنون، تأسیس با ص.٨٧). ١٣٨١؛ ترجمه] [تاریخ (رینگر، است بوده دارالفنون تأسیس آن ها،
این ورود و (۴٢ شمارۀ هجری قمری، ١٢۶٨ اتفاقیه، وقایع (روزنامۀ شدند وارد ایران به اروپایی معلمان
عیسی به گفتۀ شد. درسی محتوای همچنین و آموزش در خاص فرهنگی شکل گیری به منجر معلمان،

کرد: تقسیم کلی دورۀ سه به می توان را ایران در تربیت و تعلیم تاریخ ،(١٣۵۵) صدیق
١٣٢۴) مشروطه حکومت تأسیس تا هجری قمری) ١٢۶٨) دارالفنون تأسیس از نخست دورۀ (١
مخارج تمام دولت که است آموزشگاهی نخستین دارالفنون کشور، آموزش طولانی تاریخ در هجری قمری):



۵۶ ایران در ریاضی درسی كتاب های تألیف تاریخی ۵۶سیر ایران در ریاضی درسی كتاب های تألیف تاریخی ۵۶سیر ایران در ریاضی درسی كتاب های تألیف تاریخی سیر

در تحول مبدأ به عنوان آن از می توان دلیل، به همین گرفت. عهده بر را آن ادارۀ و نگهداری تأسیس،
کرد. یاد ایران آموزش

خورشیدی): ١٢٩٧ یا هجری قمری ١٣٣٧) اول جهانی جنگ پایان تا مشروطه حکومت از دوم دورۀ (٢
ملت عهدۀ به مملکت امور مسئولیت مشروطه، فرمان صدور با هم زمان که می کند بیان صدیق عیسی
طرف از اعوانش و شاه محمدعلی و طرف یک از مشروطه طلبان و آزادیخواهان بین چون اما شد. واگذار

نمی خورد. به چشم پرورش و آموزش و فرهنگ زمینۀ در کسی فعالیتِ از نشانی بود، کشمکش دیگر،
وثوق الدوله، دولت تشکیل و اول جهانی جنگ پایان از پس حاضر. زمان تا ١٢٩٧ از سوم دورۀ (٣
تربیتِ به رسمی به  طور بار نخستین برای دولت و شد سپرده بدر) (احمد نصیرالدوله به فرهنگ وزارت
کتاب های تعلیماتی، برنامه های جدید، مدارس گسترش و تأسیس با کرد. اقدام کشور داخل در آموزگار
درسی کتاب های و برنامه ها در دولت و بودند اروپایی مدارس از متأثر مدرسه ادارۀ روش های و درسی

کرد. دخالت به تدریج
نیازهای و امکانات با متناسب را ریاضی درسی کتاب های تحول می توان تقسیم بندی، این اساس بر
تعیین اولیۀ ریشه های مشروطه)، حکومت تا دارالفنون (تأسیس نخست دورۀ در کرد. بررسی زمان آن
نشانی کمتر و شد روبه رو اجتماعی فرودهای و فراز با دوم دورۀ گرفت. شکل درسی کتاب های محتوای
حوزه ها همۀ در متنوع تر کتاب های تدوین سرآغاز می توان را سوم دورۀ اما بود. آن در آموزش به توجه از

دانست. ریاضی جمله از

ریاضیات از تصویری حدودی تا می توان قاجار دورۀ تاریخ مطالعۀ با دارالفنون. ریاضیات .٣ . ٢
در ریاضی تدریس و درسی برنامه ریزی که است آن تصویر این در تأمل قابل نکتۀ آورد. به دست دارالفنون
نخستین دارالفنون)، مدرسۀ (رئیس هدایت رضاقلی خان به نوشتۀ شد. آغاز خارجی معلمان با دارالفنون،
اردکانی محبوبی کرد. فوت مدرسه به ورود از پس که بود (ایتالیایی) زتی کاپیتان دارالفنون، ریاضی معلم
بوهلر آن، از پس و نموده معرفی دارالفنون مهندسی و ریاضی معلم نیز را (اتریشی) کرشیش ،(١٣٧٠)
شد. وی جانشین (فرانسوی) نمبرک سپس و بود دارالفنون ریاضی معلم مدیدی، مدت برای (فرانسوی)
از بود. دارالفنون در تدریس مشکل آشکارترین دانش آموزان، و معلمان بین مشترک زبان نبودِ
زبان های یادگیری به قادر دانش آموزان دیگر، سوی از و نمی دانستند فارسی زبان معلمان سو، یک
هفت به کمک دارالفنون در ریاضی رسمی آموزش طولانی، دورۀ یک در سبب بدین نبودند. اروپایی
علیخان نجم الدوله؛ عبدالغفار اصفهانی؛ مهندس عبدالرسول خان مازندرانی؛ زکی محمد نام های: با مترجم
تبریزی نجمی رضا رهنما؛ غلامحسین فره وشی؛ علی محمد مهندس؛ حسینقلی آقاخان بن ناظم العلوم؛
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ص. ،٢٧۴١ شمارۀ سرخ، شفق (روزنامۀ شد انجام تنکابنی، وحید محمد و مهندس الممالک) به (ملقب
.(٣

در بود. دارالفنون در (رشته) شعبه هر برای معلم) دستیار یا (جانشین خلیفه انتخاب دیگر، اقدام
امور تمام زتی، کاپیتان فوت از پس که بود ریاضی درس خلیفۀ ملکم خان میرزا سال ها ریاضی، درس
میرزا صلاحیت در ،(١٣٧٠) اردکانی محبوبی به گفتۀ هرچند شد. گذاشته وی عهده بر ریاضی تدریس
معرفی نیز را وی مترجم معلمان، از یک هر نام کنار در هدایت مهدی قلی خان است. بوده تردید ملکم خان
و مساحت، علم هندسی، اشکال هندسه، حساب، درس های که کرشیش مترجم نمونه، برای است. کرده
الصفای روضه (کیان فر، است شده معرفی مازندرانی زکی میرزا می کرد، تدریس را دیگر ریاضی درس چند
به عنوان مترجمان، این از یک هر نام بعد، دوره های در ریاضی کتاب های میان در . (١٠ جلد ناصری،

می خورد. به چشم کتاب چند یا یک نویسندگان
دارالفنون، تأسیس سال هفتمین در ،(۵-٧ ص. ،٣٩۴ (شمارۀ اتفاقیه وقایع روزنامۀ گزارش در
دانش آموزان، اول؛ مرتبه در بود: شده ارائه شرح این به شده، نامیده مرتبه که سطح سه در ریاضی آموزش
در و مثلثات و بعدی) سه (اجسام مجسمات و سطح ها هندسه، در و رسانده اتمام به را حساب علم
را نقشه خوانی علم و جغرافیا و محاصره و قلعه سازی و لگاریتم و ٢ درجه مسائل آخر تا مقابله، و جبر
آن ها، ریاضی «خلیفۀ که شده اشاره فقط و نیامده چیزی دوم مرتبه محتوای از گزارش، این در آموخته اند.
که است این شده اشاره که موردی تنها به دوم، مرتبۀ مانند نیز سوم مرتبۀ برای است». علی اکبر میرزا
به نفر ٢٠ مرتبه، سه هر در رفته روی هم است». میرزا محمد ریاضی، «خلیفه علی اکبر، میرزا به جای

شد. پررنگ تر مدرسه، این توسعۀ با ریاضی درس های نقش به تدریج، و بودند مشغول ریاضی یادگیری
دارالفنون برنامۀ باید دریافتند وقت مسئولان اما بود، نظامی گری ابتدا در دارالفنون درس های اگرچه
باشند. مملکت امور چرخاندن به قادر رشته ها و عرصه ها تمام در آن، فارغ التحصیلان که کند تغییر به گونه ای
به عنوان اعتضادالسلطنه میرزا علیقلی انتخاب پس و دارالفنون تأسیس سال ششمین در اساس، همین بر
اهل و مناسب «صاحبان تا شد داده درس ها و آموزشی متون و دارالفنون در کلی تغییراتی مدرسه، ریاست
بسیاری کوشش اعتضادالسلطنه کنند. دارالفنون رهسپار آموزش برای را خود فرزندان تجار»، و حرف
شبیه واقعی پلی تکنیک یک به بیشتر، هرچه نظامی، سیاق و سبک به آموزشگاهی از را دارالفنون که کرد

ترجمه]١٣٨١). [تاریخ (رینگر، کند
اعتضادالسلطنه تلاش های جمله از می دانستند فارسی و بودند ایران در که خارجی مترجمان استخدام
که می خورد به چشم ریاضی خلیفه) نه (و معلم به عنوان ایرانی چند نام بار نخستین برای همچنین بود.



۵٨ ایران در ریاضی درسی كتاب های تألیف تاریخی ۵٨سیر ایران در ریاضی درسی كتاب های تألیف تاریخی ۵٨سیر ایران در ریاضی درسی كتاب های تألیف تاریخی سیر
نخستین که نجم الدوله عبدالغفار و محمود، میرزا مهدی خان؛ آقاخان؛ سلیمان خان؛ به می توان نمونه، برای
کتاب های تاریخی سیر بررسی در نمود. اشاره نگاشت، را الخطوط) مستقیمه (مثلثات مثلثات کتاب
ضروری دارالفنون» «چاپخانۀ دیگری و کتاب ها» «ترجمۀ یکی اتفاق دو به توجه ایران، در ریاضی درسی
بپردازند ترجمه کار به مدرسه تعطیلی هنگام بودند موظف دارالفنون دانش آموزان ترجمه، برای مثلا است.
ریاضی آثار تمام تقریباً شود. ترجمه فارسی به آثارشان بودند مایل نیز مدرسه معلمان دیگر، سوی از و
را ریاضیات حوزۀ در شده منتشر آثار شد. منتشر دارالفنون چاپخانه در مدرسه فرنگی و ایرانی معلمان

کرد: دسته بندی زمینه چهار در می توان چاپخانه، این در
مقابله؛ و جبر جمله از آن، اجزای و حساب علم (١

می گیرد؛ قرار دسته این در نیز مثلثات که آن اجزای و هندسه (٢
است؛ کمتر بسیار قبل موضوع دو به نسبت اثر، تعدادِ نظر از که اجتماعی ریاضیات و سیاق (٣
داشت. پررنگی نقش هندسه نظامی، مسائل أکید ت به توجه با که نظامی هندسه و ریاضیات (۴
رابطه در که می دهد نشان تاکنون، ایران در متوسطه رسمی آموزش تأسیس زمان از آموزشی اسناد بررسی
معرفی اجمال به بعد، بخش در که است شناسایی قابل دوره شش درسی، کتاب های تحولات و تغییر با

می شوند.

ریاضی درسی کتاب های تغییر در تاریخی دوره های .۴
و پژوهش سازمان کتابخانه آرشیو بخش در موجود کتاب های و آمده به دست اسناد به توجه با
در رسمی آموزش های نظام کلی تحولاتِ و تغییر تاریخی پیشینۀ بررسی همچنین آموزشی، برنامه ریزی
کلی دورۀ شش به ریاضی، درسی کتاب های تاکنون، ١٣٠۴ سال در متوسطه آموزش شروع زمان از ایران،
١٣١٧ از وزارتی کتاب های ١٣١٧؛ تا ١٣٠۴ از دارالفنون کتاب های از عبارت اند که هستند تقسیم قابل
١٣٧١؛ تا ١٣۵۴ از جدید ریاضیات دورۀ کتاب های ١٣۵۴؛ تا ١٣۴١ از هماهنگ کتاب های ١٣۴١؛ تا
اختصار به یک هر به که تاکنون، ١٣٨٨ از اخیر کتاب های و ١٣٨٨؛ تا ١٣٧١ از واحدی نظام کتاب های

می شود. پرداخته
دو یا یک تحصیلی سال هر برای دوره، این در .(١٣١٧ تا ١٣٠۴) دارالفنون کتاب های .١ . ۴
به می توان نمونه، برای دارد. وجود متوالی سال دو برای کتاب هایی حتی و می خورد به چشم درسی کتاب
تمام کرد. اشاره متوسطه دوم برای (١٣١۶) نراقی ابوالقاسم و محمد «جبر» ،(١٣١۶) آزرم ح. «جبر»
تعریف، به صورت نیز درس ها روند هستند. فهرست دارای به ندرت و است خطی دوره این کتاب های
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نگارش دارد. وجود هم شده حل مسئله تعدادی اما است، اندک تمرین ها تعداد است. قضیه و مثال بیان
سه دوره، این در است. هماهنگ زیادی حد تا مختلف، کتاب های در واژه گزینی و است دقیق کتاب ها
معرفی فرعی مباحث به عنوان مثلثات و رسم و اصلی، مباحث به عنوان حساب و جبر هندسه، موضوع

شده اند.
جبر»، مقدماتی «دورۀ جبر»، «کتاب حساب»، «کتاب هندسه»، «کتاب کلی عنوان های با کتاب ها
از بسیاری است. تحصیلی مختلف سال های برای رسم» و «هندسه و مثلثات» و «جبر مقابله»، و «جبر
کتاب های مؤلفان از است. دانشسرای عالی لیسانسیه های یا دارالفنون معلمان ترجمۀ یا قلم به کتاب ها،
میرزا نجمی)، مهندس (رضا مهندس الملک رضاخان میرزا برد: نام افراد این از می توان دوره این
صدیقی، محمدصادق (شریعت زاده)، آرزم ح. باقرخان، سید میرزا همایون، مترجم رهنما، غلامحسین خان
محمد نهاوندی، مدرس محمدحسین وحید)، (محمد تنکابنی وحید محمدخان میرزا رحیمی، عبدالحسین
مجذوب، حسین مهران، احمد مهران، محمود نجم آبادی، عبداله هورفر، حسین نراقی، ابوالقاسم نراقی،

هنربخش. محسن زمانی، مصطفی والا، عزت اله رزاقی، حسین

به اجتماعی تحولات مبنای بر می توان را دوره این .(١٣۴١ تا ١٣١٧) وزارتی کتاب های .٢ . ۴
همراه متعددی کتاب های تألیف با که است ١٣٣٢ تا ١٣١٧ سال از نخست دورۀ کرد: تقسیم بخش دو
توسعۀ برای زیربنایی سرمایه گذاری های زمان، آن در که است ١٣۴١ تا ١٣٣٣ سال از دوم دورۀ و است؛
از گروهی به کتاب چاپ و تهیه سفارش کار ،(١٣١٧) دولت هیأت تصویب با گرفت. صورت آموزش
«کتاب عنوان با هماهنگ و یکدست درسی کتاب ٨٠ حدود دوره، این در و شد سپرده دبیران و استادان
کتاب های به نسبت بهتری کیفیت از محتوا، و شکل نظر از کتاب ها شد. بازنویسی و تألیف وزارتی»،
و تألیف از حمایت ادامه توان دولت ،١٣٢٠ سال در ایران اشغال با اما بودند. برخوردار پیشین دورۀ
برای مؤلفان هم و درآمد کسب برای ناشران هم زمان، این در داد. دست از را درسی کتاب های چاپ
از که کتاب هایی همۀ به فرهنگ وزارت کردند. گوناگون کتاب های چاپ به اقدام خود، تجربیات تبادل
اجازۀ داشت، مطابقت وزارتخانه سوی از شده اعلام برنامۀ با آن مطالب فهرست و بود مناسب ظاهر نظر
۴٢٨ از بیش درسی، کتاب ٨٠ به  جای که بود حدی تا متعدد کتاب های چاپ شرایط، این در داد. انتشار

گرفت. قرار تأیید مورد و شد چاپ درسی کتاب
همراه به را دوباره کاری هایی دیگر، سوی از و شد کتاب ها تنوع موجب سو، یک از موضوع این
نسبت شامل یکسان، مطالب فهرست با دبیرستان ها» سوم سال برای «هندسه کتاب نمونه، برای داشت.
اجسام و چندوجهی ها صفحه، و خط نقشه برداری، از مختصری متشابه، شکل های تالس، قضیۀ تناسب، و
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این شد معلوم کتاب ها این بررسی در که مهمی نکتۀ شد. بازار روانه مؤلفان از گروه هفت توسط دوار،
،١٣٢۴ سال از پیش تا این، بر علاوه نمی خورد. به چشم معناداری تفاوت هیچ آثار، از برخی در که است
ریاضی درسی کتاب های تألیف به تدریج، که حالی در بود. شده تألیف نفر دو یا یک توسط اغلب کتاب ها
بیرشک احمد دوره همین در نمونه، برای شد. شروع زمان این از مؤلف چند توسط مشترک صورت به
و قربانی ابوالقاسم همکاری و پیوستند مؤلفان جمع به درسی کتاب چندین نوشتن با شهریاری، پرویز و
توسط کتاب هایی همچنین شد. ریاضی کتاب های از جامع مجموعه ای تدوین به منجر صفاری، حسن
دیگر، گروهی به عنوان فاطمی تقی و وحید محمد و گروه یک به عنوان نراقی ابوالقاسم و افضلی پور علی

گردید. منتشر
شد فرهنگ وزارت بودجۀ به ویژه ای توجه بعد، به ١٣٣٣ سال از این که تا داشت ادامه روند این
در بسیاری متوسطه و ابتدایی مدارس متعاقباً و شد افزوده بودجه این به قابل توجهی مبلغ سال هر و
پدید باعث و کرد ایجاد ناشران بین را بیشتری رقابت انگیزۀ اتفاق، این گردید. تأسیس کشور سراسر
کتاب های تألیف برای بزرگ تری مشترک گروه های مشخص، به طور شد. کتاب ها در کیفی تغییرات آمدن
احمد از متشکل فرهنگ) دانش، (هنر، هدف گروه به می توان جمله، آن از که گرفت شکل ریاضی درسی
عبدالغنی لنگرودی، صفری غلامحسن شمس آوری، جهانگیر شریفی، احمدعلی حریری، حسن بیرشک،
موسی فاطمی، تقی همچنین نمود. اشاره هروآبادی اقتدار مدنپور، احمد نحوی، باقر علیم مروستی،
این ها، بر علاوه کردند. مشترکی کتاب های انتشار به اقدام نیز هنربخش محسن و نحوی باقر آذرنوش،
فعالیت شیخ رضائی علی اصغر و بهنیا غلامرضا امامی، باقر ازگمی، محمدباقر شهریاری، پرویز سو یک از
محمدتقی و منتصری هوشنگ بحرانی، حسین مجتهدی، محمدعلی دیگر، سوی از و دادند گسترش را خود

کردند. منتشر و تألیف متعددی کتاب های زاوشی،
همت دیگر معلمان جذب به ریاضی درسی کتاب های مؤلفان مشترک، همکاری های این ادامۀ در
مجموعۀ نمونه، برای دادند. افزایش را خود مخاطبان بیشتر، نام های افزودن با گروه ها اکثر و گماردند
کتاب های تهران، معلمان از دیگری جمع با هدف، گروه معلمان شامل دبیرستان) ریاضی (خودآموز خرد
کتاب های و پیوستند تهران معلمان از نفر ۶٣ شهریاری، پرویز گروه جمع به همچنین کردند. منتشر را خود
کتاب های انتشار و تدوین به نیز شهرستان ها در ریاضی معلمان دوره، همین در کردند. بازار روانۀ را خود
ریاضی معلمان تألیف دبیرستان سوم «جبر» کتاب ،١٣٣۵ سال در نمونه برای کردند. اقدام چندمؤلفی
کتاب های نیز، اصفهان و شیراز تبریز، در ریاضی معلمان هیأت عنوان با سال، همین در شد. منتشر مشهد
موجب باشند، داشته یکدیگر با چندانی تفاوت آن که بدون متنوع کتاب های چاپ شدند. تألیف مشابهی
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ضمن فرهنگ وزارت عالی شورای چندمؤلفی، کتاب های تجربۀ از پس اندکی تنها و ١٣۵۵ سال در تا شد
بر نظارت برای برنامه ریزی شده، تألیف درسی کتاب های کثرت به توجه با متوسطه، دورۀ برنامۀ تغییر

داد. قرار خود کار دستور در را درسی کتاب های چاپ

بر نظارت برای فرهنگ وزارت تصمیم راستای در .(١٣۵۴ تا ١٣۴١) هماهنگ کتاب های .٣ . ۴
نظارت مسئولیت و شد تأسیس ١٣۴١ اسفند در ایران درسی کتاب های سازمان درسی، کتاب های چاپ
علاوه نیز سازمان این شد. گذاشته سازمان این عهده بر درسی، کتاب های چاپ و تألیف در نظم ایجاد و
برنامه ریزی ،١٣۴۵ سال در کرد. منتشر هماهنگ ظاهری با را آن ها کتاب ها، به نسبی دادن سامان بر
پنج به تبدیل ،(۶-۶) متوسطه سال شش و ابتدایی سال شش از آموزشی نظام ساختار کلی تغییر برای
کتاب های مجموعه و شد (۵-٣-۴) متوسطه سال چهار و تحصیلی راهنمایی دورۀ سال سه ابتدایی، سال
از یکی میان، این در شدند. چاپ تجدید مرتب ١٣۵۴ سال تا تغییرات کمترین با آن ریاضی درسی
تأثیرگذار مؤلفان بین از دوره، این کتاب های مؤلفان بیشتر که است این می کند توجه جلب که مواردی
احمد موسی آذرنوش، صفاری، حسن قربانی، ابوالقاسم نام میان، این در شدند. انتخاب پیشین دورۀ
نحوی، باقر علیم مروستی، عبدالغنی مجتهدی، محمدعلی شمس آوری، جهانگیر عصار، جمال بیرشک،
زاوشی، تقی محمد منتصری، هوشنگ فاطمی، تقی شهریاری، پرویز بحرانی، حسین هنربخش، محسن
شیخ رضائی، علی اصغر هروآبادی، اقتدار حریری، حسن بهنیا، غلامرضا ازگمی، محمدباقر امامی، باقر
یا مستقیم یک هر که می خورد چشم به صفری لنگرودی غلامحسن و شریفی احمدعلی مدنپور، احمد

داشتند. دوره این کتاب های تألیف در سهمی غیرمستقیم،

تغییر با همزمان و جهانی تحولات تأثیر تحت .(١٣٧١ تا ١٣۵۴) جدید ریاضی کتاب های .۴ . ۴
منتشر و تألیف نو از متوسطه، پایه های تمام برای متوسطه دورۀ ریاضی کتاب های ایران، در آموزشی نظام

شدند: تألیف زیر شرح به ایران، درسی کتاب های سازمان سفارش به کتاب ها این شدند.
قربانی؛ ابوالقاسم سوم): دوم، (اول، جبر و حساب •

معیری؛ طاهر محمد و بیرشک احمد سوم): دوم، (اول، هندسه •
فیروزنیا؛ احمد و طاهری هوشنگ ماکویی، حسن زاده علی سوم): و (دوم مثلثات •
موسوی؛ هدایت اله و قراگزلو جلیل اله مسجدی، غلامرضا (چهارم): آنالیز و جبر •

معیری؛ طاهر محمد و زنجانی مجذوب حسین غیور، حسین (چهارم): تحلیلی هندسۀ •
جلیلی. میرزا و مین باشیان فرشید چهارم): سوم، دوم، (اول، جدید ریاضیات •
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مباحثی به که بود جدید ریاضیات کتاب های تألیف قبل، دوره های با دوره این کتاب های اصلی تفاوت
می شدند. روبه رو آن ها با دانشگاهی درس های در دانشجویان آن، از پیش که داشت اختصاص ریاضی از
این از قبل آموزشی سنت های در متداول روش های با هندسه مطالب ارائۀ بین بارزی تفاوت همچنین
کمبود ،١٣۵۵ سال از شد. مواجه نیز اجرایی فرودهای و فراز با دوره، این کتاب های داشت. وجود دوره
پیروزی زمان تا وضع این و داشت به دنبال را عمومی نارضایتی که بود مشهود کشور تمام در درسی کتاب
برنامه ریزی و پژوهش سازمان تأسیس با آن، از پس .(١٣۶۴ (مجیدی، داشت ادامه اسلامی انقلاب
کتاب های توزیع و چاپ تألیف ، برنامه ریزی، پژوهش، زمینه های در ١٣۵٨،فعالیت سال در آموزشی
سازمان، این درسی کتب تألیف و برنامه ریزی دفتر ،١٣۶٠ سال در شد. سپرده سازمان این به درسی
در شده بازنگری کتاب های با قبلی کتاب های مقایسۀ گرفت. عهده بر را درسی کتاب های بازنگریِ کار
سایر مختلف)، پایه های (در جدید ریاضیات کتاب های بجز که می دهد نشان بعد)، سال (و سال این

شدند. چاپ تجدید اندکی تغییرات با ریاضی کتاب های
آموزش و نظام بنیادی تغییر شورای فرهنگی، انقلاب عالی شورای تصویب با ،١٣۶۵ سال در
مورد ١٣۶٨ سال تیرماه در آموزش، نظام کلیات به عنوان شورا این کار حاصل و کرد کار به آغاز پرورش
وزارت توسط آموزشی، نظام تغییر طرح بعد، سال یک گرفت. قرار فرهنگی انقلاب عالی شورای تأیید
١٣۶٩ دی ماه در که شد تهیه پرورش آموزش و نظام بنیادی تغییر شورای هدایت و پرورش آموزش و
و تفصیلی طراحی و برنامه ریزی مقدماتِ ترتیب، بدین رسید. فرهنگی انقلاب عالی شورای تصویب به

شد. فراهم آن آزمایشی اجرای

به متوسطه» آموزش جدید «نظام ،١٣٧٠ سال در .(١٣٨٨ تا ١٣٧١) واحدی کتاب های .۵ . ۴
را متوسطه دورۀ در تغییر ایجاد پیشنهاد تنها طرح این است، پیدا عنوان از که همان طور رسید. تصویب
چهارم پایۀ یا آخر سال کردن جدا یکی که افتاد اتفاق اساسی تغییر دو متوسطه، نظری شاخۀ در داشت.
سال در که بود متوسطه دورۀ برای واحدی نیم سالی -  آزمایشی طرح دیگری، و دیگر پایۀ سه از دبیرستان
در طرح این ،١٣٧٧ سال در و شد آغاز متوسطه اول پایۀ از آن آزمایشی اجرای ،١٣٧١-٧٢ تحصیلی
مشکلات جمله از گوناگون مسائل به دلیل کوتاهی، مدت گذشت با که بود حالی در این شد. فراگیر کشور

یافت. تغییر سالی- واحدی به نیم سالی- واحدی نظام ،١٣٧٨ سال در اجرایی،
تغییرات دوره این در ریاضی درسی کتاب های تألیف برای شده تدوین برنامۀ  قبل، دوره های به نسبت
آن ها با تدریس در معلمان که اجرایی مشکلات به دلیل نیز کتاب ها همین این، وجود با نمود. پیدا اساسی
نتایج اعلام از پس گرفتند. قرار کشوری ارزشیابی مورد اولیه تألیف از پس سال یک شدند، مواجه
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مورد کتاب ها این ،٢ هندسه و ١ هندسه و ٢ و ١ ریاضیات درسی کتاب چهار از شده انجام ارزشیابی
سپس و بازنویسی ٢ و ١ ریاضیات کتاب مشخص، به طور شد. ایجاد آن ها در تغییراتی و واقع بازنگری
مجدد تألیف ،٢ هندسه و ١ هندسه کتاب های شد. کاسته نیز آن ها تمرین های حجم از و شدند خلاصه
هندسۀ کتاب ،١٣٧٧ سال در متوسطه» آموزش جدید «نظام فراگیرشدن از بعد گذشته، این از شدند.
در و شد تألیف دوباره ساله، چهار دورۀ یک در اجرا از پس پیش دانشگاهی، دورۀ جبرخطی و تحلیلی

شد. کمتر جبرخطی رویکرد آن، بازنویسی
اندکی تغییرات با «سالی-واحدی»، به «نیم سالی-واحدی» از آموزشی نظام این تغییر صورت، هر در
از تنها شد، ایجاد ریاضی درسی کتاب های در تغییری که مواردی در و بود همراه درسی کتاب های در
متوسطه دوم و اول پایه های در به ترتیب که ٢ هندسه و ١ هندسه درس دو اما شد. کاسته آن ها مطالب
منتقل متوسطه سوم و دوم پایه های به درسی، کتاب  دو این محتوای در تغییری بدون می شدند، ارائه

شدند.
و سیاست گذاران تشخیص به دوره این در تاکنون. ١٣٨٨ از ریاضی اخیر کتاب های .۶.۴
نظام کلی و جزئی تغییرهای سو، یک از شد. دانسته اجتناب ناپذیر برنامه تغییر ضرورت تصمیم گیرندگان،
موجب ریاضی، درسی کتاب های محتوایی تغییرات دیگر، سوی از و درسی ساعت های تغییر و آموزشی
این مسئولیت که دفتری رویکرد همه، این با کند. پیدا ویژه ای اهمیت کتاب ها بازنویسی و تغییر تا شد
با نویسنده گفت وگوی از بخشی که زیر قول نقل نیست. و نبوده شفاف چندان دارد عهده به را تغییرها
(رضائی، شد اشاره آن به که است شفافیتی عدم نشان دهندۀ است، دفتر این ریاضی گروه (وقت) مدیر

.(١٣٩٢
ریاضی برنامۀ تغییر برای ... بود مطرح متوسطه اول پایۀ ریاضی درسی برنامۀ تغییر جدی بحث ...
تغییر متوسطه اول که وقتی می بایست سند این ... کنیم شروع برنامه بدون نمی توانستیم متوسطه اول
مسئله اولین ... دهد قرار خودش تأثیر تحت هم را دیگر پایه های آگاه ناخود و خودکار به صورت می کند،
شد، ارسال چاپ برای متوسطه] [اول کتاب نهایت، در ... کنیم حرکت باید رویکردی چه با که بود این
می دادیم قرار توجه مورد بالاتری دقت با هم را ملی] درسی [برنامۀ سند روند ما می بایستی هم زمان البته
تا ١ پایه از که باشد طوری سند درسی، برنامۀ و سند طراحی در که بود این بر سعی مان امکان حد تا ...

محتوایی. نظر از چه رویکردی، نظر از چه نیاورد؛ به وجود متوسطه اول ریاضی در خللی دیگر ،١٢
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پایانی سخن .۵

فرآیند این روند جمله از مختلفی نکات ریاضی، درسی کتاب های تألیف سیر بر اجمالی مرورِ این در
نیازمند فعلی، وضعیت بر آن بازتاب و بحث این به همه جانبه ورود اما شد. معرفی آن دست اندرکاران و
آن ها عمیق تر تحلیل و داده، رخ بعد- به ١٣٨٧ از اخیر- سال های در که آنچه به ویژه وسیع تر داده های
مستقیم قول نقل به اشاره با که می داند مناسب نویسنده سخنی، و جمع بندی هر به جای سبب، بدین است.

برساند: پایان به را بحث این ص٣٣)، (١٣٩١؛ ملی» درسی برنامۀ سند سوم «نگاشت از بخشی
حوزه های در زندگی مشکلات حل جهت در و روزانه زندگی از بخشی آن کاربردهای و ریاضیات
موجب ریاضیات است. انسانی متفاوت فعالیت های در وسیع کاربردهای دارای که می آید به شمار مختلف
و تجزیه قدرت کنند، استدلال منطقی به طور بتوانند مسائل با برخورد در که شد خواهد افرادی تربیت
توانمندسازی ریاضی مهم وجه بسازند. جامع تئوری های پیرامونی پدیده های دربارۀ و باشند داشته انتزاع
طبیعی، مادی ممکن وضعیت های کنترل و پیش بینی پیچیده، موقعیت های دقیق توصیف برای انسان
از انتزاعی، و روزمره مسائل حل در ریاضی به کارگیری توانایی بنابراین است. اجتماعی و اقتصادی

است]. اصل در أکیدها [ت می باشد ریاضی آموزش اساسی اهداف
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ریاضی اندیشۀ و فرهنگ
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ریاضی، آموزش در پژوهش ریاضی، در پژوهش فلسفه، از سنتزی∗
مدنی حقوق جنبش و کارشناسی دورۀ پایان تا پیش دبستانی آموزش

موزز پی. آر. و دوبینسکی ای.

آزاد غلام سهیلا برگردان:
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فیلسوف و ریاضی دان - کواین١ اُرمان فَن ویلارد راهنمایی تحت هاروارد، دانشگاه در موزز رابرت
می سی سی پی ایالت در جکسون نیویورک، شهرهای دبیرستان های در او است. خوانده ریاضی فلسفۀ به نام،
سال های در مدنی٢ حقوق جنبش در برجسته شخصی که وی است. کرده تدریس فلوریدا در میامی و
است دوم و اول متوسطۀ دوره های برای جبر درسی برنامۀ یک تولید مشغول حاضر حال در بود، ١٩۶٠
قابل را جبر آن ها، برای و دهد قرار مخاطب نیز را محروم٣ گرو ه های به متعلق دانش آموزانِ بتواند تا

کند. یادگیری
مسئلۀ حل برای تابعی آنالیز در پژوهش صرف را خود عمر از سال پنج و بیست دوبینسکی اد

خودش ِرسایی به هیچ یک اما دارد، وجود غیره و تلفیق ترکیب، پیوند، مانند مختلفی معادل های synthesis واژۀ برای گرچه ∗
نیست.
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اطلاعات برای بود. منطق فلسفۀ و زبان فلسفۀ مجموعه ها، نظریۀ ریاضی، منطق در نابغه ای او رفت. دنیا از ٢٠٠٠ سال در و

کنید-م. مراجعه http://www.wvquine.org/wvq-drop.html سایت به بیشتر،
٢Civil Rights Movement ٣Underrepresented Groups

ایران) ریاضی (انجمن ١٣٩۵ ©
۶٧



۶٨ ریاضی... تحقیقات فلسفه، از ۶٨سنتزی ریاضی... تحقیقات فلسفه، از ۶٨سنتزی ریاضی... تحقیقات فلسفه، از سنتزی

دانشگاهی ریاضی آموزش در پژوهش وقف هم را دیگر سال پنج و بیست و گروتندیک١ کراندار تقریب
و نموده تبیین کارشناسی دورۀ ریاضی یادگیری مورد در نظریه ای او است. کرده کارشناسی) (دورۀ
هم دوبینسکی است. کرده طراحی کارشناسی دورۀ در درس چندین برای نوآورانه ای درسی برنامه های

است. بوده فعال ،١٩۶٠ سال های مدنی حقوق جنبش در موزز، مانند
ذهنی عملکرد چگونگی دغدغۀ درکِ داشتن و بشر حقوق برای مبارزه در مشترکمان تجارب احتمالا
مختلف تجربه های و پیشینه ها وجود با تا داد اجازه ما به بگیرند، یاد ریاضی می کنند تلاش که دانش آموزانی
به ویژه داشتیم، دبیرستان جبر به دانش آموزان همه دسترسی افزایش به که علاقه ای به سبب بتوانیم زندگی،
یک که است این مهم نکتۀ کنیم. برقرار آکادمیک ارتباط هم با محروم، گرو ه های به متعلق دانش آموزانِ
مشارکت ریاضی آموزشگر فیلسوفِ یک با تکوین، حال در جبریِ پروژۀ یک در است توانسته ریاضیدان

دهد. ادامه خود توسعۀ و رشد به پروژه این آینده، سال های در که امیدواریم دو هر ما و باشد داشته
برای مختلف، تبار دو از متخصص دو شد باعث که است تفکری درباره بحث مقاله، این هدف
بعضی منظور، این به باشند. داشته اثربخش و معنادار مشارکت هم با مدرسه ای، ریاضی آموزش توسعۀ
دربارۀ را دیدگاهمان جداگانه، به طور ما از یک هر ابتدا داد. خواهیم شرح را همکاری این از حاصل نتایج
خواهیم بحث دیدگاه دو این ترکیب چگونگی مورد در سپس می کنیم؛ ارائه ریاضی یادگیری معرفت شناسی
می کنیم. توصیف می شود، مربوط پیمانه ای٢ حساب به که را خود دبیرستانی  جبر درسی برنامۀ آنگاه و کرد
مدنی حقوق جنبش به است، شده پایه گذاری موزز توسط که جبری پروژۀ چطور که می دهیم شرح سرانجام،

می شود. مربوط

اد داستان
شش در کارشناسی دورۀ در ریاضی تدریس و تابعی آنالیز در پژوهش صرف که سالی پنج و بیست در
با متأسفانه بوده ام. علاقه مند ریاضی اثرگذار تدریس به همیشه کرده ام، قاره سه و کشور پنج و دانشگاه
یادگیری ، گام۴ - خود آموزش ، سقراطی٣ (روش متداول و مشهور متعدد روش های کردن امتحان وجود
مشتاق و خوب مدرسی من بود. بی اثر تدریسی اوقات اغلب دادم، ارائه آنچه غیره)، و ، تسلط۵ حد در
بودم. دانشجویانم متوجه و مراقب همیشه و جدی دهم، انجام خوب را کارم که این به نسبت و بودم تدریس
که می دانستم مشاهداتم، استناد به اما داشتند. دوست می کردم، تدریس که را درس هایی و من نیز آن ها
نمی گرفتند یاد من، کلاس های در بیشتری چندان چیز دانشجویانم مدرسان، سایر دانشجویانِ با مقایسه در
١Grothendieck’s Bounded Approximation Problem ٢Modular Arithmetic ٣Modified Socratic
۴Self-paced Instruction ۵Mastery Learning



موزز پی. آر. و دوبینسکی ای. موزز۶٩ پی. آر. و دوبینسکی ای. موزز۶٩ پی. آر. و دوبینسکی ای. ۶٩

دهه های ملی گزارش های از بسیاری که همان طور می آمد، به حساب شدیدی کمبود برایم وضعیت این و
بودند. نتیجه  همین بیان گر نیز ١٩٨٠ و ١٩٧٠

بخشم، بهبود قابل توجهی به طور را دانشجویانم یادگیری توانایی بخواهم اگر که فهمیدم ناامیدی، با
دانشجو وقتی که بفهمم بود لازم یعنی بیاورم. در سر آن ها در ریاضی یادگیری فرآیند چگونگی از باید اول
که این برای و بگذرد وی ذهن در است ممکن چیزی چه است، ریاضی مفهوم یک درک برای تلاش در
می کردم فکر من دارد؟ نیاز ذهنی فعالیت های نوع چه به باشد، موفق ریاضی اش یادگیری در دانشجو
مناسبی پداگوژیکی رهیافت های تا بود خواهم قادر بیشتر بشناسم، بهتر را ریاضی یادگیری فرآیند چه هر
موفق تر و شده مناسب ذهنی فعالیت های درگیر تا کنم کمک دانش  آموزان دانشجویان/ به بتوانم که بیابم

کردم. ریاضی یادگیری حوزۀ در مطالعه به شروع نتیجه در شوند.
تمام شروع، از بعد کمی زیرا جدید، (می گویم کردم مطالعه زیاد جدیدم، حرفۀ اول سال دو طی
خواندم، که را ریاضی آموزش حوزۀ به مربوط نوشته جات از بعضی خشکید). تابعی آنالیز به علاقه ام
متوجه تازه خواندم، را پیاژه آثار وقتی سرانجام، نبودند. سودمند برایم چندان بیشترشان ولی بودند؛ خوب
وقتی می آید یادم است. کرده درک را ریاضی یادگیری ذهنی فرآیند که کرده ام پیدا را نویسنده ای شدم
با داشتم. مشکل خیلی محدب موضعاً فضای دوگان مفهوم با بودم، تابعی آنالیز جوانِ دانشجوی یک
اما نداشتم. مشکلی می کنند، عمل محدب موضعاً فضای عضوهای روی که خطی تابعک های مفهوم
به مجموعه آن کردن مجهز و مجموعه یک در آن ها دادن قرار تبدیلات، این روی عملیات انجام ایدۀ فهم
روی اعمالی خطی، تابعک های این که می فهمیدم بود. سخت واقعاً برایم توپولوژی ، حتی و جبری اعمال
آن در بودم. ناتوان عمل ها این انجام چگونگی درک از اما می دهند، انجام برداری فضای یک عضوهای
بخش این در سرانجام و کردم تقلا طولانی مدتی بود. گیج کننده برایم وحشتناکی به طور موضوع این زمان،

بود. گذشته ذهنم در چه که بگویم نمی توانستم اما شدم، خبره ریاضی
به صورت می تواند شده، تبدیل محتوای که شدم متوجه و خواندم را پیاژه تبدیلات١ بحث که بعدها
بالاتر سطح تبدیلات برای محتوایی طرحواره ها، آن نتیجه در و بگیرد شکل فرد ذهن در پویا طرحواره هایی
که دریافتم ریاضی، مفاهیم شکل گیریِ تاریخی سیر مطالعۀ با و بازگشته ام اول نقطۀ به فهمیدم که شوند،
بیشتر،  مطالعۀ با و به تدریج اما است. سخت خیلی دانشجویان تک تک برای هم هنوز آخر مرحلۀ این
به را آن ها پیاژه و است لازم ریاضی مفاهیم درک برای که ذهنی ساختمان های شناسایی که شدم متوجه
می توانم که می کرد قانع مرا دیدگاه این است. امکان پذیر است، کرده معرفی مرحله ای٢ نظریۀ یک صورت
و کردم کار بیشتر پیاژه ایده های با پس بیابم. دانشجویان یادگیری شناختِ مورد در را سؤال هایم پاسخ
١Transformations ٢Stage Theory
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اختصاری١ ”علامت یک APOS کردم. بیان APOS به نام روشن و صریح نظریه ای قالب در را آن ها
تشکیل (S) طرحواره۵ و (O) شئ۴ ، (P) فرآیند٣ ، (A) عمل٢ واژه های اول حرف های از که است “
شد تولید من، سرپرستی به ریاضی آموزش محققان و ریاضی دانان از تیمی توسط نظریه این و است شده

.(١٩٩۶ ، همکاران و آسیالا۶ به شود (مراجعه

APOS نظریه
جمله از مختلف مفاهیم یادگیریِ برای فرد که است شده بنا پیاژه اصل این پایۀ بر APOS نظریۀ
این از سپس و می برد به کار ذهنی ساختارهای ساختن برای را معینی ذهنی سازوکارهای ریاضی، مفاهیم
اصل، این به توجه با می کند. استفاده ریاضی در مسئله گونه موقعیت های به پرداختن برای ساختارها،
درک، برای و مناسب مفهوم آن برای که بسازد ذهنی  ساختاری می تواند ریاضی، مفهوم هر برای فرد
ساختارهای کسی اگر .(١٩٩۶ همکاران، و (آسیالا٧ باشد استفاده قابل مفهوم، آن به کار گیریِ  و یادگیری
زندگی تجارب طریق از زود خیلی و به سادگی ریاضی، پایه ایِ اما ابتدایی مفاهیم باشد، ساخته را مناسب
چنین از استفاده با بعدها، درک می شوند. قابل همسالان، با گفتگو و بحث و آزمایش، و حدس عادی،
مفهوم بتواند که (پداگوژی) آموزشی روش هر با و مشکل بدون می توان را پیشرفته تر مفاهیم ساختارهایی،
نداشته اختیار در را مفهوم یک مناسبِ ساختار کسی اگر ولی گرفت. یاد کند، مرتبط ساختارها به را

بگیرد. یاد را آن که است غیرممکن تقریباً باشد،
نظر به که دهد توضیح ریاضی یادگیری با رابطه در را پدیده ای می تواند پیاژه، نظریۀ از جنبه این
تشکیل ترتیب، شمارش، قبیل از را ریاضی مفاهیم ابتدایی ترین کسی، هر تقریباً است. جهانی می رسد،
برای است ممکن فرد می شود، پیشرفته تر ریاضی که به تدریج می گیرد. یاد عدد، مفهوم و مجموعه ها
یا شود گفته مفهوم نام که است لازم فقط و هستند واضح تقریباً ریاضی ایده های که کند احساس مدتی،
» دورۀ این می شود. درک خودبه خودی، به صورت و بلافاصله تقریباً آن، از بعد و شود داده توضیح شاید
دوام دهه ها) تا ماه ها (از متفاوتی زمانی بازه های برای می تواند و دارد بستگی فرد به بودن» خودبه خودی
تأخیر با می تواند یادگیری و می شوند سخت تر ایده ها که فرامی رسد زمانی همه، برای تقریباً اما باشد. داشته
و همکلاسی ها معلمان، مداخلۀ که است مواقعی چنین در شود. متوقف سرانجام، شاید و گیرد صورت
مداخله وقت چه می دهد شرح که پیاژه- اصل طبق مواقعی، چنین در می شود. ضروری درسی، کتاب های
موجود تعادل می توانند مداخله ها انواع که است این می افتد اتقاق آنچه نیست- لازم وقت چه و است لازم
١Acronym ٢Actions ٣Processes ۴Objects ۵Schemas ۶Asiala et al ٧Asiala
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برای فرد زیرا است، زمان بر مداخله ها نوع این برسد. جدید تعادلی به او تا بزنند هم بر را فرد ذهنی
به تعبیرِ می شود. یادگیری فرآیند درگیر پیچیده تر، مفاهیم با مقابله به منظور ذهنی جدید ساختارهای ساختن
و کم را ذهنی اش ساختارهای ابتدایی مفاهیم با آغاز، در فرد که است ترتیب این به یادگیری مراحل پیاژه،
ریاضی مفاهیم که به تدریج سپس می سازد. خود، روزانۀ معمولی تجاربِ طریق از و خودکار به صورت بیش
مشکل آن ها کامل درک نیز ریاضی پژوهشگران قوی ترین برای حتی می شوند، پیچیده تر آن ساختارهای و
است این یادگیری فرآیند در مهم نکتۀ گرفته اند. یاد که است چیزهایی بر تمرکز و تأمل نیازمند و می شود
وسعت که گفت می توان واقع، در می کند. فرق مختلف، افراد برای توقف نقطۀ گاهی یا مشکل نوع که

است. او ریاضی استعداد دهنده نشان بسازد، مداخله حداقل با می تواند فرد که ذهنی ساختارهای
در تا کند کمک دانشجویان به باید تدریس که این دارد؛ آموزش برای مهمی پیامد اصل، این
مواجه آن با که ریاضیاتی جذب و هضم توانایی است، ممکن که جایی تا موجودشان، ذهنی ساختارهای
کمک باید تدریس باشند، داشته بیشتری پیشرفت دانشجویان که این برای یعنی یابد. افزایش می شوند،
دانشجویان در پیشرفته تر و بیشتر ریاضی جذب و هضم توانایی و قوی تر و جدید ذهنی ساختارهای تا کند

یابد. توسعه و شود ایجاد
مفهوم یک یادگیری ”برای که قبیل این از می کند ایجاد ذهن در را مشخصی سؤال های ایده ها، این
به می توان چطور آن ها، دانستن با و کرد استفاده می توان ذهنی ساختارهای چه از خاص، ریاضی
نظریۀ که هستند سؤالاتی جمله از این ها نمود؟ کمک مفاهیم آن ساختن در دانشجویان دانش آموزان/
نظریه، این بنابر دهند. پاسخ آن ها به می کنند سعی آن، بر مبتنی پداگوژیکی راهبردهای و APOS
همچنین است. طرحواره ها و اشیاء فرآیندها، عمل ها، شامل ریاضی یادگیری برای ذهنی ساختارهای
فشرده سازی٢ و درونی سازی١ شامل ذهنی، ساختارهای این تولید برای استفاده مورد ذهنی سازوکارهای
است مشخص آموزش نیازمند که است ذهنی یا فیزیکی شئ یک تبدیل  از عبارت عمل یک است.
آغاز ذهن در زمانی ریاضی مفهوم یک شکل گیری شود. اجرا گام به گام و صریح به طور که است لازم و
دیگری ریاضی اشیاء یا شئ به تبدیل عمل، چند یا یک طریق از را ریاضی شئ یک یادگیرنده، که می شود
فرآیندی طی می تواند عمل آن کند، تامل و داشته تمرکز آن بر و تکرار کند را عملی فرد که هنگامی می کند.
هنگام عمل یک که می دهد انجام را کاری همان که است ذهنی ساختاری فرآیند، یک شود. درونی ذهنی،
می تواند او می شود، انجام فرد ذهن در کامل به طور این ها همۀ که آنجا از می دهد. انجام درونی شدن،
به توجه با کند. تصور باشد، آن قدم هر صریح اجرای به مجبور که این بدون را تبدیل اجرای جریان
فرآیند آن ها، ترکیب طریق از فرآیند چند یا دو کردن هماهنگ یا کردن وارونه با می توان فرآیند، ساختار
١Interiorization ٢Encapsulation
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یا می توانند تبدیلات که می فهمد یابد، آگاهی کلیت١ یک به عنوان فرآیندی از کسی اگر کرد. ایجاد جدیدی
این فرد، می گوییم حالتی چنین در شوند. ساخته و کنند عمل کلیت آن روی وی، تصور در یا صریح به طور
می کند ، کار ذهنی اشیاء با فرد که هم گاهی است. کرده فشرده سازی ذهنی، شئ یک به صورت را فرآیند
ساختارها، این هرچند کند). (باز دهد بسط٢ مجدداً برآمده، آن دل از که فرآیندی در را شئ است لازم
ساختاری هر که داشت توجه باید می سازد، ذهن در را واحد تبدیل یک فرد چگونه که می کنند توصیف
که است اشیاء و فرآیندها اعمال، بسیاری شامل می شود، تشکیل ریاضی مفهوم یا موضوع یک برای که
شوند. متصل هم به و شده سازماندهی می شود، خوانده طرحواره که منسجم چارچوب یک در است لازم

می دهند. تشکیل را APOS کلمۀ طرحواره، و شئ، فرآیند، عمل، ذهنی ساختارهای اول حروف
و تحقیق نیازمند ریاضی، مفهوم یک برای خاص طرحواره های و اشیاء، فرآیندها، اعمال، تعیین
ابتدایی دورۀ ریاضی از مفهومی مطالعۀ حال، این با نیست. مقاله این هدف که است خاصی روش شناسی
است، معلمان از بعضی حتی و دانش آموزان متداول مشکلات از یکی که کسر بر عدد یک تقسیم مثلا
شئ یک را عدد آن نخست که است این مستلزم عدد، یک بر تقسیم از درست درک باشد. مفید می تواند
کسر، مفهوم مورد در حال می شود؟ یافت مقسوم این در شئ، آن از تا چند که کنیم فکر سپس و بدانیم
به را آن بردارد، را مستطیل یک یا سیب٣ پای یک مثلا خاص، شئ یک کسی اگر کنید. فکر ، ٢

٣ مثلا
کند، فکر ٢

٣ به فعالیتی چنین برحسب فقط یعنی بردارد، را آن ها از تا دو و کند تقسیم مساوی قسمت سه
آن، بر تمرکز و عملی چنین تکرار از بعد است. کرده درک ”عمل“، به عنوان را ٢

٣ او، که می شود معلوم
خود، تصور در را نامعلوم شئ یک آن، طریق از که بسازد درونی فرآیند یک بتواند است ممکن فرد این
گرفته نظر در «فرآیند» یک را ٢

٣ او صورت، این در بردارد. را آن ها از تا دو و کند تقسیم قسمت سه به
درک برای مشکل و ضروری قدم یک و می رسند آن به زیاد سختی بدون مردم، اغلب که درکی است؛
وجود ۵ در ٢

٣ تا «چند که می شود پرسیده وقتی ، ٢
٣ بر ۵ تقسیم برای ،مثلا است. ٢

٣ بر عدد یک تقسیم
به کردن فکر درستی، درک چنین بدون است. ”شئ“ یک به عنوان ٢

٣ درک مستلزم سؤال این دارد؟»،
آن از قسمت ٢ انتخاب و قسمت ٣ به تقسیم کردن فرآیند فرد، اگر ولی است. سخت مسئله، این جواب
تجربه البته، می شود. ساده تر جواب این درک کند، فشرده سازی دارد، انتزاعی موجودیت حدودی تا که را
مداخلۀ چگونگی اما هستند. آموزش و کمک نیازمند درکی، چنین برای یادگیرندگان که می دهد نشان
بخش در است. نابدیهی امری شود، خوانده و دیده شئ یک به عنوان ٢

٣ فرآیند که این برای آموزشی
می دهیم. قرار بحث مورد کند، کمک امر این در یادگیرندگان به است ممکن که را روش هایی بعدی،

است. شده مرسوم نیز ایران در که گرد کیک نوعی Apple Pie٣

١totality ٢De-encapsulate
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است لازم و است زیاد پژوهش های مستلزم که است تحلیلی و تجزیه از مختصر شرحی فوق، مطالب
از بعد شود. انجام بگیرند، یاد را آن دانشجویان دانش آموزان/ می خواهیم که ریاضی مفهوم هر برای که
صورت بندی به عنوان را APOS نظریۀ مقدماتی، ریاضیات در ایده ها این به کارگیری چگونگی با آشنایی
ریاضی مفاهیم یادگیری تحلیل و تجزیه برای بتواند که می کنم تبیین گونه ای به پیاژه، نظریۀ از جدیدی

شود. گرفته به کار نیز پیشرفته تر

رایانه ای برنامه های نوشتن : APOSبر مبتنی پداگوژی
کردم. شروع باشند، متناسب نظریه این با که پداگوژیکی رویکردهای برای جستجو با را کارم
نظری تحلیل و تجزیه از پس که کنم تهییج را دانشجویان دانش آموزان/ تا کنم پیدا راه هایی می خواستم
طریق از می توان که شدم متوجه بسازند. را نیاز مورد ذهنی ساختارهای بود، لازم که وقت هر مفاهیم،
این در خیلی رایانه ای، کدهای فقط یا خاص برنامه های نوشتن به دانشجویان دانش آموزان/ واداشتن
می توان ، APOS تحلیل و تجزیه از پس شکل گرفته ذهنی ساخت و ساز هر برای یعنی رفت. پیش جهت
آن انجام درگیر دانشجویی دانش آموز/ اگر که کرد پیدا کد، فقط یا برنامه نوشتن مانند رایانه ای تکلیف یک
ریاضی یادگیری به منجر که بسازد ذهنی ساخت و سازهایی توانست خواهد زیاد، نسبتاً احتمال به شود،
که است تجربه ای تکلیفی، چنین ولی است، ذهنی ساختار یک رایانه ای، تکلیف که نمی گویم من شود.
بحث، این شدن روشن تر برای می   کند. هدایت ذهنی ساخت و ساز چند یا یک سمت به را یادگیرنده ذهن

می زنم: مثالی
می شود. شروع ”عمل“ درک با تابع مفهوم درک ، APOS نظریۀ طبق بگیرید. نظر در را تابع مفهوم
یا x مانند نمادی و اعداد با که می شود گرفته نظر در مثلثاتی جبری/ عبارتی به عنوان تابع معمولا یعنی
در مشخص محاسبات انجام عدد، یک با 𝑥 کردن جایگزین شامل ”عمل“ می شود. فهمیده آن، نظایر
بر یعنی می شود، هدایت خارج از ”عمل“ است. جواب به عنوان عدد یک آوردن به دست و عبارت آن
شده، انجام عمل بر تمرکز و تکرار با است. خارجی عمل یک کننده، اجرا فردِ برای که است فرمولی پایۀ
توسط که کاری همان که بسازد ذهنی    ساختار یک یعنی ، کند١ درونی را عمل این می تواند یادگیرنده
عمل یک به تبدیل است، جدید ذهنی ساختار یک که ”فرآیند“ طریق از می شود، انجام خارج از ”عمل“
به مجبور واقعاً که این (بدون اجرا حال در را ”عمل“ که می دهد اجازه فرد به ”فرآیند“ شود. داخلی
عملی می شود، وارد ”چیزی که نگریست طور این تابع به می توان آن، از پس کند. تصور باشد)، آن اجرای
چند یا دو کردن هماهنگ با می توان مرحله، این از بعد می شود“. خارج چیزی و می شود انجام آن روی
١interiorize
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و مداد کمک با بود، لازم اگر بعد و ذهن در اول را فرآیندی که آن یا آورد، به دست جدید فرآیندی فرآیند،
اول دهد، انجام ذهنی فرآیند این روی عملی بخواهد فردی اگر سرانجام، کرد. معکوس یا وارونه کاغذ،
طرحواره یک آن، از بتواند تا کند فشرده شئ یک در را آن ذهنی به طور و ببیند کل یک به عنوان را آن باید
مناسبی پداگوژی حال، ببینید.) را ١٩٩۶ همکاران، و آسیالا مقاله بیشتر، جزئیات (برای بسازد. ذهنی

است؟ کدام کرد بنا نظری تحلیل و تجزیه این اساس بر بتوان که
دانش آموزان/ شروع نقطۀ به راجع ایده ای آغاز، در معلم است لازم نظری، ابزار این از استفاده برای
تابع دانشجو، دانش آموز/ آیا که بفهمد باید او باشد. داشته ذهنی شان طرحواره های ایجاد برای دانشجویان
هنوز ولی هست، ”فرآیند“هم یک به عنوان تابع درک به قادر یا می شناسد ”عمل“ یک به عنوان تنها را
می تواند چگونه معلم که است این مسئله بالأخره، کند. فشرده ”شئ“ یک در را ”فرآیند“ این نمی تواند
ببرد. جلو را درس تا بشناسد را دانشجویان دانش آموزان/ ذهنی فعالیت های آموزشی، مواد به کمک
فعالیت های با باید باشند، داشته پیشرفت شان از خوبی درک که این برای نیز دانشجویان دانش آموزان/
آن ها به کمک بتوان تا رسیده اند شاخص هایی به پژوهشی یافته های راستا، این در باشند. آشنا خود ذهنی
مرحله ای چه در دانشجویان دانش آموزان/ حدوداً، که این مورد در APOS، تحلیل و تجزیه از استفاده با و
که (همان طور داشت اصرار دانشجویی دانش آموزی/ اگر مثال، برای زد. معقولی حدس های دارند، قرار
که زد حدس می توان است، آن برای صریح فرمولی داشتن تابع، وجود شرط که می کنند) چنین بسیاری
دانش آموز/ اگر دیگر، سوی از است. عمل سطح در تابع، مفهوم از دانشجو دانش آموز/ این درک احتمالا
باشد عملگری می تواند مشتق، که دهد تشخیص و بفهمد را توابع مجموعه های تشکیل چگونگی دانشجو
شئ سطح در تابع مورد در دانشجو دانش آموز/ این تفکر شاید آنگاه کند، تبدیل دیگر تابعی به را تابع که

باشد.
برحسب می توان را بسیاری ریاضی مفاهیم که شدیم متوجه همه مختلف، همکاران با کار جریان در
مشکلات می توانست تحلیل هایی و تجزیه چنین کرد. تحلیل و تجزیه اشیاء، و فرآیندها اعمال، این
دیگر، سوی از دهد. توضیح نشده، انجام ذهنی سازهای و ساخت برحسب را دانشجویان دانش آموزان/
بنویسند رایانه ای برنامۀ یک و دهند انجام ریاضی عملی که می خواستیم دانشجویان از اگر که دریافتیم ما
فرآیند، به صورت را عمل این که بودند مایل دانشجویان تکلیف، این اجرای در باشد، عمل آن بیان کنندۀ که
که می نوشت دیگری برنامۀ دانشجو تکلیف، این از پس اگر که بود این هیجان انگیزتر حتی کنند. درونی
می داد. پس جدیدی برنامه و می کرد تبدیل طریقی به را آن می پذیرفت، ورودی به عنوان را اول برنامۀ
شئ یک به عنوان را آن و کند فشرده سازی را فرآیند این بود شده قادر زیاد، احتمال به دانشجو این یعنی
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بسیار ریاضی ورزی برای که ریاضی، ایده های مفهوم سازی در فرآیند و عمل بین مدام کردن حرکت ببیند.
.(٢٠٠٣ همکاران، و (ولر١ شد نتیجه پداگوژی این از دردسر، بدون تقریباً است، ضروری

درسی مواد رویکرد، این در کردیم. ابداع یافته سازمان پداگوژیکی رویکرد یک ایده ها، این اساس بر
انجام شامل هفته، هر می کشد. طول هفته یک کدام، هر آموزش که می شود تقسیم کوچکی واحدهای به
در مشارکتی)، گروه های در (اغلب دانشجویان که است این نخست کار است. کار نوع سه از چرخه ای
که ذهنی سازهای و ساخت پروراندن برای شده طراحی کدهای و برنامه ها نوشتن روی رایانه آزمایشگاه
انجام کلاس از خارج را کار این آن ها می کنند. کار کند، کمک واحد آن مفاهیم درک در آن ها به می تواند
می کنند کار تکلیف هایی روی گروهی) صورت به هم (باز دانشجویان درس، کلاس در که این دوم می دهند.
ریاضی، مفاهیم درک به ذهنی شان ساختار های تبدیل در دانشجویان، به که شده اند طراحی گونه ای به که
نوع با که رسیده اند ریاضی از فهمی و درک به به تدریج دانشجویان اکثر که فرض این با سوم، کنند. کمک
گسترش و تقویت تمرین، آن ها، هدف که می شوند طراحی تمرین هایی است، متناسب ریاضیدانان درک

.(١٩٩۶ همکاران، و (آسیالا است ایجاد حال در که است دانشی
درسی کتاب های تمام کرده ایم. اجرا و طراحی رویکرد، این بر مبتنی را کارشناسی دورۀ درس های ما
استفاده با است. قسمتی سه چرخۀ این نشان دهنده آن ها، محتوای و هستند ساختار این دارای شده نوشته
انجام تجربی پژوهش های دانشجویان، نگرش و عملکرد مورد در کیفی و کمی پژوهش روش دو هر از
برای دانشجویان به کمک در می تواند رویکرد، این که بود این از حاکی پژوهش ها این نتایج داده ایم.
ریاضی دانشگاهی، عمومی ریاضی درس های انواع مانند موضوعاتی در ریاضی پیشرفتۀ مفاهیم یادگیریِ
این که داشت اذعان باید البته .(٢٠٠٣ همکاران، و (ولر باشد مؤثر خیلی خطی جبر و مجرد، جبر گسسته،
به طور تدریس و یادگیری مورد در را فکرشان تنها نه که است مدرسانی وجود مستلزم پداگوژیکی رهیافتِ
ما می دهند. خرج به نیز روش این یادگیری برای قابل توجهی تلاش بلکه داده اند، تغییر معنادار و چشم گیر
ریاضی تدریس در را روش این گستردۀ گزینش که است چیزهایی جمله از استلزامات، این که معتقدیم

است. کرده محدود کارشناسی، دورۀ

باب داستان
آزاد٢» «برنامه در داوطلب به طور والدین، از یکی به عنوان من ،١٩٨٨-١٩٨٧ تحصیلی سال در
جبر هشتمی ها کلاس به ماساچوست، ایالت در واقع کمبریج شهر در پسر٣ کینگ لوتر مارتین مدسه در
١Weller ٢Open program ٣Martin Luther King Jr. School
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بیایند کلاس این به که بود خواسته هم دوستانش از و بود کلاس این در اُمو١ پسرم، می کردم. تدریس
جدول باشد، گروه عضو می خواست که دوستانش از یکی نکند. تنهایی احساس جبر، یادگیری موقع تا
مورد در سؤالاتی به وقتی می کردیم. کار هم، کنار روز هر و پذیرفتم کلاس این در را او من نبود. بلد ضرب
پاسخ های همیشه او اعداد، محور روی صحیح اعداد کردن جمع موقع که شدم متوجه رسیدیم، اعداد محور
حقیقت، در می داد. پاسخ می پرسید، کتاب آنچه از غیر سؤالی به دائم او یعنی، می آورد. به دست یکسان
پیدا هم من مشکل بود. ”چندتا“ آن، و داشت ذهنش در اعداد مورد در سؤال یک فقط دانش آموز این

کنم. ایجاد وی ذهن در که بود اعداد مورد در دیگری سؤال کردن
مورد اصطلاحات و روزانه روال  از بخشی سؤال، این کردم. انتخاب را راه“ ”کدام سؤالِ سرانجام،
منزل به راه ”کدام یا خرید؟“ مرکز به راه کدام ” که بپرسد چطور می دانست او مثلا بود. او استفاده
از بخشی به عنوان راه“، ”کدام سؤال های با را ”چندتا“ سؤال های نمی توانست اما می رود، دوستش؟“
”کدام جنس از سؤال هایی چگونه که شد این من دغدغه های از یکی نتیجه در کند. تلفیق عدد، مفهوم

دهم. قرار ”چندتا“ با برابر شرایطی در عدد، از وی درک با را راه“
متروی ایستگاه  در « لاین٣ «رِد خط در « «تی استاپ٢ وارد بوستون، به کمبریج از رفتن برای روز یک
نسبت اول، که می شود خواسته مسافران همه از بلندگو در که شدم متوجه و شده « اسکوئر۴ «سانترال
را خود خط آن، اساس بر و مقصدی] چه به مبدئی چه از [منظور بگیرند تصمیم خود، حرکت جهت به
را کواین۵ ایده های موقع، این در داشت. وجود راه“ ”کدام سؤال برای پاسخ دو یعنی - کنند انتخاب
ایده ای آوردم- یاد به تجربی یادگیری طریق از مقدماتی ریاضیات مفاهیم از بعضی تولید فرآیند مورد در
این مشاهدۀ با بود. گرفته الهام آن از پسر، لوترکینگ مارتین مدرسه در آزاد“ ”برنامه آموزشی برنامه که
خواستیم دانش آموزان از و رفتیم مترو ایستگاه این به مدرسه، دانش آموزان و معلمان سایر به همراه پدیده،
به عنوان را بازنمایی ها۶ این ما کنند. نقاشی و بزنند حرف بنویسند، مطلب مترو به شدن سوار مورد در که
سپس می خواند. معمولی“ ”گفتمان را آن کواین که آنچه - گرفتیم نظر در آن ها “ سلیم ٧ عقل ”بازنمایی
کنند. شناسایی آن ها ویژگی های به عنوان را بازنمایی ها این مهم جنبه های که خواستیم دانش آموزان از
مقصد در شدن پیاده و مسیر ابتدای در شدن سوار مانند بدیهی ویژگی های دربارۀ دانش آموزان با آنگاه
گفتگو و بحث توقفگاه ها، نسبی موقعیت های و مکان ها مثل نبودند، بدیهی هم خیلی که ویژگی هایی و

کردیم.

است. ماساچوست خیابان در واقع و دارد قرار ام.آی.تی تا هاروارد دانشگاه راه بین در مترو، ایستگاه این Central Square۴

١Omo ٢T- Stop ٣Red Line ۵Quine ۶Representation ٧Common sense
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”ریاضی وار را ریاضی در استفاده مورد منظم زبان به معمولی گفتمان از حرکت یعنی فرآیند، این کواین
و “ عامه٢ ”حرف  را سلیم عقل بازنمایی های کواین، نظریۀ از اقتباس با می شناسد. رویدادها “ کردن١
ساخت فرآیند درگیر را دانش آموزان سپس نامیدیم. “ خاص٣ ”حرف را قاعده مند یا منظم بازنمایی های
کردن ریاضی وار قصد که ویژگی هایی برای مجرد و تصویری بازنمایی های قالب در نمادهایی کردیم؛ نمادها
بازنمایی های درون شهری، رفت و آمدهای این گوناگون ویژگی های برای ترتیب، این به داشتیم. را آن ها

کردیم. تولید مجرد بازنمایی های و تصویری
استعاره ها کردند، ریاضی وار را رفت و آمدها این که دانش آموزانی شد مشخص زمان، گذشت با
خیلی حسابی، اعمال برای آن ها استعاره های با که کرده اند کسب تفریق و جمع برای قوی تصوراتی و
به دادن پاسخ برای ریاضی شئ یک به عنوان ”جابجایی“ مفهوم به می توان نمونه، برای داشت. تفاوت
رِدلاین، نقشه ”روی بگیرید: نظر در را زیر سؤال دو نمود. اشاره راه“ ”کدام و ”چندتا“ سؤال نوع دو
کندال به نسبت اسکوئر۵ ”هاروارد و دارد؟“ قرار کجا کمبریج، در اسکوئر سانترال به نسبت پورتر۴ میدان

دارد؟“ قرار کجا اسکوئر۶،
یکسان دو، هر پاسخ و است رِدلاین مسیر در ایستگاه دو نسبی موقعیت مفهوم سؤال، دو هر مبنای
نمایش همچنین، است. راه“ ”کدام و ”چندتا“ سؤال نوع دو به پاسخی این دورتر“. ایستگاه ”دو است:
اسکوئر سانترال از مکان تغییر به دانش آموزان است. نقطه دو یا مکان دو جابجایی پاسخ، این هندسی
از حرکت و کردند فکر جابجایی واحد دو سپس و اسکوئر سانترال از شروع به صورت اسکوئر، پورتر به
کردند. تصور جابجایی واحد دو و اسکوئر کندال از شروع به صورت را اسکوئر هاروارد به اسکوئر کندال
دو این یعنی هستند، یکسان جهت در و بوده توقف مساوی تعداد دارای که داریم مکان تغییر دو بنابراین

می دهند. نشان را یکسانی جابجایی حرکت،
.. 𝑃. 𝐻. 𝐶. 𝐾

گزاره های عامه“، ”حرف بازنمایی می خوانیم. رفت و آمدها این برای تصویری“ ”بازنمایی را نمودار این ما
هستند: زیر

است. سانترال از دورتر ایستگاه دو پورتر
است. کندال از دورتر ایستگاه دو هاروارد

١Mathematizing ٢Ordinary Discourse ٣Regimented Language ۴Porter Square ۵Harvard Square
۶Kendal Square
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”جمع“ عمل بازنمایی، این است. ایستگاه ها نسبی موقعیت و مکان به دقیق اشارۀ شامل خاص“ ”حرف
ایستگاه مقایسۀ با را ”تفریق“ علامت و جهت دو از یکی در دیگر ایستگاه به ایستگاه یک از حرکت با را

دیگر، عبارت به می دهد. نشان (مبدأ)، آغازین ایستگاه به نسبت (مقصد) پایانی
می رسیم. اسکوئر هاروارد به مکان، نقل ایستگاه دو و اسکوئر کندال از شروع با

می شود. جمع به منجر خاص“، این”حرف
است دورتر ایستگاه ٢ کندال، با مقایسه در هاروارد ایستگاه

به عنوان را ایستگاه ها از بعضی ، ریاضی ورزی١ این برای می شود. تفریق به منجر خاص“، این”حرف
برای (صفر) ٠ مانند نمادهایی دادن اختصاص مورد در دانش آموزان با سپس کردیم. انتخاب معیار٢
Δ𝑥 و دیگر)، ایستگاه (یک هاروارد مکان برای 𝑥٢ ایستگاه ها)، از (یکی کندال مکان برای 𝑥١ معیار،

می شود: چنین خاص“ ”حرف جملۀ اولین وضعیتی، چنین در کردیم. گفتگو و بحث جابجایی، برای
𝑥١ + Δ𝑥 = 𝑥٢

می شود: خاص“ ”حرف دومین و
𝑥٢ − 𝑥١ = Δ𝑥

کنیم: خلاصه زیر مرحلۀ هشت در را جمله ها نوع این کردن ریاضی وار فرآیند می توانیم ما
مشاهده. مورد جملۀ شناسایی .١

است. کندال از دورتر ایستگاه دو هاروارد
جمله ها. در اسامی شناسایی .٢

کندال. هاروارد،
جمله ها. دلالت) یا (خبر مسند شناسایی .٣

به کارگیری از حاصل شئ و (”هاروارد“) اسم بین (”است“) تساوی رابطه مسند حالت، این در
است. (”کندال“) اسم روی (“ دورتر ایستگاه (”دو عمل

اسم(ها). برای تصویری نماد یک ساخت .۴
می دهند. انجام دانش آموزان را کار این
مسند. برای تصویری نماد یک ساختن .۵
می دهند. انجام دانش آموزان را کار این

١Mathematization ٢Benchmark
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جمله. این برای تصویری بازنمایی یک ساختن .۶

انجام دانش آموزان را کار این می دهد. نشان را بالا در شده رفت و آمد مسیر نمودار، این
می دهند.

قاعده مند. یا منظم زبان از استفاده با جمله ای به شده، مشاهده جملۀ ترجمۀ .٧
دارد: وجود کار این انجام برای راه دو

می رسیم. هاروارد به بعد ایستگاه دو کندال، از شروع با الف.
است. دورتر ایستگاه ٢ کندال، با مقایسه در هاروارد موقعیت ب.

ریاضی مرسوم نمادهای به قاعده مند یا منظم زبان ترجمۀ برای که مرسوم نمادهای شناسایی (١)
به ترتیب می توانیم کندال، و هاروارد ایستگاه های برای هستند. نیاز مورد ترجمه، آن انجام و
بگیریم. نظر در با“ مقایسه ”در برای را – و ”حرکت“ برای را + علامت و 𝐿(𝐾) و 𝐿(𝐻)

می شود: زیر جملۀ دو مجرد نمادین بازنمایی به منجر نماد گذاری، این
.الف 𝐿(𝐾) + −٢ = 𝐿(𝐻)
.ب 𝐿(𝐻)–𝐿(𝐾) = −٢

گسترده ای طیف در را آن می توان که ریاضی، بیان به تجربه یک تبدیل برای دستورالعمل این
تجربه می کنند، را موقعیت این واقعاً که دانش آموزانی به همراه کرد، اعمال موقعیت ها از

می شود. نامیده تجربی“ ”یادگیری که است پداگوژی  یک اصلی دستاورد نشان دهندۀ

سنتز یک
باب، داستان در شده توصیف ساختار از شد، داده توضیح جبر درسی برنامۀ در که ایده هایی تلفیق در
که ممکنی ”شئ“های و ”فرآیند“، ”عمل “، به برنامه، این در شد. استفاده هدایت کننده چارچوب به عنوان
است. شده توجه شد، توصیف اد داستان در که گونه همان به بسازند، ذهنشان در می توانند دانش آموزان
نوشتن و بحث و معین بازی های با رایانه ای برنامه های از استفاده شامل برنامه از بخشی نمونه، برای
ساخت و سازهای ایجاد لزوم به توجه با بازی ها، این جزئیات از بسیاری دیگر، سوی از آن هاست. درباره
دو این تلفیق از می توانیم ما می شوند. طراحی ، APOS نظریۀ توسط شده پیشنهاد معین و ذهنی
پایۀ جبر کتاب هر در که بگیرید نظر در را زیر مانند رابطه ای مثلا بکنیم. بسیاری استفاده های ”داستان“

می شود: دیده دبیرستانی
𝑎 − 𝑏 = 𝑎 + −𝑏
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داستان رفت و آمدهای بحثِ در که همان طور باشند. صحیح عدد می توانند 𝑏 و 𝑎 دوی هر رابطه، این در
مکانی یا معین، جهتی در و قدم ها از معینی تعداد با حرکت یک می توان را صحیح عدد یک دیدیم، باب
نظریۀ مکان؟ یک یا است حرکت یک صحیح، عدد که است این سؤال پس کرد. قلمداد اعداد محور روی
آنگاه کنیم، تعبیر حرکت به را صحیح عدد اگر می کند. حل را ظاهری ابهام این اد، داستان در APOS
صحیح، عدد مورد در که است شیئی فرآیند، آن فشرده سازی و است فرآیند یک ، APOS نظریۀ بنابر
تعبیرمان است ممکن فرآیند، این کردن وارونه و فشرده سازی سازوکار با است. اعداد محور روی مکانی
شروع 𝑏 مکان از کنید فرض حال دهیم. تغییر بارها مکان، یک یا حرکت یک به عنوان صحیح عدد از را

می کنیم: حرکت (این) به
𝑎 + −𝑏

𝑎 + −𝑏 مکان به رسیدن برای −𝑏 حرکت انجام و 𝑎 مکان به (مبدأ) معیار از حرکت با مکان، تغیر این
می توانیم حالا می خوانیم). نیز 𝑎 + −𝑏 را آن (گاهی می شود انجام است، فشرده سازی فرآیند برعکس که
را ما ”جمع“، عمل از تعبیرمان اساس بر که کنیم ایجاد را 𝑎 + −𝑏 حرکت ،𝑏 مکان از حرکت شروع با

مکان به
𝑏 + (𝑎 + −𝑏)

به طور . ١ است 𝑎 مکان با برابر صحیح، اعداد استاندارد خاصیت های از استفاده با هم این که می رساند
می رسیم. 𝑎 به آنگاه کنیم، ایجاد را (𝑎 + −𝑏) حرکت و کرده شروع 𝑏 از اگر شده گفته ما به خلاصه،

داریم پس است. 𝑎 − 𝑏 فقط حرکت این ”تفریق“، از تعبیرمان بنابر این، بر علاوه
𝑎 − 𝑏 = 𝑎 + −𝑏.

می توان به صراحت اما شود، بیان باتجربه ریاضی دانانِ برای که است آن از روشن تر نظر به رابطه این
سخت  قسمت های از دانش آموزان، برای و دارد وجود دبیرستانی جبر درسی کتاب هر در تقریباً که گفت

است. جبر شروع
تجربه ای، با را قطعه هر می کنیم. تقسیم قطعاتی به را محتوا درس، کلاس برای برنامه تولید برای ما
می کنند. ثبت را چشم گیری اطلاعات و داده انجام را بازی دانش آموزان می کنیم. شروع بازی، یک مثل
نوشتن به آن ها می نویسد. افتاده اتفاق بازی انجام موقع که را آنچه از توصیفی دانش آموز، هر سپس
یک در سپس می شوند. تشویق عامه“، ”حرف همان یا مختلف بندهای در منظم و کامل جمله های
نویسندگان از پانویس (این است آمده ما ریاضی درسی برنامۀ در خواص این شوند، داده توضیح روابط این که این از قبل ١

است).
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که ”عمل“هایی خاص“، ”حرف یعنی بازی ویژگی های تشخیص در دانش آموزان به معلم کلاسی، بحثِ
یاری می کند، توصیف ریاضی ورزی“را ”فرآیند یا بازی هدف که گزاره ای و می شوند، اجرا ویژگی ها این با
برای شده طراحی معین سؤالات به پاسخ گویی برای می شود خواسته دانش آموزان از آنگاه می رساند.
بحث، این کنند. کار گروهی به صورت بیشتر موقعیت، یک کردن ریاضی وار سمت به آن ها بردن پیش
همچنین می رسد. پایان به می شود، استفاده ریاضیدان ها توسط که نمادهایی و زبان از معلم توصیف با
استفاده می آید، جبر از بعد ریاضی دروس در که مهم خیلی معادلۀ دو تعبیر در رویکرد این از می توانیم

کنیم:

𝑥٢ − 𝑥١ = Δ𝑥
𝑥١ + Δ𝑥 = 𝑥٢

این یعنی است. Δ𝑥 ، 𝑥١ با 𝑥٢ مقایسۀ نتیجۀ که است این مبین اول رابطۀ تفریق، از تعبیرمان بنابر
انجام را Δ𝑥 حرکت و کنیم شروع 𝑥١ از اگر دیگر، عبارت به می برد. 𝑥٢ به 𝑥١ از را ما که است حرکتی

است. دوم معادلۀ دقیقاً جمع، از تعبیرمان به بنا که می رسیم 𝑥٢ به دهیم،
حساب همان دادنِ انجام برای اما نمی شود، شامل را ساده حساب از بیش چیزی معادله، دو این البته
دارند. احتیاج معادلات این برای مفیدی استعاره های یا تعبیرها به دانش آموزان فهمی، و درک نوع هر با
را لازم تعبیرهای می توانند کرده ایم، ارائه صحیح اعداد تفریق و جمع برای که استعاره هایی معتقدیم ما

کنند. فراهم

مثال یک
که پیمانه ای١ حساب موضوع برای درسی برنامۀ مطالب رئوس اختصار، به مثال، آخرین به عنوان
اتفاق درس کلاس در که آنچه و بازی ها این بحث در می شود. ارائه است، خاص بازی چند بر مبتنی
مربوط باب، و اد داستان های در مطرح ایده های به پداگوژی، این چطور که می دهیم توضیح می افتد،

می شود.
برای باقیمانده“، با ”تقسیم ریاضی عمل درک دانش آموزان، برای درسی واحد این هدف اولین

است: زیر کلاسیک معادلۀ برحسب b مثبت صحیح عدد بر a مثبت صحیح عدد تقسیم

𝑎 = 𝑞𝑏 + 𝑟, 𝑟 = ٠, ١, ٢, … , 𝑏 − ١. (١)
١Modular Arithmetic
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دوازده بازی، این در می شود. شروع “ مکان ها١ دور به ”چرخیدن نام به بازی یک با درس، از بخش این
در است. چینی٢ سال های دایره البروج یا ساعت صفحه روی اعداد نشان دهندۀ که دارد وجود جایگاه
کلاس دانش آموزان توسط انتخاب ها (به طورکلی، می شود انتخاب مبدأ به عنوان جایگاه یک بازی، آغاز
می نشیند. جایگاه آن در دانش آموز یک بازی، طول در و می شود) انجام معلم جانب از راهنمایی قدری با
محل به دوم دانش آموز و می کنند انتخاب صحیح عدد یک دانش آموزان، که است ترتیب این به بازی
حرکت حین در برسد. شده انتخاب عدد به تا می شمارد آنقدر جایگاه ها، میان از حرکت با و می رود شروع
گذشته او جلوی از دوم دانش آموز که را دفعاتی تعداد نشسته، جایگاه در که اول دانش آموز دوم، دانش آموز

می کند. یادداشت می رسد، آن به که را آخری جایگاه همچنین و
تعداد گذشت، آن ها از باید که مکان هایی تعداد شروع، مکانِ از: عبارت اند بازی این ویژگی های
”چند که این بر مبنی سؤالی گزاره ای و است مکان ها شمردن بازی، این عمل پایانی. مکان و گردش ها
و جایگاه ها میان از حرکت فرآیند که است این دانش آموزان برای بازی این از مقصود دارد“. وجود گردش
کردنِ ضرب به دانش آموزان واداشتن با نخست را کار این ما بسازند. خود ذهن در را دایره دور به گردش
عمل این کردن درونی با دوم، و هستند b از کمتر که r مقادیر کردن اضافه و q اعداد در b صریح اعداد
تحلیل و تجزیه یک که است آن کار این انجام دلیل می دهیم. انجام می کند، را کار همین که فرآیندی به
بیان r کردن اضافه و q با b کردن ضرب فرآیند عکس به عنوان را (١) زیر بنایی ذهنی فرآیند ، APOS

می کند.
عدد یک تنها انتخاب به جای بار، این که تفاوت این با می شود انجام شکل همین به هم بعدی بازی
باید (که نیز تعداد آن افزایش میزان به عنوان دیگری عدد دانش آموزان چرخش ها، تعداد برای شروع برای
است، یکسان قبلی بازی با نیز بازی این ویژگی های اساساً می کنند. انتخاب باشد)، ١١ تا ٠ بین عددی
پیموده جایگاه ”چند که گزاره این به پاسخ برای افزایش میزان و ١٢ در گردش ها تعداد ضربِ عمل اما
تقسیم اصلی فرمول درک به دانش آموزان ریاضی ورزی، این با است. شده اضافه آن به است؟“، شده
دوازده از گذشتن آن، در که است ذهنی  فرآیند یک بیانگر بازی، این می شوند. هدایت (١) باقیمانده با

است. شده فشرده سازی “ ”گردش٣ یک در جایگاه،
گردش ها تعداد کردنِ ضرب ذهنی فرآیند کردن معکوس در دانش آموزان به کمک برای بعدی بازی
به جایگاه دوازده گرفتن نظر در با بازی این است. شده طراحی افزایش، میزان کردن اضافه و ١٢ در
سپری زمان دادن نشان برای ساعت ها عددِ و می شود انجام نیز، ساعت صفحه روی اعداد از نمایندگی
١Winding Around Positions ٢Chinees Years Zodiac ٣Wind
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می شمارند را ساعت و می کنند شروع ١٢ از دانش آموزان گروهی، به صورت کردن کار با است. شده
کنند. تعیین می دهد، نشان ساعت (صفحه) روی را نهایی زمان که افزایشی میزان و گردش ها تعداد تا
این در پایان. زمان یا باقیمانده و گردش ها، تعداد شده، سپری زمان از: عبارت اند بازی این ویژگی های
پایان زمان و قسمت) (خارج گردش ها تعداد یافتن برای ١٢ بر شده سپری زمان تقسیم شامل عمل بازی،
نمادگذاری (١) فرمول همان با و است باقیمانده با تقسیم بازی، این ورزیِ ریاضی است. (باقیمانده)
در گردش ها تعداد ضرب شامل که است فرآیند آن معکوس بیان کننده اینجا، در که تفاوت این با می شود،
شروع شامل معکوس، فرآیند که حالی در بود. کل آوردن به دست برای افزایش میزان کردن اضافه و ١٢

است. باقیمانده تعیین و گردش ها تعداد تعیین کل، با
نمود. تکرار ساعت، دوازده به جای هفته روز هفت کردنِ جایگزین با را بازی ها این همۀ می توان حال
این کردن ریاضی وار یعنی است، مشترک بازی ها این همۀ در که چه آن به راجع کردن بحث با سپس
که به طوری 𝑛 پیمانۀ به صحیح عدد یک مفهوم آوردن به دست برای که می رسیم جمع بندی این به بازی ها،
مجموعه هایی افراز ، 𝑛 پیمانه به همنهشتی باشد، دیگری مثبت صحیح عدد هر یا ،٧ ، ١٢ برابر ،𝑛 آن در

می سازد. مجاز را افراز و هم ارزی بین رابطۀ و صحیح اعداد از
منظرِ همان از استفاده با هفته روز های و ساعت بازی های به حساب، انجام برای می توان سپس
عدد دو با را گردش بازی می توان به سادگی جمع، عمل برای بازگشت. پداگوژی همان و معرفت شناسی
عمیق ایدۀ است. پایان نقطۀ دوم عدد و یکشنبه) یا ١٢ (ساعت شروع نقطۀ اول عدد که داد انجام
آن می گیرد) قرار دانش آموزان دسترس در دلیل، همین به زیاد احتمال به (که بازی این در موجود ریاضی
را آن هم ارز بعد و کرد جمع را آن ها اول یا 𝑛 پیمانۀ به b و a عدد دو کردن جمع برای می توان که است
گروه ویژگی های البته کرد. جمع را آن ها 𝑛 پیمانۀ در بعد و یافت را آن ها هم ارز اول یا یافت، 𝑛 پیمانۀ در
مورد تقویم، در یا ساعت دور به گردش برحسب کامل به طور می توان را 𝑛 پیمانۀ به جمع عمل با ℤ𝑛

داد. قرار بحث
می شود باعث کار این می دهیم. انجام عدد همان با بار چندین را جمع بازی ضرب، عمل برای
مثل کاملا نیز اینجا در شده استفاده پداگوژی کنند. توجه جمع تکرار به عنوان ضرب، به دانش آموزان
اعمال انجام طریق از ریاضی ورزی ویژگی ها، به راجع گفتگو دانش آموزان، گروهی بحث شامل قبلی ها
به ضرب مفهوم درک این ها، همۀ نتیجه که است نماد ها تخصیص و گزاره ها ارزشیابی ویژگی ها، این روی
پدیدۀ مستقیماً می توانند دانش آموزان گرفتند، قرار استفاده مورد ٧ و ١٢ مبنا های چون است. 𝑛 پیمانۀ
پیمانۀ دستگاه در اما می کند صدق ٧ پیمانۀ دستگاه در که را میدان یک برای موضوع اصول وضع ریاضی
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مورد در کردن فکر به باهوش تر، دانش آموزانِ از بعضی است ممکن حتی کنند. تجربه نمی کند، صدق ١٢
شوند. علاقه مند می شود، تفاوت این به منجر که ٧ و ١٢ ویژگی های

مدنی حقوق جنبش و جبر پروژۀ
صنعت داخلی، جنگ از بعد شده ایجاد طبقاتی نظام اقتصادیِ پایه ریزی برای آمریکا متحدۀ ایالات
نساجی اش صنعت و ساخت آلاباما١ در پوست سیاه جوانِ مردان برده وار گرفتن خدمت به با را فولاد
جنبش نهاد. بنا ، می کرد٢ توزیع می سی سی پی در پنبه چین کارگران بین که ناچیزی حقوق پایۀ بر را
رأی گیری همگانی، رفاهی امکانات برای عمومی خواست ایجاد با را طبقاتی نظام مظاهر مدنی، حقوق
عمومی مدارس در طبقاتی، نظام این مظهر آشکارترین این، وجود با برچید. ملی، دموکرات حزب و
تئاتر آمفی در ١٩۶۵ تا ١٩۶١ سال های مدنی حقوق جنبش مستقیم خَلَف جبر، پروژۀ است. مانده باقی

می رود. ملت جنبش ناتمام کارِ از بعد این سروقتِ درست می سی سی پی،
هم ریاضی جامعه، فزایندۀ پیچیدگی و اطلاعات فناوری استیلای با که است این ما بحث موضوع
ریاضی دانان که می دهد نشان تاریخ یعنی است. شهروندی سواد اصلی بخش نوشتن، و خواندن مانند
هل اجتماعی بنیادی تنگناهای وسط به ناخواسته، یا خواسته آمریکا در ریاضی آموزش متخصصان و
در آرمان ها سازگاری و توافق مانند تنگناهایی از خروج برای که است رفته انتظار آن ها از و شده اند داده
میراث و طبقاتی و نژادی ساختارهای با متحده ایالات اساسی قانون مواجهۀ و آمریکا٣ استقلالِ اعلامیه
حاضر کنگره ،١٨٧۵ سال در که، آن حاصل دهند. ارائه مناسب راه حل های ، نژادی۴ تبعیض و برده داری
جمله از کودکان همۀ برای آموزش حق تضمین مشروطیتِ متمم برای را جمهور رئیس درخواست نشد
را مدنی حقوق قانونی لایحۀ کنگره، دهد. قرار رسیدگی مورد فدرال، دولت سطح در شده آزاد برده های
دهد انجام را کار این است نداشته حق کنگره که کرد اعلام ،١٨٨٣ سال در عالی دیوان اما کرد، تصویب

گشت. مهیا طبقاتی و نژادی جدی تبعیض های سال یک و هشتاد برای صحنه که شد طور این و
بزند اساسی قانون بر متممی رفاهی، امکانات به همگانی دسترسی به منظورِ که گرفت تصمیم دادگاه
اساسی، قانون طبق که حالی در باشند، ایالت ها  شهروندان کشور، شهروندان به جای مردم آن، طریق از که
محفوظ برایشان دولتی، مدارس در آموزش و کشور سیاسی حزبی ساختارهای در عضویت و رأی حق

بماند.
١Blackmon, Slavery byAnother Name ٢Barry, Rising Tide; Lemann, Redemption and the Promised

Land ٣The Declaration of Independence ۴Jim Crow
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کودکان آموزش با ارتباط در اساسی قانون وضعیت این ،١٩۵۴ سال در کشور عالی دیوان حکم
طبق که کرد تأیید را اساسی قانون چهاردهم متمم از “ برابر١ ”حمایت بند بلکه نکشید. چالش به را کشور
به برابر دسترسی نمودن فراهم به موظف اساسی، قانون اساس بر و فدرال دولت به جای ایالت ها آن،
١٩۶١ سال در کونانت بریانت جیمز که همان طور هستند. شهروندان تمام برای دولتی مدرسه ای آموزش
(کونانت، داد نشان آموزشی نظام در را خود کشور، طبقاتی نظام تجلی آشکارترین کرد، یادآوری ما به

.(١٩۶١
امریکایی، مکزیکی- دبیرستانی دانش آموز چهارصد که زمانی شد، تأیید ١٩۶٨ سال در نابرابری این
معلمان و بهتر فیزیکی امکانات از برخورداری برای تقاضا به منظور راهپیمایی در شرکت قصد به را مدرسه
منطقۀ در آنتونیو سن مستقل ”مدرسۀ یعنی آن ها مورد و کردند شکایت نیز آن ها مادران کردند. ترک بهتر،

گرفت: قرار تصمیم گیری مورد ،١٩٧٣ مارس ٢١ در رودریگز“
چون نیست، اساسی حق یک آموزش که است این رودریگز در پاول لوئیس دادگاه اکثریت رأی

است. نشده تضمین اساسی قانون در ضمنی یا صریح به طور
بماند کشور طبقاتی نظام مظهر واضح ترین دولتی، مدارس آموزش که کرد تضمین عمل در پاول حکم
است. برقرار هم هنوز وضعیت این است. یافته گسترش نیز نژاد به و گذشته هم طبقه از حاضر حال در که
در سیاه پوست دانشجویان رسید، آمریکا جمهوری ریاست به کندی رابرت ،١٩۶٠ سال در وقتی
چهار ،١٩۶٠ سال فوریۀ اول ”در گذاشتند: تاریخ عرصۀ به پا سیاه پوستان، کالج های و دانشگاه ها
شمالی، کارولینای ایالت در برو گرینز وول ورثِ غذاخوری محوطۀ در آمریکایی آفریقایی- دانشجوی
دانشجویان این از وقتی شد. رد آن ها تقاضای نمودند. خدمات درخواست مؤدبانه و کردند تحصن
تحصن و منفی مقاومت ماندند. باقی خود صندلی های در آن ها کنند، ترک را آنجا که شد خواسته
جنوب، سراسر در نژادی نابرابریِ کشیدنِ چالش به در جوانان جنبش شدن مشتعل به صلح آمیزشان،

کرد“. کمک
به دسترسی به منظور بودند: خود قانونی وضعیت در عملی تغییر خواستار متحصن دانشجویانِ
بودند کشور شهروندان سایر با برابر شأنی و موقعیت داشتن خواستار آن ها همگانی، رفاهی امکانات
آزادی٢“، ”سواران اعتراض با بعد سال یک تقاضا این آیند. به حساب ایالتی شهروندان تنها که این نه

شد. شفاف تر
خود این و شدند سفیدپوستان عمومی اتوبوس های وارد بار اولین برای سیاه پوستان حرکت، این در ،Freedom Riders٢

بود. متحده ایالات در ضدنژادپرستی مبارزات در جدیدی سرفصل
١Equal Protection
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هماهنگی ”کمیته عنوان با تحصن رهبران از شبکه ای به تبدیل تحصن جنبش بکر١، الا از زیاد تشکر با
نهضت توسط شده تولید انرژی این از مور، اَمزی سپس SNCC شد. یا “ خشونت٢ عدم دانشجویی
اساسی قانون بی توجهی و می سی سی پی دلتای در (سهم گیر) کشاورزان وضعیت به اعتراض برای SNCC
حقیقت، در شد. داده رأی حق می سی سی پی مردم به تلاش هایش یمن به بالأخره و کرد استفاده آن ها به
رأی، حق داشتن و کشور شهروند به عنوان خود حقوق مطالبۀ در تنها نه (سهم گیر)، کشاورزان از SNCC
شدنِ نامزد امکان و ملی دموکراتیک حزب ساختار در مشارکت به توجه با برابر وضعیت مطالبۀ در بلکه

کرد. حمایت جمهوری ریاست برای تبار افریقایی آمریکایی- یک
هماهنگی کمیتۀ مدیر جبر، پروژۀ پایه گذار و رئیس و مقاله این نویسندۀ همکار موزز، (باب) رابرت
و ١٩۶۵ سال در را می سی سی پی او بود. می سی سی پی ایالت در SNCC یا خشونت عدم دانشجویی
مشترکشان زندگی آنجا و شد تانزانیا راهی ژانت، همسرش به همراه و کرد ترک ١٩۶۶ سال در را کشور
و (تابا) تاباسوری (اُمو)، اُمووال می شا، فرزندشان: چهار به همراه ١٩٧۶ سال در آن ها کردند. شروع را
تکالیف بچه ها شود مطمئن که بود این خانواده در باب کار بازگشت، در برگشتند. متحده ایالات به مالیکا،
مارتین مدرسه آزاد“ ”برنامه در داوطلب والدین از یکی به عنوان را کار این و داده اند انجام را خود ریاضی
سه و می شا فرزندش به جبر تدریس برای ماساچوست، ایالت در واقع کمبریج شهر در پسر لوترکینگ
،١٩٨٢ سال در باب داد. ادامه کردند، شروع را هشتم پایۀ ١٩٨٢ سال در که او همکلاسی های از نفر
در را آن هشتمی ها، کلاس همۀ برای جبر موضوع به پرداختن برای و کرد دریافت را “ مک آرتور٣ ”بورس
می سی سی پی وقایع با ناگزیر، پروژه این نمود. راه اندازی آن، با را جبر“ ”پروژۀ و کرد هزینه آزاد“ ”برنامه
بود، درآمده تعلیق حالت به ١٩۶۵-١٩۶١ سال های در می سی سی پی مدنی حقوق جنبش از که مقوله ای و
به توجه با و اساسی قانون در آن ها شدۀ تصریح حقوق و کشور کودکان وضعیت به توجه با است. مرتبط
مدارس در آموزش حق از کودکان همۀ تا که است واضح عمومی، آموزش دولتی/ مدارس در آن ها آموزش
نظام آشکار مظهر همچنان آمریکا، در عمومی آموزش نشوند، برخوردار کشور شهروندان به عنوان دولتی

ماند. خواهد باقی کشور در طبقاتی

نتیجه گیری
ملی بنیاد حمایت با جوانان پروژۀ مانند “ خواهر۴ ”سازمان  های با همکاری در جبر، پروژۀ امروز،
کودکان آموزشی تجارب دارد تلاش که است ملی حرکت یک خصوصی، و عمومی سازمان های سایر و علوم
١Ella Baker ٢The Student Nonviolent Coordinating Committee ٣MacArtour Fellowship ۴Sister

Organizations
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نشان که است فعالیت هایی نخستین از مثالی جبر، پروژۀ کند. دگرگون را جامعه پائینی چارک محروم
آموزش در پژوهش ریاضی، در پژوهش فلسفه، مانند مختلف علمی حوزه های از افرادی چگونه می دهد
در کارشناسی دورۀ پایان تا گرفته پیش دبستانی از آموزشی حوزه های مدیران و معلمان نیز و ریاضی
آمریکا در اقتصادی و اجتماعی عدالت برقراریِ برای که ما مثل افرادی همکاری با ،(k − ١۶) دانشگاه
بزرگ مسائل از بعضی حل در و کنند کار هم با تا کنند پیدا مشترکی زمینه های می توانند می کنیم، مبارزه

باشند. داشته مشارکت است، رو به رو آن با یکم و بیست قرن در کشورمان که
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ریاضی اندیشۀ و فرهنگ
١٠٢ تا ٨٩ صص. (١٣٩۵ تابستان و بهار ) ۵٨ شماره

دیفرانسیل∗ معادلات درسی برنامۀ محتوای تحلیل
پور فردین کریمی یونس

چکیده
واقعیت مدار درسی برنامۀ نظری چارچوب از استفاده با و محتوا تحلیل روش به مقاله، این در
«نزدیک بودن»، واقعیت به «متصل مقولۀ چهار شامل دیفرانسیل، معادلات آموزش حوزۀ در
همه بودن» «جبری-عددی-هندسی و بودن» جامعه مسائل با «مرتبط ماندن»، دانشجویان به
بررسی مورد میتریا و دیپریما بویس، دیفرانسیل معادلات کتاب دوم و اول فصل مثال های
واقعیت مدار» درسی «برنامۀ پررنگ نقش از حاکی یافته ها این از حاصل نتیجۀ می گیرد. قرار
بر أکید ت با دیفرانسیل، معادلات سرفصل بازنگری پیشنهاد پایان، در است. کتاب این در

است. داده شده واقعیت مداری وجه

مقدمه .١
با آن مقایسۀ و واقعیت مدار دیفرانسیل معادلات آموزش نهضت معرفی ضمن مقاله، این در
معادلات کتاب بر نهضت این بالقوۀ تأثیرات بررسی به دیفرانسیل، معادلات درسی برنامۀ عمدۀ رویکردهای
ضرورت جهت آن از تحقیق این می  پردازیم. کتاب مثال های در (٢٠١٠ همکاران، و (بویس١ دیفرانسیل
معادلات سرفصل بازنگری کمیسیون تشکیل پیشنهاد مبنای واقع در کتاب، این محتوای تحلیل که دارد
کتاب های سرفصل که دارد جا بنابراین است. پایه٢ علوم و مهندسی رشته های کارشناسی دورۀ دیفرانسیل

. محتوا تحلیل دیفرانسیل، معادلات درسی، برنامۀ مدار، واقعیت ریاضی ریاضی، آموزش کلیدی. کلمات و عبارات
مدار» واقعیت درسی برنامه دیفرانسیل: معادلات «آموزش عنوان با پژوهشی طرح از است مستخرج مقاله این ∗

١Boyce ٢New Math

ایران) ریاضی (انجمن ١٣٩۵ ©
٨٩
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شود زده محک واقعیت مدار، ریاضی آموزش نظریۀ توسط معرفی شده ویژگی های با دیفرانسیل معادلات
گیرد. قرار مطالعه مورد منظر این از جهان و ایران در دیفرانسیل معادلات آموزش کنونی وضعیت تا

پژوهش پیشینۀ .٢
نهضت به اعتراض در همکارانش و فرودنتال میلادی ٧٠ دهه اواخر در ،(١٩٩٣) آزاد غلام گفتۀ به
واقعیت مدار ریاضی آموزش نظریۀ هلند، در مکانیکی ریاضی آموزش رویکرد و امریکا در جدید» «ریاضی
ریاضی آموزش زیربنایی فلسفۀ نمودند. تبیین ریاضی، یادگیری و تدریس فرآیند اصلاح به منظور را
برای که زمینه هایی روی کار طریق از را خود ریاضی درک که است لازم یادگیرنده که بود این واقعیت مدار
باید باشد، برخوردار انسانی ارزش از ریاضی آن که برای فرودنتال، عقیدۀ به کند. کسب است، بامعنا او
فرودنتال واقع، در باشد. جامعه مسائل با مرتبط و بماند یادگیرنده به نزدیک باشد، واقعیت به متصل
أکید ت انسانی فعالیت یک به عنوان آن بر شود، منتقل باید که بداند موضوعی را ریاضی این که به جای
تا دهد قرار یادگیرنده اختیار در مدل سازی برای هدایت شده ای فرصت باید آموزش داشت عقیده او داشت.
به عنوان ریاضی بر نباید ریاضی آموزش در اساس، این بر کند. بازآفرینی دادن، انجام طریق از را ریاضی
آن در فرودنتال بنابراین شود. تکیه ریاضی ورزی فرآیند و فعالیت بر باید بلکه کرد أکید ت بسته نظام یک
بیستم، قرن در که فرانسوی عمدتاً ریاضیدانان از گروهی مستعار (نام بورباکی ریاضی معماری زمان،
بنا پی در و داشتند أکید ت دقیق ریاضی بر آن ها کردند. پایه گذاری ریاضی آموزش در خاصی مکتب
زیرا کرد، رد ریاضی تدریس برای پایه ای به عنوان را بودند) مجموعه ها نظریۀ اساس بر ریاضی کل نهادن
باید البته که است مناسب راهنمایی های تحت آن دوبارۀ ابداع ریاضی یادگیری راه تنها که داشت اعتقاد
آموزش کند. پیدا گسترش تحصیل، سال های طی طبعاً و شود شروع ابتدایی آموزش اول سال های از
جنبۀ به که افقی١ ریاضی ورزی شد: معرفی ریاضی ورزی نوع دو معرفی طریق از واقعیت مدار ریاضی

می شد. مربوط آن رویه ای جنبۀ به که عمودی٢ ریاضی ورزی و می شد مربوط ریاضی کاربردی
در او به می توانند که می یابد دست ریاضی ابزار از انواعی به یادگیرنده افقی ریاضی ورزی در
فرآیند عمودی ریاضی ورزی اما کنند. کمک واقعی، زندگی موقعیت در مسئله حل و سازمان دهی
دنیای به واقعی زندگی دنیای از رفتن افقی، ریاضی ورزی است. ریاضی نظام خودِ در دوباره سازمان دهی
أکید ت فرودنتال است. نمادها دنیای درون حرکت معنای به عمودی ریاضی ورزی حالی که در است؛ نمادها
ریاضی ورزی که داشت توجه باید به علاوه، هستند. برابر ارزش دارای ریاضی ورزی شکل دو این که می کند
این واقعیت مدار ریاضی آموزش اهمیت واقع، در بیفتد. اتفاق فهم و درک مختلف سطوح در می تواند
١Horizontal Mathematization ٢Vertical Mathematization
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کنند، تعلق یا مالکیت احساس خود ریاضی دانش به نسبت می توانند یادگیرندگان آن، طریق از که است
دارد اشاره موقعیت هایی تمام به واقعیت مدار، واژۀ که داشت توجه باید بدانند. خود آنِ از را ریاضی یعنی

است. واقعی یادگیرنده ذهن در که
و سنتی نگاه به پاسخ در واقعیت مدار دیفرانسیل معادلات آموزش نهضت میلادی، ٢١ قرن اوایل در
حالی در این شد. معرفی (٢٠٠١) راسموسن١ توسط دیفرانسیل، معادلات آموزش در غالب جبری رویکرد
ارزش با را دیفرانسیل معادلات حل رویه ای و تحلیلی تدریس سنت ،(٢٠٠٣) وایتهد و راسموسن که بود
است. ریاضی  ورزی ٢ فعالیت  های نیازمند دیفرانسیل، معادلات آموزش که بودند معتقد اما می دانستند
و درسی برنامۀ که رسیدند نتیجه این به خود، پژوهشی یافته  های اساس بر بعد، سال چند سبب بدین
اختیار در مناسبی فرصت های که شوند طراحی گونه ای به باید دیفرانسیل معادلات درس آموزشی شیوه  های
حل بازآفرینی به مناسب، فعالیت های دادنِ انجام با و کاوشگرانه بتوانند آن ها تا دهد قرار دانشجویان
موفقیت تضمین  کنندۀ که دریافتند (٢٠٠٧) کُون٣ و راسموسن ادامه، در بپردازند. دیفرانسیل معادلات
دریافت کنندگانِ دانشجویان، که است این دیفرانسیل، معادلات آموزش به واقعیت مدار رویکرد اتخاذ در
از استفاده سمت به باید بلکه نباشند. معادلات انواع برای آماده  شده پیش از جبری حل های منفعل
این شوند. هدایت آن ها حل سپس و مدل سازی طریق از دیفرانسیل معادلات بازآفرینی برای فرصت هایی
هلندی، ریاضی دان فرودنتال۵ هانس که بود شده آغاز واقعیت مدار۴ ریاضی آموزش نظریۀ اساس بر نهضت
شمالی، آمریکای در میلادی ۶٠ دهه در جدید»، «ریاضی به موسوم رویه ای ریاضی اشاعۀ با تقابل در

نمود. مطرح
ریاضی خودِ از مهم تر به مراتب ریاضی انجام دادن ریاضی دان، فرودنتالِ برای که همان طور واقع، در
ریاضی، آموزشگر یک به عنوان (٢٠٠١) راسموسن دیدگاه از بود، آماده و حاضر محصول یک به عنوان
به مراتب که بود دیفرانسیل معادلات حل دادن انجام فرآیند واقعیت مدار، دیفرانسیل معادلات آموزش
شود تدریس باید ریاضی که بود معتقد فرودنتال این، بر علاوه بود. آماده و حاضر راه حل خود از مهم تر
نتیجه به سودمند۶ ریاضی تدریس طریق از مهم این که داشت أکید ت عین حال، در و باشد سودمند تا
راستا، همین در باشد. سودمند می تواند محدودی زمینه های در ریاضی مبحث هر زیرا رسید، نخواهد
رویکرد دیفرانسیل، معادلات سودمند تدریس با رابطه در که بودند معتقد نیز همکارانش و راسموسن
حل رویه  ای و تحلیلی مبحث زیرا نمی  رسد، نتیجه به به تنهایی دیفرانسیل معادلات حل آموزش به جبری

باشد. سودمند می تواند محدودی زمینه های در تنها دیفرانسیل معادلات
١Rasmussen ٢Mathematizing ٣Kwon ۴Realistic Mathematics Education: RME ۵Freudenthal
۶Useful Mathematics
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چنین می توان را دیفرانسیل معادلات آموزش به نسبت همکارانش و راسموسن دیدگاه مجموع، در
یک هم و فرآیند یک به عنوان هم دیفرانسیل معادلات آموزش چیز، هر از قبل است لازم که کرد خلاصه
آموزش به نگاهی چنین با باشد. مدل سازی آن، نهایی محصول می رود انتظار که شود دیده انسانی فعالیت
هدف، دو این که داد شکل را آموزش می توان چگونه که می  شود مطرح سؤال این دیفرانسیل، معادلات
نظریۀ یک به عنوان واقعیت مدار، دیفرانسیل معادلات آموزش نهضت سؤال، این به پاسخ در شوند. محقق
آمریکا در (٢٠٠١) راسموسن توسط نخستین  بار برای دیفرانسیل، معادلات آموزش در یادگیری یاددهی-

یافت. توسعه یکم، و بیست قرن اول دهه و بیستم قرن آخر دهۀ طی و شد معرفی
مبحث به مدرسه  ای ریاضی آموزش و عالی آموزشی همزمان توجه اصلی دلیل یکم، و بیست قرن در
دیفرانسیل معادلات اهمیت است. مدل سازی١ آموزش بحث در حوزه این قابلیت های دیفرانسیل، معادلات
مدل های و جرم فنر- دستگاه های نمایی، رشد مانند مهندسی و فیزیکی سادۀ پدیده  های از که است این در
برایشان و می شوند مدل سازی دیفرانسیل معادلات با دینامیکی طبیعی فرآیندهای تا گرفته الکتریکی
این تعمیم و تلفیق از معمولا واقعی دنیای مسائل مدل سازی های واقع، در می شود. پیدا صنعتی کاربست
مهندسی و فیزیکی ساده مدل های این از جامعی اطلاعات که می شوند حاصل بنیادی و ساده مدل های
که است ریاضی مهم شاخه های از یکی دیفرانسیل معادلات می شود. ارائه دیفرانسیل معادلات مبحث در
گرفت شکل انتگرال و دیفرانسیل حساب مطالعات طی لایب نیتیز و نیوتن توسط میلادی هفدهم قرن در
توسط معمولی، دیفرانسیل معادلات جبری حل مقدماتی روش های از بسیاری هجدهم، قرن آخر تا و

شدند. کشف لاگرانژ و اویلر برنولی، برادران مانند برجسته ای ریاضی دانان
سه نیازمند اغلب شوند، حل و شده مدل سازی دیفرانسیل معادلات با واقعی دنیای مسائل این که برای
آموزش در جبری رویکرد از منظور هستیم. دیفرانسیل معادلات حل هندسی۴ و عددی٣ ، جبری٢ رویکرد
که می شود مشخص ابتدا رویکرد، این در است. مرسوم و کلاسیک آموزش همان دیفرانسیل، معادلات
و دوم یا اول مرتبۀ ، غیرخطی۵ یا خطی جزئی، مشتقات با یا (معمولی رده ای چه به دیفرانسیل معادلۀ
فردین  پور، (کریمی می شود اعمال آن حل برای مشخصی الگوریتم های و روش ها سپس دارد. تعلق سایر)
وجود، نظریِ مسائل بررسی به بیشتر دیفرانسیل، معادلات حل زمینۀ در نوزدهم قرن سراسر در .(١٣٩٣
معادلات از تعدادی حل برای تلاش بین، این در شد. پرداخته توانی سری های به بسط و جواب یکتایی
این برای عددی تقریب روش های توسعۀ و ابداع به نبودند، حل  شدنی جبری روش های با که دیفرانسیل
١Mathematical Modeling ٢Algebraic (Analytic) ٣Numerical ۴Geometric (Graphical, Qualita-

tive) ۵Nonlinear Differential Equations
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محاسبات محدودیت به دلیل دیفرانسیل معادلات حل در عددی رویکرد کاربرد ولی انجامید. معادلات گونه
افتاد. تعویق به نرم افزارها و رایانه ها گسترش تا دستی،

معادلات حل کیفی) (گرافیکی، هندسی رویکرد ابداع با دیفرانسیل، معادلات برای بیستم قرن شروع
کیفی رفتار درک غیرخطی، دیفرانسیل معادلات برای به ویژه رویکرد، این هدف شد. آغاز دیفرانسیل
برای یکم بیست  و   قرن تحولات، این ادامۀ در .(٢٠٠١ (راسموسن، بود هندسی دیدگاه از جواب ها
است بوده همراه گرافیکی و عددی جبری، رویکردهای تلفیق برای تلاش با دیفرانسیل، معادلات آموزش
جبری رویکردهای کنارِ در فناوری پیشرفت های از استفاده با راسموسن، باور به .(٢٠٠١ ، (راسموسن١
راسموسن پرداخت. دیفرانسیل معادلات گرافیکی) (کیفی، هندسی آموزش به می توان عددی، و (تحلیلی)
رویکرد سه تلفیق با اما است، قدیمی مبحثی دیفرانسیل معادلات این که با معتقدند (٢٠٠٣) وایتهد و
بحث در مهم و جذاب مسائل از غنی منبعی به تبدیل دیفرانسیل معادلات جبری، و عددی هندسی،

است. شده صنعتی متنوع کاربردهای با ٢ دینامیکی سیستم های

پژوهش معرفی .٣
معرفی نظری چارچوبِ از بویس، دیفرانسیل معادلات کتاب در موجود مثال های تحلیل و تجزیه برای
با دیفرانسیل معادلات مسائل آن ها، دیدگاه از شد. استفاده (٢٠٠١) راسموسن و فرودنتال توسط شده
مسائل با مرتبط یادگیرنده، نزدیک واقعیت، به متصل دستۀ چهار به مدل سازی، رویکرد و فرض ها به توجه
مثال هایی بندی، تقسیم این با آشنایی برای که می شوند تقسیم جبری-عددی-هندسی رویکرد و جامعه
است: شده مطرح زیر به صورت سقوط حال در شیء یک مدل سازی مثال اول، فصل در می شود. ارائه

این که بنویسید دیفرانسیلی معادلۀ است. سقوط حال در دریا سطح نزدیک جو در شیئی کنید فرض
(.٢ (ص. کند. تشریح را حرکت

است. واقعی دنیای از آن شروع که کامل مدل سازی مسئلۀ یک است. واقعی چیز همه مثال، این در

است. متصل مخاطب واقعی تجربیات به سقوط حال در شیء است. معنادار مسئله برای شده ارائه زمینۀ
ندارد وجود صورت مسئله در چیزی دارد. آن از واقعی درک و کرده مشاهده را شیء یک سقوط بارها او
دانشجویی هر یعنی است. مجاز منطقی، انتخاب هر بنابراین کند. ایجاب را خاصی واحد از استفاده که
کیلوگرم با را جرم دانشجو اگر مثلا است. مختار مناسب واحدِ انتخاب در خود، دانش و تجربه به توجه با
برابر آزاد) دریاهای (سطح زمین سطح نزدیکی در گرانش شتابِ آنگاه کند، اندازه گیری نیوتن با را نیرو و
این در سلیم عقل می کند، انتخاب را واحدها خودش دانشجو چون بود. خواهد ثانیه مجذور بر ٩/٨متر
١Rasmussen ٢Dynamical Systems
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می  ماند. باقی دانشجو نزدیک مسئله، این گفت می توان این رو از دارد. برجسته نقشی مدل سازی فرآیندِ
از باشد. واقعیت به متصل مدل سازی که می کند کمک نیز دریا سطح نزدیکی در شیء سقوط تصریح
مرتبط سوخت مصرف کاهش قبیل از جامعه مسائل با اشیاء، حرکت برابر در هوا مقاومت دیگر، طرف
بیشتر نیز سوخت مصرف باشد، بیشتر نقلیه وسیلۀ یک حرکت برابر در هوا مقاومت هرچه مثلا است.
زمین، با برخورد سرعت باشد، بیشتر شیء یک سقوط برابر در هوا مقاومت هرچه این که یا بود؛ خواهد

بود. خواهد کمتر
رویکرد با ،(٣ (ص. فصل همین ٢ شماره مثال در جبری، رویکرد بر علاوه شیء، سقوط مسئلۀ
که تعادل سرعت همان یا تعادل، جواب هندسی رویکرد از استفاده با است. شده مدل سازی نیز هندسی
نشان هندسی رویکرد واقع، در است. آمده به دست است، هوا مقاومت و گرانش بین توازن با متناظر
سرعتش هوا، مقاومت اثر در باشد، تعادل سرعت از بیشتر سقوط، حال در شیء سرعت اگر می دهد
باشد، تعادل سرعت از کمتر سقوط حال در شیء سرعت اگر می شود. نزدیک تعادل سرعتِ به و کاهش
مسئله بررسی از که نیز مطلب این می شود. نزدیک  تر تعادل سرعتِ به و شده بیشتر سرعت گرانش اثر در
نتیجه در است. واقعیت به متصل و دانشجو سلیم عقل نزدیک است، شده حاصل هندسی رویکرد با
مدل سازی شده، دیفرانسیل معادلۀ تا می کنند کمک هم کنار در مکملی مانند هندسی رویکرد و جبری رویکرد
،(۵ (ص. فصل همین ٣ مثال در ،٢ و ١ مثال از حاصل دیفرانسیل معادلۀ بالأخره، باشد. واقعیت  مدار

می شود: مطرح موش ها، جمعیت لجستیک به صورت مسئلۀ
اگر می کنند. زندگی معین روستایی ناحیۀ یک در که بگیرید نظر در را صحرایی موش های از گروهی
افزایش آن ها فعلی جمعیت با متناسب نرخی با موش ها جمعیت که می کنیم فرض نباشد، کار در شکارچی
می کنند. شکار را صحرایی موش ١۵ روزانه که می کنند زندگی جغد چند همسایگی همان در اما یابد.

(.۵ (ص.
متقابل اثرات سقوط، حال در شیء دیفرانسیل معادلۀ که است داده شده توضیح کتاب ١٠ صفحۀ در
اثرات موش ها، جمعیت لجستیک دیفرانسیل معادلۀ همزمان، می کند. تشریح را هوا مقاومت و گرانش
به دیفرانسیل معادلات این دوی هر می کند. بیان را جغدها شکار و صحرایی موش های ولد و زاد متقابل
حال در شیء مسئله های ظاهر این که با هستند. ثابت عددهای 𝑏 و 𝑎 که هستند 𝑑𝑦

𝑑𝑡 = 𝑎𝑦−𝑏 کلی شکل
مدل سازی دیفرانسیل معادلۀ نوع یک با اما است، متفاوت   کاملا موش ها جمعیت لجستیک و سقوط
به متصل مسئله دو هر می شوند. ادغام هم با عمودی ریاضی  ورزی و افقی ریاضی  ورزی اینجا در می شوند.
رویکرد با مسئله دو هر همچنین مرتبط اند. جامعه مسائل با و دانشجو سلیم عقل به نزدیک واقعی، دنیای
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در دیگر، طرف از می گیرد. قرار تأیید مورد هندسی رویکرد با حاصل، جواب سپس و شده حل جبری
این که می دهند نشان را تعادل جواب وجود هندسی، رویکرد از حاصل جواب منحنی های مسئله، دو هر
هندسی رویکرد توسط تعادل جواب وجود این که از پس اما نمی آمد. به دست جبری رویکرد طریق از نتیجه
بخشی هندسی، و جبری رویکرد بین رابطۀ درک گرفت. قرار نیز جبری رویکرد تأیید مورد شد، شناسایی
ریاضی  ورزی از دیگری بخش است. واقعیت  مدار دیفرانسیل معادلات آموزش در عمودی ریاضی  ورزی از
دیگر رویکردهای با عددی رویکرد رابطۀ درک به واقعیت  مدار، دیفرانسیل معادلات آموزش در عمودی
مطرح جمعیت لجستیک معادلۀ از دیگری شکل دوم، فصل آخر در برمی گردد. دیفرانسیل معادلات حل
مالی مسئلۀ و جمعیت لجستیک معادلۀ از نوع این می شود. بررسی هندسی، و عددی رویکرد تلفیق با و
دیفرانسیل معادلات یعنی دیفرانسیل، معادلۀ نوع یک با دارند، متفاوت کاملا ظاهری که زیر بهره) (نرخ

می شوند. مدل سازی اول، مرتبۀ تفاضلی
باشد، ٪١٢ بهره نرخ اگر است. گرفته وام ماشین خرید برای دلار ١٠٠٠٠ دانشگاه آموخته دانش یک

(.١٣٣ (ص. شود؟ بازپرداخت سال چهار در وام تمام تا باشد چقدر ماهیانه لازم پرداخت میزان
زیرا است، واقعیت   مدار رویکرد با دیفرانسیل معادلات آموزش نشان   دهندۀ مطرح شده، مثال های
مدل سازی مسئله های این حال عین در هستند. عمودی ریاضی   ورزی و افقی ریاضی   ورزی ملاک  های دارای
جامعه به مربوط مسائل از و دانشجویان سلیم عقل نزدیک واقعی، دنیای به متصل افقی ریاضی  ورزیِ با
هندسی و عددی جبری، رویکردهای تلفیق و عمودی ریاضی   ورزی با همزمان، ضمن در می آیند. حساب به

می گیرند. قرار بررسی مورد نیز
یک در رویکرد این .(٢٠١٠ (هبره١، است سنتی رویکرد اغلب دیفرانسیل معادلات آموزش رویکرد
آن، مشخصه و می شود ارائه ندارد، یادگیرندگان واقعی زندگی دنیای با اشتراکی هیچ که مجرد دنیای
انتظار مدرسان از رویکرد، این در است. کاربردها به کمتر توجه و صرف جبریِ تحلیل های انجام بر تمرکز
به استاندارد الگوریتم یک معروف، دیفرانسیل معادلۀ هر حل برای و کنند تدریس مستقیم به طور می رود
فعالیت  های عمدۀ و است تمرین و تکرار به متکی بیشتر رویکرد، این در یادگیری دهند. ارائه دانشجویان
زمانی اصلی چالش سنتی، رویکرد در است. الگوریتم ها یا الگوها حفظ  کردن بر مبتنی دانشجویان،
همین در می شوند. روبه رو کرده  اند، حفظ قبلا که آن هایی بجز مسائلی با دانشجویان که می دهد رخ
به نیز دیفرانسیل معادلات آموزش یادگیری، عرصه  های تمام در فناوری حضور شدن پررنگ تر با حال،
در شد. متمایل می شود، تأمین واقعی دنیای از به ظاهر آن مدل سازی مسائل که عددی رویکرد سمت
بین روابط کشف به رایانه، یا حساب ماشین از استفاده با تا می شدند ترغیب دانشجویان رویکرد، این
١A. Habre
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رویکرد در اما می کرد. پیدا معنی 𝑑𝑦
𝑑𝑥 با آن ها رابطه که حالی در بپردازند؛ 𝑦 و 𝑥 مانند متغیرهایی

مستقل متغیر آن ها، در که می   شوند معرفی اول مرتبۀ دیفرانسیل معادلات از مهمی خانوادۀ ابتدا هندسی،
خودگردان١ هستند، 𝑑𝑦

𝑑𝑥 = 𝑓(𝑦) به شکل که دیفرانسیلی معادلات چنین نمی شود. ظاهر صریح به طور
و زوال یا رشد به مربوط واقعی مسائل چارچوب در خودگردان دیفرانسیل معادلات می شوند. نامیده
معادلات دارند. کاربرد غیره، و مهندسی جهانی، اقتصاد زیست، محیط  تا گرفته پزشکی از گستره ای در
هدف اما هستند. حل قابل جبری، رویکرد با و بوده (تفکیک پذیر) جداشدنی خودگردان، دیفرانسیل
چگونه که است موضوع این دادن نشان هندسی)، (رویکرد دیفرانسیل معادلات کیفی رفتار تحلیل اصلی
به دست جبری، حل بدون و گرافیکی و هندسی روش های از استفاده با می توان را مهم کیفی اطلاعات
جواب منحنی های رسم با تا می   کند فراهم را امکان این دیفرانسیل، معادلات کیفی رفتار تحلیل آورد.

نمود. پیش بینی را معادله بلندمدت رفتار باشد، صحیح کیفی به طور که خودگردان دیفرانسیل معادلۀ
راسموسن دیفرانسیل، معادلات درسی برنامۀ به سنتی و غالب رویکرد برای جایگزینی جستجوی در
با آن ها مشخص، به طور نکرد. دنبال به تنهایی را هندسی یا عددی جبری، رویکردهای از هیچ یک (٢٠٠١)
واقعیت  مدار، ریاضی آموزش نظری چارچوب از استفاده با و کردند مخالفت رویکرد یک تنها شدن غالب
رویکرد، این در بگیرد. شکل واقعیت مدار دیفرانسیل معادلات درسی برنامۀ تا نمودند ایجاد فرصتی
گرفته نظر در دیفرانسیل معادلات یادگیری شروع نقطۀ به عنوان زمینه دار، مسئلۀ یا واقعی دنیای موقعیت
دانشجویان، یعنی این می افتد. اتفاق کشف افقی، ریاضی  ورزی فعالیت های طریق از سپس می شود.
و قواعد و دهند تشخیص را مسئله ریاضی جنبه های که می کنند سعی و نموده سازمان دهی را مسئله
در می دهند. توسعه را ریاضی مفاهیم عمودی، ریاضی  ورزی از استفاده با سپس کنند. کشف را رابطه ها
این که است منظر این از و دارند زیادی بسیار اهمیت زمینه مدار مسائل واقعیت مدار، ریاضی آموزش
می آید. حساب به دیفرانسیل معادلات آموزش به صرف سنتی و جبری رویکرد مقابل در بدیلی رویکرد،
به عنوان زمینه دار، مسائل و است متفاوت شرایط واقعیت مدار، دیفرانسیل معادلات آموزش در
واقعیت مدار، دیفرانسیل معادلات آموزش در به عبارت دیگر، می کنند. عمل یادگیری فرآیند برای منبعی
آن بردن به کار و ریاضی مفاهیم شکل  گیری برای دو هر واقعی، زندگی موقعیت های و زمینه دار مسائل
زمینه دار، مسائل با کار ضمن دانشجویان آموزش، نوع این در می گیرند. قرار استفاده مورد مفاهیم،
را راهبردهایی ابتدا دانشجویان، که صورت این به دهند. توسعه را ریاضی فهم و درک ابزار می توانند
زمینۀ موقعیتِ از خاصی جنبه های آن، از بعد دارند. نزدیک ارتباط مسئله زمینۀ با که می کنند تبیین
١Autonomous
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خود به را مدل یک مشخصۀ بیش، و کم مسئله زمینۀ یعنی کند، پیدا بیشتری عمومیت می تواند مسئله
دستیابی مدل ها این سرانجام، می کند. کمک آن با مرتبط مسائل سایر حل به صورت این در و می  گیرد

می سازد. امکان پذیر رسمی تر، ریاضی دانش به را دانشجویان

پژوهش روش .۴
بویس مرزی مقدار مسئله های و مقدماتی دیفرانسیل معادلات درسی کتاب نهم ویراست اول جلد
شامل جلد، این می شود. ارائه مهندسی و فنی رشته های کارشناسی دوره های دوم یا اول سال در (١٣٩٠)
خطی معادلات دوم، مرتبۀ خطی معادلات اول، مرتبۀ دیفرانسیل معادلات مقدمه، نام های: با فصل هفت
اول مرتبۀ خطی معادلات دستگاه لاپلاس، تبدیل دوم، مرتبۀ خطی معادلات سری جواب های بالاتر، مرتبۀ
مثال ها، از یک هر گرفتند. قرار بررسی مورد کتاب در شده مطرح مثال های تمام حاضر، مطالعۀ در است.
مورد زمینه های بودنِ واقعی محتوا، تحلیل برای نظر مورد مضمون شدند. گرفته نظر در تحلیل واحد یک

بود. دانشجویان تجربه های به آن ها بودن نزدیک و استفاده
کتاب های معروف ترین از یکی که شد انجام دلیل این به بویس دیفرانسیل معادلات کتاب انتخاب
و تألیفی درسی کتاب چندین این که وجود با واقع در است. ایران و جهان در دیفرانسیل معادلات درسی
توجه مورد همچنان بویس دیفرانسیل معادلات کتاب است، موجود دیفرانسیل معادلات برای ترجمه ای
با کتاب دوم و اول فصل های مثال ٣۴ تعداد حاضر، پژوهش در دارد. قرار دیفرانسیل معادلات مدرسان
توسط کدگذاری ها شدند. کدگذاری واقعیت مدار، دیفرانسیل معادلات آموزش نظری چارچوب از استفاده
کدگذاری، دو این بین توافق میزان شد. انجام ماه شش زمانی فاصلۀ با متفاوت، زمان دو در و محقق

بود. کدگذاری نتایج پایایی دهندۀ نشان

کتاب محتوای تحلیل .۵
که: است آمده کتاب پیش گفتار در

معادلات به علاقه اش که است شده نوشته کاربردی ریاضیات متخصص یک دیدگاه از کتاب این
است. دو این میان جایی اغلب و کاربردی حد از بیش گاهی نظری، کاملا گاهی دیفرانسیل

مورد را واقعیت سمت به تجرید از جهت گیریِ صراحتاً کتاب، مؤلفان که می شود ملاحظه اینجا در
که: داده اند قرار أکید ت مورد را نکته این ادامه، در البته داشته اند. نظر
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است این کتاب در ریاضی مدل سازی و کاربردها دربارۀ مفصل نسبتاً مطالب گنجاندن اصلی علت
معادلات و می شود منجر دیفرانسیل معادلات به اغلب ریاضی، مدل سازی که شوند قانع دانشجویان که

است. مسئله ها بررسی از بخشی رشته ها، از متنوعی گسترۀ در دیفرانسیل
آن اهمیت و افقی ریاضی  ورزیِ معنای به أکیدی ت چنین واقعیت مدار، ریاضی آموزش رویکرد در
آن یادگیری اهمیت و واقعی مسائل حل در ریاضی کارآیی بر کتاب أکید ت که می شود ملاحظه پس است.

است. دانشجویان برای
هستند. هندسی- و عددی جبری، متنوع- ابزارهای از استفاده نیازمند اغلب عادی، غیر مسئله های
به باید دانشجویان پس ... شوند. ترکیب رایانه از مؤثر استفاده با باید اغلب کاغذی، و مداد روش های
محاسبه به هم و جبری تحلیل به هم است ممکن دشوار، مسئله ای درباره تحقیق که برسند تشخیص این
این که و است؛ مناسب قضاوتی نیازمند خاص هدفی برای ابزار بهترین تعیین برای که باشد داشته نیاز
کنند درک دانشجویان که است مهم که معتقدیم کرد. ارائه متنوعی شکل های به می توان معمولا را نتایج
خودی به جواب ... است. جواب آوردنِ به دست صرف به ندرت، دیفرانسیل معادلۀ یک حل از هدف که
ظاهر دیفرانسیل معادلات کاربردهای در که هستند مسئله هایی نوعاً مسئله ها این ... نیست. هدف خود

می شوند.
نشده اشاره کتاب این آموزشی رویکرد به عنوان بودن» «واقعیت مدار به به صراحت، کتاب در اگرچه
آنان مثال، برای نمود. مشاهده مؤلفان، آموزشی أکیدهای ت اکثر در می  توان تقریباً را آن تأثیر ولی است،
هندسی- و عددی جبری، متنوع- ابزارهای از استفاده نیازمند اغلب غیرعادی «مسئله های که معتقدند
ممکن دشوار، مسئله ای دربارۀ تحقیق که برسند تشخیص این «به تا دارند انتظار دانشجویان از و هستند»
از «هدف که کرده  اند تصریح همچنین مؤلفان باشد». داشته نیاز محاسبه به هم و جبری تحلیل به هم است
هدف خود، خودی به «جواب و است» جواب آوردن به دست صرف به ندرت دیفرانسیل، معادلۀ یک حل
پیش فرض سبب، بدین است. واقعیت  مدار» «ریاضیات نظری دیدگاه از برآمده که أکیدهایی ت نیست»؛

است. ضروری کتاب، این در شده مطرح مثال های بودنِ «واقعیت مدار» گرفتن

نتایج .۶
معادلات آموزش نظری چارچوب از استفاده با کتاب مثال های تحلیل و تجزیه از حاصل نتایج
واقعیت مدار ماهیتی، نظر از کتاب این اول فصل های مثال های تمام که داد نشان واقعیت مدار، دیفرانسیل
مورد مثال ٣۴ مجموع از واقع، در است. کمتر دوم، فصل در واقعیت مدار مثال های سهم اما هستند،



پور فردین کریمی ی. پور٩٩ فردین کریمی ی. پور٩٩ فردین کریمی ی. ٩٩

واقعیت مدار مسائل دستۀ در مثال ها، درصد ٪۴٢ حدود یعنی مثال ١۴ تعداد حاضر، پژوهش در بررسی
رویکردها این از تلفیقی یا هندسی عددی، جبری، رویکرد با واقعی دنیای در مطرح شده مسائل معنای به
است، کتاب اصلی اهداف از یکی که بودن» «کاربردی و بودن» «واقعیت مدار با این گرفتند. قرار
دستۀ در مثال ها، درصد ۵٩ و است درصد ۴٢ حدود افقی» «ریاضی ورزی مسائل سهم است. هم راستا
همزمان تلفیق که عمودی ریاضی  ورزی مثال  های از هم موردی هیچ دارند. جای عمودی» «ریاضی ورزی
فصل و اول فصل مثال های بین در است، دیفرانسیل معادلۀ حل در هندسی و عددی جبری، رویکرد سه

ندارد. وجود کتاب دوم
افقی» «ریاضی   ورزی به مربوط که ٢-۵ و ٣-٢ بخش های در مطرح شده مثال های بجز دوم، فصل در
آن ها بودن واقعیت مدار می رسد نظر به و شده اند مطرح رویه  ای و ریاضی دنیای در مثال ها بقیۀ هستند،
حدود تنها و ندارد رابطه این در خوبی وضعیت دوم فصل تمام حقیقت، در است. نگرفته  قرار توجه مورد
زیرا است، بهتر اول فصل وضعیت اما هستند. افقی ریاضی   ورزی دستۀ جزو فصل این مسائل از ٪٣٠
دوم فصل مثال های ٪٧٠ می گیرند. قرار افقی ریاضی  ورزی دستۀ در آن، در مطرح شده مثال های ٪١٠٠
مثال های طرح از کتاب نویسندگان می رسد نظر به گرفته اند. قرار بررسی مورد رویه  ای و جبری رویکرد با
نشان (٢٠٠١) استیلمن و گابرایت جمله از مختلف پژوهش های چراکه داشته اند، بیم زمینه  مدار» «به ظاهر
آموزش در تأثیری معمولا نیست، واقعی دنیای زمینه مدار»، «به ظاهر مسئله های زمینۀ چون که می دهند
و کرده حذف را زمینه مسئله، به زدن آسیب بدون می توانند دانشجویان بنابراین ندارند. مدل سازی فرآیند
کاربردهای به دانشجویان بی اعتمادی موجب اتفاق، این که نمایند حل رویه  ای ریاضی دنیای در را مسئله
دیفرانسیل، معادلات کتاب دوم فصل و اول فصل مثال های محتوای تحلیل نتایج می شود. ریاضی واقعی

است. آمده بخش هر تفکیک به ١ شماره جدول در



١٠٠ دیفرانسیل معادلات درسی برنامۀ محتوای ١٠٠تحلیل دیفرانسیل معادلات درسی برنامۀ محتوای ١٠٠تحلیل دیفرانسیل معادلات درسی برنامۀ محتوای تحلیل

دوم و اول فصل مثال های محتوای تحلیل :١ شماره جدول

پایانی بحث .٧
٪۴٢ واقعی، به طور که داد نشان دوم فصل و اول فصل  مثال های محتوای تحلیل از حاصل نتایج
«مدل سازی» اهمیت بر مؤلفان أکید ت وجود با و داد قرار واقعیت مدار» «ریاضی ردۀ در می  توان را مثال ها
غفلت مورد کتاب، اول فصل دو مثال  های ٪۵٨ مورد در هدف، این که داد نشان تحقیق این «کاربرد»، و
وجود با و دارند پررنگی نسبتاً حضور کتاب، این در زمینه» «بدون مسائل عوض، در است. گرفته قرار
معرفی برای خوبی شروع نقطۀ می  تواند ولی دارند، جدی تفاوت واقعی «مدل سازی» مسائل با این که

باشد. دانشجویان به دیفرانسیل معادلات حل جبری رویکرد
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آموزش برای «واقعیت   مدار» رویکرد معرفی که است این نمود توجه آن به است لازم که مهمی نکتۀ
تمام در که نیست دیفرانسیل معادلات درس مدرسان برای نسخه  ای تجویز معنای به دیفرانسیل، معادلات
بودنِ دانشجویان نزدیکِ مشخص، به طور برند. به کار را آن مثال ها تمام حل برای و خود درس کلاس های
حوزۀ به به شدت، که است مسئله یا زمینه آن بودنِ واقعی معنای به زمینه دار، مسئلۀ یک یا موقعیت یک

است. وابسته مخاطبان مکانی و زمانی
معنادار است ممکن ایرانی دانشجویان برای نامه رسان، کبوتر به مربوط زمینه مدار مسئله مثال، برای
فعالیت های طراحی دلیل، این به باشد. معنادار غربی دانشجوی برای است ممکن که حالی در نباشد،
پیدا ویژه ای اهمیت ایران، مختلف مناطق محیط زیست به مربوط پروژه های مانند بومی مدل سازی
گونه های دربارۀ واقعی مسئله های نامه رسان، کبوتر انقراض به مربوط مسئلۀ به جای می توان می کند.
دیفرانسیل معادلات آموزش اجرای تقاضای شرایط، این در کرد. مطرح را ایرانی جانوران مختلف
آسیب رسان می تواند بلکه نیست امکان پذیر تنها نه دیفرانسیل، معادلات فعلی سرفصل با واقعیت مدار
به دیفرانسیل معادلات مدرسان اصیل، مدل سازی فعالیت های طراحی به جای است ممکن مثلا باشد. نیز
مدل سازی مسائل به جای را زمینه» از «مستقل مسائل دسترس، در منابع و مناسب الگوهای نداشتن دلیل
تا می شوند باعث مسائل گونه این  زیرا داشت، خواهد پی در را خطراتی دو، هر این که کنند طراحی اصیل
تداعی دانشجویان ذهن در ریاضی مسئلۀ موقعیت های بودن ساختگی و ریاضی مسائل بودن غیرواقعی

گردد. ریاضی به نسبت دانشجویان بی اعتمادی موجب ذهنیت، این و شود
دفتر طرف از که دیفرانسیل معادلات درس مصوب سرفصل آخرین در حتی این که به توجه با
شده منتشر ١٣٨٨/٢/٢۶ تاریخ در فناوری و تحقیقات علوم، وزارت به وابسته عالی آموزش برنامه ریزی
و جبری رویکردهای با آن تلفیق و دیفرانسیل معادلات حل کیفی) یا (گرافیکی هندسی رویکرد است،
گرفته نادیده نیز واقعیت مدار دیفرانسیل معادلات آموزش است طبیعی است، گرفته شده نادیده عددی
تلفیق طریق از واقعی دنیای مسائل دیفرانسیل، معادلات آموزش متخصصان باور به که حالی در شود.
درس سرفصل بازنگریِ با تا می شود پیشنهاد بنابراین می شوند. مدل سازی رویکرد، سه این همزمان
معادلات حل هندسی رویکرد آموزش دفتر، این در تخصصی کمیسیون یک توسط دیفرانسیل معادلات

گیرد. قرار امکان سنجی مطالعه مورد کارشناسی، دوره های در دیفرانسیل
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ریاضی اندیشۀ و فرهنگ
١١١ تا ١٠٣ صص. (١٣٩۵ تابستان و بهار ) ۵٨ شماره

می نویسد دبیرستان برای ریاضیدان یک
فندل دن

زمانی شیوا برگردان:

نویسنده زندگی نامۀ از مختصری
شوم. محقق ریاضیدانِ یک که بود این هدفم تنها کردم، آغاز را خود تکمیلی تحصیلات دورۀ وقتی
درس های با بودم، (١٩۶۶ (فارغ التحصیل هاروارد دانشگاه در ریاضی کارشناسی دانشجوی هنوز که زمانی
با تا رفتم ییل دانشگاه به او توصیۀ به لذا و بودم آمده سرشوق متناهی، گروه های نظریۀ در براور١ ریچارد
شد استخراج دکتری ام رسالۀ از که مقاله ای و گرفتم ١٩٧٠ در را خود دکترای مدرک کنم. کار فیت٢ والتر

شد. چاپ ١٩٧٣ ژانویۀ شمارۀ جبر٣ مجلۀ در
اگر که رسیدم نتیجه این به بودم، دکتری دورۀ در تحصیل مشغول هنوز که ١٩۶٩ سال اوایل در
در را مهارت هایم می توانم بهتر کنم، متمرکز مدارس در عمومی آموزش بهبود به کمک بر را فعالیت هایم
و کامپتون در و کنکتیکت، نیوهیون، در آن، از پس و دکتری ام دورۀ طی در بندم. به کار مردم به خدمت
کلاس هایی با که بودم ریاضی متخصص یک مدارس، این در کردم. کار عمومی مدارس در کالیفرنیا اوکلندِ
متوجه به تدریج می بردم، لذت کار این از اگرچه می کردم. کار متوسطه اول دورۀ یا ابتدایی دانش آموزان از پر
معلمان آماده سازی در مستقیماً اگر که رسیدم نتیجه این به و شدم پایه ریاضیات عمیق ترِ فهم به معلمان نیاز
سان فرانسیسکو ایالتی دانشگاه ریاضی دانشکدۀ به ،١٩٧٣ سال در بود. خواهد بیشتر کارم تأثیر کنم، کار
و می گذراندند را خدمت از پیش دورۀ که معلمان - دانشجو با سال ٣٠ از بیش آنجا در و شدم ملحق

است. سان فرانسیسکو ایالتی دانشگاه ریاضی بازنشستۀ استاد فندل دن (Dan Fendel)
١Richard Brauer ٢Walter Feit ٣A characterization of Conway’s group Journal of Algebra

ایران) ریاضی (انجمن ١٣٩۵ ©
١٠٣



١٠۴ می نویسد دبیرستان برای ریاضیدان ١٠۴یک می نویسد دبیرستان برای ریاضیدان ١٠۴یک می نویسد دبیرستان برای ریاضیدان یک

حسابان مانند سرویسی درس های همزمان، و کردم کار سطوح تمامی در درس کلاس های در فعال معلمان
کارشناسی دورۀ در درس هایی و ریاضی، کارشناسی بالای سال دانشجویان برای بالا سطح درس های و

کردم. تدریس را خودمان ارشد
دعوت من از یافتم. دهد، رخ زندگی در یک بار تنها است ممکن که را فرصتی ١٩٨٩ سال در
برنامۀ یک که بود این هدفش و بود خود اولیۀ مراحل در زمان آن در که شوم ملحق پروژه ای به که شد
آخرین در طرح شده توصیه های و دیدگاه ها آن، در که بیاورد پدید دبیرستان ها برای محور - مسئله درسی
با همراه و پذیرفتم را دعوت این من باشد. شده لحاظ درسی، برنامۀ اصلاحات به نیاز بر مبنی گزارش ها
به شدم مبدل بود)، گرفته برکلی در کالیفرنیا دانشگاه از ١٩٧۵ سال در را دکترایش (که ریسک١ دایان
من حدود، همین در چیزی یا آن از پس دهه یک طی (برت). تعاملی ریاضیات برنامۀ مؤلفان از یکی
بازنویسی، آزمودن، نوشتن، فشردۀ فرآیند یک در ریاضی معلمان و آموزش گران از فوق العاده تیم یک با
درسی برنامۀ ١٩٩٩ سال در کنم. تولید ساله چهار برنامۀ یک تا کردم کار بازنویسی دوباره و بازنویسی
(بالاترین «نمونه» به عنوان متحده ایالات آموزش وزارت سوی از که بود برنامه هایی معدود از یکی برت
مدارس از بسیاری در و متحده، ایالات در مدرسه ١٠٠٠ از بیش در درسی برنامۀ این از شد. انتخاب رتبه)

شد. استفاده متحده ایالات از خارج

درسی برنامۀ نوشتن
کردنِ قابل فهم و معنا با سطحی، هر در درسی برنامۀ یک نوشتن در چالش ها بزرگترین از یکی
چشم ها خیره شدنِ که کسی هر است. دانش آموزان برای آن ها تمامیت حفظ با همزمان پیچیده مفاهیم
ریاضی دانش که کرد خواهد تأیید دیده باشد، فراوان ریزه کاری با همراه دقیق ریاضیات ارائۀ هنگام را
مستلزم درسی برنامۀ نوشتن نمی شود. خوب تدریس موجب خود خودی به می شود، بیان آنچه درستی و
از صرف نظر این رو از و است دانش آموزان فکرکردن شیوۀ به واقع گرایانه دیدی و ریاضیات عمیق درک
اگر است، راضی کننده چقدر زیبایی شناسی نظر از یا ظریف چقدر ریاضی لحاظ از رویکرد یک این که
سپس و بگذارد کنار را آن که باشد باز دستش باید درسی برنامۀ نویسندۀ نباشد، دانش آموزان مناسب

باشد. کاراتر که بیابد دیگری چیز
چطور این که توضیح امیدوارم می دهم. ارائه خودمان درسی برنامۀ پیشرفت فرآیند از مثال دو اینجا در
مشابه ای درسی برنامه های که کند کمک دیگر ریاضیدانان به باشم، داشته سهمی پروژه این در توانستم

بنویسند.
١Diane Resek



فندل دن فندل١٠۵ دن فندل١٠۵ دن ١٠۵
انتظار مورد مقدار

تصمیم  های هستند، مربوط داده ها و شانس به که موضوعاتی دربارۀ باشند قادر شهروندان می خواهیم ما
و آمار از مبهم درکی با هم امروزه حتی دانش آموزان اغلب است که حالی در این و بگیرند هوشمندانه ای
موضوعات، این بر که گرفتند تصمیم ما پروژۀ مدیران دلیل همین به می کنند. ترک را دبیرستان  احتمال،
را انتظار مورد مقدار به ویژه، کنیم. أکید ت بود، دبیرستان ها سنتی درسی برنامۀ در که چیزی آن از بیش
نمونه ای فضاهای که بود وضعیت هایی به توجه کردن محدود مهم، گام یافتیم. احتمال در کلیدی مفهومی
انتظار، مورد مقدار از صوری تعریف یک می توان به راحتی موارد، این در که شد معلوم بودند. متناهی
در انتظار مورد مقدار مثال، برای داد. ارائه احتمال ها، و مقدارها حاصل ضرب های از مجموعی یعنی
١×( ١

۶ )+٢×( ١
۶ )+٣×( ١

۶ )+۴×( ١
۶ )+۵×( ١

۶ )+۶×( ١
۶ ) مجموع با برابر (سالم) تاس یک پرتاب

مشابه تعریف نباشند، هم یکی احتمال ها اگر حتی دیگر، وضعیت های برای .٣٫۵ یا ٢١
۶ می شود که است

در که می شود تعریف ∑𝑛
𝑖=١ 𝑥𝑖𝑝(𝑥𝑖) به صورت به سادگی انتظار مورد مقدار درسی، کتاب یک در است.

است. 𝑥𝑖 برآمد احتمال 𝑝(𝑥𝑖) و ممکن برآمدهای نمونه ای فضای {𝑥١, 𝑥٢, … , 𝑥𝑛} آن،
کنم، استفاده تعریف این از که بود خوشایند ظرافت نظر از ریاضیدان من برای احتمالا اگرچه اما
دانش آموزان اتفاق به قریب اکثر منظورم (البته بود شکست به محکوم دانش آموزان، قبال در کار این انجام

شوند). ریاضی دکتر و باشند داشته انتزاعی تفکر می توانند که افرادی معدود نه است، دبیرستانی
با فردی دید از اما هم ارزند، یکدیگر با تعریف ها از بسیاری که می دانم ریاضی دان، یک جایگاه در
مجموع، نماد از استفاده و نمونه ای» «فضای عبارت که می دانم دبیرستان، کلاس های در تدریس تجربۀ
می شود. منجر دانش آموزان چشم» آمدن در حدقه از » به صوری نمادگذاری های سایر و پایین اندیس های
انتخاب را بلندمدت» «میانگین ایدۀ مبنای بر هم ارز تعریف یک ما قبلی، صوری تعریف به جای بنابراین
به برت درسی برنامۀ انتظار»، مورد «مقدار رسمی عبارت بردنِ به کار از قبل ترتیب این به کردیم.
دفعات به را تاس یک انداختن می خواهد آن ها از این که مانند می دهد، ملموسی تجربه های دانش آموزان
کنند. محاسبه دارند، انتظار پرتاب ها این میانگین از که را آنچه و کنند تصور زیاد بسیار بسیار،
نسبت باشد»، بزرگ کافی اندازۀ «به پرتاب ها تعداد اگر که می فهمند شهود و تجربه  پایۀ بر دانش آموزان،
واقع (در بود. خواهد برآمد آن رخداد احتمال مقدار به نزدیک» «بسیار برآمد، هر با مساعد پرتاب های
می بینند.) احتمال معنای اساساً این را، که می رسند جایی به می کنند استفاده برت از که دانش آموزانی
تاس ممکن برآمد هر برای را پرتاب ١٠٠ حدود انتظار می توانند کنند، پرتاب بار ۶٠٠ اگر مثال، برای



١٠۶ می نویسد دبیرستان برای ریاضیدان ١٠۶یک می نویسد دبیرستان برای ریاضیدان ١٠۶یک می نویسد دبیرستان برای ریاضیدان یک

را پرتاب ها کل تعداد برت، دانش آموزان حالت، این در باشند. داشته
١ × ١٠٠ + ٢ × ١٠٠ + ٣ × ١٠٠ + ۴ × ١٠٠ + ۵ × ١٠٠ + ۶ × ١٠٠(= ٢١٠٠)

کرد. خواهند محاسبه ٢١٠٠
۶٠٠ = ٣٫۵ را انتظار مورد مقدار و

اگر که می بینند آن ها می کند. آنان به خوبی کمک احتمال، از دانش آموزان شهود مورد، این در
مقدار اما می کند، تغییر پرتاب ها کل تعداد باشد، داشته فرق ١

۶ با کمی برآمد هر برای پرتاب ها نسبت
چند با کار از پس می شود. تقسیم بزرگ» «عدد یک بر کل تعداد این زیرا نمی کند، تغییر چندان میانگین
چنین نتیجۀ که می بینند بیاورند، به دست توزیعی خاصیت از کافی درک که دانش آموزانی مشابه، محاسبۀ

است. پرتاب ها واقعی تعداد از مستقل محاسباتی

آزاد سقوط
است: سیرک در سناریو این برت، در من محبوب درسی برنامۀ واحدهای از یکی

آب، تشت یک با گاری یک می چرخد. ثابت سرعتی با که دارد قرار چرخ و فلکی روی بازیگر یک
است قرار بازیگر است. حرکت حالِ در فلک و چرخ زیر ریلی روی ثابتی سرعت با مستقیم مسیر بر

آید. فرود آب تشت در که بپرد حرکت حال در چرخ و فلکِ از طوری
و چرخ و فلک، ابعاد حرکت، سرعت های (مانند شده داده که مشخصی پارامترهای اساس بر

بپرد؟ باید زمانی چه بازیگر بازیگر)، و گاری اولیۀ وضعیت
برای است ابزاری برت درسی برنامۀ در مسئله این است. بسیاری ریاضی ملاحظات شامل مسئله،
بردار تجزیۀ ایدۀ شامل همچنین مثلثاتی. توابع به راست گوشه مثلث های در مثلثاتی محاسبات تعمیم
ناشی ـ جداشدن لحظۀ در بازیگر سرعت یعنی ـ را بازیگر اولیۀ «هوابرد» سرعت دانش آموزان چون است،

می گیرند. نظر در چرخ و فلک خودِ حرکت از
شوم متمرکز می کنند، حل ابتدا در دانش آموزان که مسئله این ساده شدۀ نسخۀ بر می خواهم اینجا در
کند، حرکت آهسته کافی اندازۀ به چرخ و فلک (اگر می شود. صرف نظر بازیگر اولیۀ سرعت از آن، در که
باید دانش آموزان تحلیل، از بخشی به عنوان دارد.) بازیگر سقوط بر کوچکی اثر تنها اولیه سرعت این

کند. سقوط را داده شده ای مسافت بازیگر تا می کشد طول چقدر که کنند تعیین
هستند، آشنا خود علوم درس های از 𝑠 = ١

٢𝑔𝑡٢ رابطۀ با دبیرستانی دانش آموزان از بعضی هرچند
در که بدانند اگر حتی به ویژه، می دانند. چیزی آمده کجا از رابطه این این که از آن ها از کمی تعداد تنها

دارد. رابطه آن به دخلی چه موضوع این که نمی کنند درک را این است، ثابت شتاب آزاد سقوط



فندل دن فندل١٠٧ دن فندل١٠٧ دن ١٠٧
اصل یک مانند را شتاب بودنِ ثابت که گرفتیم تصمیم بگوییم، سخن ریاضی زبان به بخواهیم اگر
که بودم روبه رو چالش این با درسی، برنامۀ نویسندۀ و ریاضی دان یک جایگاه در بگیریم. نظر در موضوع
که بودم مواجه محدودیت این با کار این انجام در و کنم پیدا رابطه آن به اصل این از رسیدن برای راهی
با چیز چه می دانستند، برت درسی برنامۀ قبلی بخش های از آنچه پایۀ بر دبیرستانی، دانش آموزان برای

است. معنا
رویکردی به تا کردیم آزمایش دبیرستانی دانش آموزان با هم و معلمان با هم را رویکرد چندین ما
عبارت به است. مشتق مفهوم متضمن سرعت تعریف حرفه ای، ریاضیات در می خورد. درد به که رسیدیم
به را راهی شهود، این آورد. به دست سرعت تابع انتگرال محاسبۀ با را طی شده مسافت می توان دیگر،
برحسب مکان نمایش برای عبارتی به دست یابی برای مساحت از دانش آموزان فهم از که داد نشان من
مسافت و سرعت تابع نمودار زیر مساحتِ بین شهودی ارتباط یک ایجاد قدم، اولین کنم. استفاده زمان،
که کنند کار فعالیتی روی برت دانش آموزان گرفتیم تصمیم کار، این از بخشی به عنوان بود. شده طی کل

بود: این آن اول بخش
بعدازظهر ٣ از سپس و ساعت، بر مایل ۵٠ متوسط سرعت با بعدازظهر ٣ تا بعدازظهر ١ از کورت

کرد. رانندگی ساعت بر مایل ۶٠ متوسط سرعت با بعدازظهر ۶ تا
۶ تا ١ زمانی دورۀ کل روی زمان از تابعی به صورت را کورت سرعت که بکشید نموداری الف.
بعدازظهر ۶ تا ٣ و بعدازظهر ٣ تا ١ زمانی دورۀ دو از یک هر برای را او سرعت و دهد نمایش بعدازظهر

بگیرید. ثابت
طی او که را مسافتی کل تا می کنید استفاده نمودار این زیر مساحت های از چگونه دهید توضیح ب.

دهید. نمایش است، کرده
ایدۀ از وقتی که می کنند مشاهده و است، زیر شکل مانند می کنند تولید دانش آموزان که نمودارهایی
انجام را محاسبه ای همان می کنند، استفاده طی شده مسافت پیداکردنِ برای «نرخ×زمان=مسافت» آشنای

می دهند. انجام مستطیل دو مساحت پیداکردن برای که می دهند
سرعت اگر حتی که می بینند شهودی به طور عموماً برت دانش آموزان ،١ سؤال مورد در بحث حین در
آوردنِ به دست جریان (در باشد برقرار باید هم باز طی شده مسافت و مساحت بین ارتباط این نباشد، ثابت
تقریب ایدۀ به بعدها است ممکن که می گذارند پایه دانش آموزان ذهن در را اندیشه ای معلمان دیدگاه، این
دوم بخش به دانش آموزان بصیرت، این کسب از پس شود). منجر مستطیل ها با تابع، نمودار زیر سطح

می روند: فعالیت



١٠٨ می نویسد دبیرستان برای ریاضیدان ١٠٨یک می نویسد دبیرستان برای ریاضیدان ١٠٨یک می نویسد دبیرستان برای ریاضیدان یک

شروع او ظهر، هنگام می کند. حرکت ثانیه بر پا بیست ثابت سرعت با که بگیرید نظر در را دونده ای
به بعد، ثانیۀ بیست طوری که می یابد افزایش ثابت رشد آهنگ با او سرعت می کند. سرعتش افزایش به

می رسد. ثانیه در پا سی
کنید. رسم ثانیه ای بیست  زمانی بازۀ این برای زمان از تابعی به صورت را دونده سرعت نمودار الف.

چیست؟ ثانیه ای بیست  زمانی بازۀ این برای او متوسط سرعت ب.
بیست  زمانی بازۀ این در او که را مسافتی کل تا کنیم استفاده مساحت از چگونه دهید توضیح پ.

بیابیم. است، دویده ثانیه ای
می گویند و پیش می گیرند در را شهودی کاملا رویکردی عموماً برت دانش آموزان ،٢ سؤال ب قسمت برای
پا ٢۵ متوسط، سرعت پس است، یافته افزایش ثانیه بر پا ٣٠ به ثانیه بر پا ٢٠ ثابت نرخ از سرعت چون
قسمت از تغییریافته ای صورت ٢ سؤال پ قسمت که می دهند تشخیص هم را این آن ها اما است. برثانیه
از ترکیبی این که به جای می کنید، مشاهده زیر در که همان طور مساحت، اینجا - است  قبلی ١ سؤال ب
است، مساحت هم باز طی شده کل مسافت که ایده این با کار از پس است. ذوزنقه یک باشد، مستطیل ها



فندل دن فندل١٠٩ دن فندل١٠٩ دن ١٠٩

سرعت و اولیه سرعت بین وسط» «نقطۀ متوسط، سرعت این که از را خود شهود می توانند دانش آموزان
این گذاشتن هم کنار ببینند. را ثابت» «شتاب فرض نقش می توانند به علاوه، کنند. تأیید است، نهایی

می شود: منجر نتیجه این به ایده ها،
بازۀ هر روی آن متوسط سرعت آن گاه کند، حرکت ثابت شتاب با شئ  یک اگر

است. زمانی بازۀ آن در آن نهایی سرعت و اولیه سرعت متوسط زمانی،
رسید: آزاد سقوط رابطۀ به نتیجه این از می توان کوچک گام چند با تنها

برابر سرعت ثانیه، t از پس آن گاه یابد، افزایش 𝑔 آهنگ با و شود شروع صفر از سرعت اگر •
است. 𝑔𝑡 با

است. ٠ + 𝑔
𝑡 ثانیه t در متوسط سرعت بنابراین •

است. 𝑔𝑡
٢ 𝑡 ثانیه t در طی شده کل مسافت بنابراین •

آورند. به دست را کلی رابطۀ می توانند برت دانش آموزان خاص، مثال چند مورد در گام ها این کردن طی با

درس چند
باشد، مفید آتی درسی برنامه های نویسندگان برای است ممکن که را مهم نکتۀ چند بالا مثال های

نشان می دهد:
مفهوم آن ارائۀ چگونگی از دیدگاهی می تواند ریاضی مفهوم یک از عمیق و منعطف درک •
داشته برت درسی برنامۀ توسعۀ در زیربنایی تأثیر درکی چنین دهد. به دست دانش آموزان به

است.
مورد مقدار از دیگری تعریف دهیم تشخیص که بود مهم انتظار، مورد مقدار درمورد –

است. استاندارد تعریف هم ارز ریاضی به لحاظ که دارد وجود انتظار
مسافت چگونه که بود موضوع این تشخیص مطلب، فهم کلید آزاد، سقوط درمورد –

نمایش داد. مساحت توسط می توان را طی شده
آن ها آنچه از است روشنی تصویر مستلزم دبیرستانی دانش آموزان برای درسی برنامۀ تولید •
شهود آنچه از روشنی تصویر و می دانند، آنچه از آن ها درک عمق نمی دانند، آنچه می دانند،

می گوید. آنان به احتمالا آن ها
را میانگین و کل جمع چطور می دانستند برت دانش آموزان انتظار، مورد مقدار برای –
یک آن گاه باشد، «بزرگ» کسر یک مخرج اگر که داشتند قبول شهودی به طور هم را این بیابند.



١١٠ می نویسد دبیرستان برای ریاضیدان ١١٠یک می نویسد دبیرستان برای ریاضیدان ١١٠یک می نویسد دبیرستان برای ریاضیدان یک

دانش آموزان اکثر چون اما نمی دهد. تغییر خیلی را کسر مقدار کسر، صورتِ در کوچک تغییر
این که اثبات برای توزیعی خاصیت به کارگیری نیستند، راحت نمادی صورتگرایی با دبیرستانی

داشت. نخواهد معنایی آن ها برای ندارد، اهمیتی نمونه اندازۀ
راحت «نرخ×زمان=مسافت» ایدۀ با دانش آموزان بدانیم که بود مهم آزاد، سقوط برای –
این اگر (توجه: کنند. پیدا را مربوطه مساحت های چگونه که می دانند هم را این  و هستند
است لازم درسی برنامۀ نویسندۀ نبوده، دانش آموزان درسی پیش زمینۀ از قسمتی هنوز موضوع

کند.) معرفی به کارگیرد، اینجا در این که از قبل را آن چطور کند فکر که
با است لازم بگیرند، به کار و بفهمند را رابطه یا تعریف یک دانش آموزان می خواهیم اگر •

بسازیم. به تدریج را تعریف آن  ملموس، موقعیت های از استفاده
تعریف میانگین، شامل مثال هایی و تاس با کار از بعد انتظار، مورد مقدار درمورد –
بود. حیاتی انتظار مورد مقدار مفهوم ساختن برای احتمال معنای از عمیق فهم شد. مطرح

ثابت سرعت شامل که وضعیت هایی دربارۀ دانش آموزان شهود با آزاد، سقوط مورد در –
کردیم ترکیب مشخصی مثال های با را این سپس کردیم. شروع بود، مساحت از آن ها درک و

بسازیم. را لازم ارتباط های و دهیم بسط و کنیم تقویت را شهودشان تا
است. درس کلاس های در آن کارایی درسی، برنامۀ از بخش یک واقعی آزمون •

با را انتظار مورد مقدار می خواستند معلمان از بعضی انتظار، مورد مقدار برای –
دستور اساس بر تعریف عبارت، این از [منظورشان کنند. تعریف کسر» «روش از استفاده
این که کنند استفاده رویکرد این از می خواستند دلیل این به عموماً . بود ∑𝑛

𝑖=١ 𝑥𝑖𝑝(𝑥𝑖)
امتحان را کسر» «روش که معلمانی بودند.] آموخته خود دانشگاهی درس های در را تعریف
به سبب، همین به و کردند گزارش دانش آموزان میان در را قابل توجهی سردرگمی کردند،

نمودند. ایجاد دانش آموزان در را بهتری درک و دادند رویه تغییر بلندمدت» «در رویکرد
روش های توضیح دادیم، اینجا که روشی مورد در جمع بندی از پیش آزاد، سقوط برای –
«میانگین گیری اصل دانش آموزان که دادند گزارش معلمان کرده بودیم. امتحان هم را دیگری
نداشتند. است مجاز کار این چرا این که از درکی هیچ اما می کردند، قبول را انتهایی» نقاط از
شهود موافق هم چون بوده موفق دادیم، توضیح  اینجا که رویکردی که داشتند اشاره  آن ها

است. می کرده مفید استفادۀ آن ها قبلی دانش از هم و بوده دانش آموزان



فندل دن فندل١١١ دن فندل١١١ دن ١١١
عمیق «درکی من ریاضی دان، به عنوان کرد. ایجاد من در را دیگری مطالبات هدایت گر، نتایج این رعایت
برنامۀ از مهمی بخش که آمار از باید که فهمیدم زود خیلی اما داشتم، ریاضی مفاهیم اکثر از منعطف» و
به چیزی چه آن ها شهود و می دانستند چه دانش آموزان این که تشخیص بدانم. بیشتر خیلی است، درسی
بود دانش آموزان با صحبت و دبیرستان درس کلاس های در وقت ساعت ها صرف مستلزم می گفت، آن ها
مدرسه، در معلمی تجربۀ سال ها خلال در ایده ها ملموس و تدریجی ساختن اصل بود). لذت بخش (که
آموزش از متفاوتی سطح در من که به ویژه بود؛ کار این به دائم توجه به نیاز اما شده بود، من ذهن ملکۀ

می کردم. کار ریاضی
لازم بود. شخصی تر چالشی نه، یا می آید به کار درس کلاس در واقعاً چیزی آیا موضوع که از بعد این
رویکردی با و بیندازم دور شود، تکمیل تا بودم کرده صرف وقت برایش ماه ها که را چیزی بتوانم من بود
این نهایی پاداش اما دهم، انجام می خواستم، آن که از بیشتر بارها را کار این می بایست کنم. شروع جدید

داشت. را انجامش ارزش کار،
تا که اثبات هایی یا قضیه ها اندازۀ همان به ریاضی دان، یک به عنوان من، برای کار این کلی، به طور
من به جامعه پیشرفت در بودن سهیم از که حسی و بود راضی کننده و چالشی کرده بودم، مطرح زمان آن

بیاورم. به دست ریاضی خودِ در تحقیق از بودم امیدوار که بود آنی از بهتر قطعاً داد دست

اقتصاد و مدیریت دانشکدۀ شریف، صنعتی دانشگاه زمانی: شیوا
zamani@sharif .edu رایانامه:





ریاضی اندیشۀ و فرهنگ
١٢۵ تا ١١٣ صص. (١٣٩۵ تابستان و بهار ) ۵٨ شماره

نیازهای دوگانی، اصول بر مبتنی ریاضی درسی برنامه ریزی چارچوب
DNR پی درپی: استدلال و فکورانه

بیدکلمه بهرامی مسعود

چکیده
و شکل گیری روند و معرفی DNR به موسوم درسی برنامه ریزی چارچوب مقاله، این در
ریشه چارچوب این است. شده بررسی حوزه این اخیرِ دهۀ چند تحولات با آن پیوندهای
و ریاضی درسی برنامه ریزی حوزۀ در گرفته انجام تلاش های یادگیری، حوزۀ دستاوردهای در
روشنی معیارهای می تواند و دارد هرِل گرشن توسط گرفته انجام پژوهش های مداوم جریان

دهد. قرار حوزه این برنامه ریزان اختیار در ریاضی درسی برنامۀ تدوین و طراحی برای

مقدمه .١
مداوم تصحیح و بازنگری جدید١» «ریاضیات به موسوم دورۀ پایان با به ویژه اخیر، دهۀ چند طی
بدل درسی برنامه ریزی حوزۀ در مداوم جریانی به آن ها، ارتقای و بهبود برای تلاش و درسی برنامه های
در گاه و برنامه ها بنیادین بازبینی قالب در گاه ملی، یا جهانی مقیاس در جریان  این تداوم است. شده
را متعددی دلایل درسی برنامه های در بازنگری لزوم برای است. یافته نمود جزئی موارد اصلاح قالب

بر شمرد: می توان
آموزشی؛ انتظارات و چشم اندازها اهداف، تغییر •

. DNR پی درپی، استدلال فکورانه، نیازهای دوگانی، ریاضی، درسی برنامه  ریزی کلیدی. کلمات و عبارات
١New Math Era

ایران) ریاضی (انجمن ١٣٩۵ ©
١١٣



١١۴ DNR١١۴ DNR١١۴ DNR
اینترنت، رایانه، حساب، ماشین مانند فناورانه متنوع محصولات از استفاده شدن فراگیر •

هوشمند؛ تخته های و آموزشی نرم افزارهای
اجرا؛ حال در درسی برنامه های اجرای از حاصل نتایج مطالعۀ •

نظری. مطالعات حوزۀ در تازه دستاوردهای •

رسیدن به منظور یادگیری مناسب فرصت های ایجاد برای نقشه طراحی عام، معنای به درسی برنامه ریزی
از بیش محدوده ای درسی، برنامۀ تعبیر، این با است. یادگیرندگان برای شده گرفته در نظر هدف های به
گسترۀ آموزشی، موضوعات در ریاضیات پررنگ نقش اما در بر می گیرد، را خاص درسی موضوع یک
را ریاضی آموزش حوزۀ در درسی برنامه ریزی به خاص توجه آن، یگانۀ ویژگی های و مخاطبان چشمگیر

است. کرده  تبدیل اجتناب ناپذیر ضرورتی به
تببین برای شده انجام تلاش های نتایج بارزترین جمله از مدرسه ای١» ریاضی استانداردهای و «اصول
ملی شورای توسط میلادی ٢٠٠٠ سال در که است بیستم قرن انتهای تا ریاضی درسی برنامه ریزی مبانی
عطفی نقطۀ که سند این انتشار از بعد سالۀ پانزده دورۀ در شد. منتشر شمالی) (آمریکای ریاضی٢ معلمان
حوزۀ پژوهشگران مطالعات و تلاش ها می آید، به حساب ریاضی درسی برنامه ریزی معیارهای تبیین در
یافته ها این بر بازتاب و کرده آشکار را ریاضی درسی برنامه ریزی ملزومات از تازه ای وجوه ریاضی، آموزش
نظری چارچوب یک معرفی به نوشتار این در است. شده منجر حوزه این در تازه ای چارچوب های ارائۀ به
توجه با و است شده تدوین و طراحی هرِل٣ گرشن توسط که می پردازیم ریاضی یادگیری و آموزش برای
می شود. نامیده DNR به اختصار پی درپی۶، استدلال و فکورانه۵ نیازهای دوگانی۴ آن، اصلی رکن سه به

است: شده سازماندهی زیر قالب در چارچوب این معرفی روند
هرِل؛ کوتاه معرفی •

DNR؛ شکل گیری روند و پیشینه •
.DNR کلی رئوس معرفی •

هرِل مورد در مختصری .٢
برد پایان به پیش) سال سی به (قریب ١٩٨۵ سال در ریاضی رشتۀ در را خود تحصیلات هرِل گرشن
تدریس به سن دیه گو٧ در کالیفرنیا ایالتی دانشگاه و پردو ایلینویز، دانشگاه های در کنون، تا سال آن از و
شهرت از ریاضی، آموزش حوزۀ در وی دارد. اشتغال ریاضی آموزش و ریاضی حوزه های در تحقیق و
١Principles and Standards for SchoolMathematics ٢TheNational Council of Teachers ofMathematics
٣Guershon Harel ۴Duality ۵Necessity ۶Repeated Reasoning ٧University of California, San

Diego
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کارنامۀ در دانشگاهی) تا مقدماتی سطح (از مقاله ٨٠ از بیش و است برخوردار قابل توجهی مقبولیت و
کارهای بارزترین جمله از ریاضی، اثبات حوزۀ در وی دامنه دار پژوهشی دستاوردهای دارد. خود پژوهشی
حوزه این نام آوران میان در را وی نام و می آید حساب به ریاضی آموزش حوزۀ در اخیر دهۀ دو پژوهشی
از معلمان، آموزش و درسی برنامه ریزی در آن کاربرد و ریاضی معرفت شناسی و شناخت می دهد. قرار
تحقیقاتی پروژه های مجری هرِل هستند. ریاضی آموزش حوزۀ در او تازۀ تحقیقی علایق مهم ترین جمله
دولت و آمریکا٢ متحدۀ ایالات آموزش وزارت علوم١، ملی بنیاد قبیل از نهادهایی که است بوده متعددی

کرد: اشاره زیر موارد به می توان پروژه ها این جملۀ از بوده اند. آن مالی حامی کالیفرنیا٣ ایالت محلی
مانند چندگانه مفاهیم آموزش و یادگیری بررسی هدف با تحقیقی (پروژه ای گویا اعداد پروژۀ •

کسرها)؛
دبیرستان)؛ ریاضی معلمان حرفه ای توسعۀ هدف با (پروژه ای جبری تفکر بنیاد •

. DNR روش بر مبتنی تدریس شیوۀ پایۀ بر معلمان ریاضی دانش توسعۀ •

درسی برنامه ریزی برای نظری چارچوبی توسعۀ حوزه، این در هرِل دیرپای حضور نتایج پربارترین از یکی
این ادامه، در است. شده تبدیل او پژوهشی فعالیت های کانون به اخیر سال چند طی که است ریاضی

می کنیم. معرفی می شود، نامیده DNR اختصار به که را نظری چارچوب

DNR معرفی .٣
جریان در آن ها کاربرد چگونگی و آموزش دربارۀ اساسی موضع گیری های بازتاب درسی، برنامه ریزی
می توان آن ها، بررسی با که دارد وجود شاخص هایی درسی، برنامه ریزی حوزۀ در است. آموزش عمل
داد. ارائه اساسی شان موضع گیری های و درسی برنامه  های بر حاکم دیدگاه گوناگون ابعاد از کلی تصویری
کلی اهداف که داشته ایم نظر در را میلر۴ پی. جی. توسط شده پیشنهاد شاخص های ما DNR بررسی در
اصلی شاخص های جمله از را اهداف این پی گیری چگونگی و یادگیری فرآیند به نسبت تلقی درسی، برنامۀ
چارچوب اساس بر داد. قرار توجه کانون در را آن ها باید درسی برنامه های بررسی جریان در که می داند
برنامه ریزی برای شده ارائه مدل های بررسی شاخص های مهم ترین از یکی میلر، توسط شده پیشنهاد
غایی هدف که است بدیهی می شوند. طراحی آن به دستیابی برای درسی برنامه های که است هدفی درسی،
می شود مطرح زمینه این در عموماً که پرسشی لیکن است. ریاضی یادگیری ریاضی، درسی برنامۀ هر
یا فعلی نیازهای آموخت؟ یادگیرندگان به باید را ریاضیاتی چه عمومی آموزش جریان در که است این
١ National Science Foundation ٢ US Department of Education ٣ State of Califorina ۴ John P.

Miller



١١۶ DNR١١۶ DNR١١۶ DNR
ایفا اساسی نقشی یادگیرندگان به شده عرضه ریاضی  محتوای و موضوعات تعیین در یادگیرندگان، آتی
تا را نیازها این پیش بینی اخیر، ده های طی یادگیرندگان نیازهای و شرایط سریع و مداوم تغییر و می کنند
در پی در پی بازنگری ضرورت مطلب، این پیامدهای از یکی است. کرده گذشته از سخت تر زیادی اندازۀ

است. بوده آن ها متوالی تغییرات زمانی فاصلۀ کاهش و اخیر دهۀ چند درسی برنامه های
محتوای از تلقی در اساسی نظر تجدید DNR، برنامه ریزی چارچوب بر حاکم دیدگاه بارز وجوه از یکی
محتوای تعیین در که است باور این بر هرِل می شود. گنجانده ریاضی درسی برنامۀ در که است ریاضیاتی
متشکل مجموعه ای ریاضیات که دارد وجود تمایل این «عموماً درسی برنامه های در شده گنجانده ریاضی
جامعیت نافی را دیدگاه این او شود.» گرفته نظر در راه حل هایشان و مسائل اثبات ها، قضایا، تعاریف، از
یا بررسی رسمی، منابع در غالباً که دارد هم دیگری وجه ریاضیات که است معتقد و می داند ریاضیات
غیر رسمی تعاملات در گاهی یا و نمی گیرد قرار آموزشی اهداف زمرۀ در به این ترتیب، و نمی شود گزارش
ریاضیات، چیستی مورد در هرِل موضع می شود. عرضه ریاضیات از وجه این از نمودهایی ریاضی دانان،
به مسئله حل فرآیند به پرداختن جریان در پولیا پیش، دهۀ هفت از بیش که است موضعی به شبیه بسیار

است: کرده اشاره آن به صورت این

که ریاضیاتی هست. هم دیگری چیزِ اما است؛ اقلیدسی دقیق دانش «ریاضیات
ریاضیات، اما است، قیاسی بسامان دانش یک می گردد عرضه اقلیدس شیوۀ به
می یابد. نمود استقرایی و تجربی دانش یک به صورتِ داریم اشتغال بدان که زمانی
یک از وجه دومین اما برخوردارند، ریاضیات خودِ اندازۀ به قدمتی از وجه دو هر
مردم عموم یا معلمان دانش آموزان، به هرگز کردن ابداع فرآیندِ است: جدید جنبه

« [١] است. نشده ارائه

ریاضیات از وجه این به که می داند حرفه ای ریاضی دانی نادر تلاش را پولیا کنیم» حل «چگونه کتاب وی
رایج دیدگاه سایر با DNR تمایز فصول مهم ترین از یکی هرِل ١ معرفت شناختی موضع این است. پرداخته
هرِل مقوله بندی با آشنایی مستلزم آن، آموزشی پیامدهای و موضع این درک است. درسی برنامه ریزی در
نتیجۀ تفکیک پیامد مقوله بندی این پرداخت. خواهیم آن به ادامه، در که است ذهنی عملکرد حوزۀ در
«راه های و فهمیدن٢» «راه های عناوین ذیل را آن ها هرِل که است ذهنی اعمال مشخصۀ و ذهنی اعمال
از چه و شناختی دیدگاه از چه مقوله بندی این که است معتقد هرِل است. کرده تفکیک هم از کردن٣» فکر
١ epistemological ٢the ways of understanding ٣the ways of thinking
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را گروه ها یا افراد ریاضی عمل می کند کمک ما به زیرا هستند، زیادی بسیار اهمیت حائز آموزشی، دیدگاه
کنیم. تدوین صریحی آموزشی اهداف آن ها مبنای بر و کنیم درک بهتر تاریخی متفاوت دوره های طول در

کردن فکر راه های و فهمیدن راه های .۴
به کردن» فکر «راه های و فهمیدن» «راه های عناوین تحت که آنچه از هرِل منظور شدن روشن برای

دهیم. ارائه مقولات این از قابل فهم تصویری مثال چند ذکر با می کنیم تلاش می کند، اشاره آن ها
جریان در بگیرید. در نظر را 𝑦 = √۵ − 𝑥 نمادهای ریاضی. مفاهیم متفاوت الف) تفسیرهای
معادله یک به عنوان را نمادها این می کنند. ایفا نقش ما، دانش از قابل تفکیک نوع دو نمادها ، این با کار
زوج های از مجموعه ای یا حقیقی مقدار تابع یک به عنوان ،(𝑦 و 𝑥 متغیرهای مورد در شرطی (یعنی
یا اصطلاح یک از را تعبیرهایی چنین هرِل کرد. تعبیر می توان دیگری گوناگون شیوه های به یا و مرتب
مورد در که کسی دیگر، سطحی در می کند. دسته بندی فهمیدن» «راه های عنوان ذیل نمادها، از مجموعه ای
ریاضی نمادهای که می اندیشد این گونه احتمالا است، تعبیر یک از بیش دارای نمادها  از مجموعه ای چنین
از تعبیرش رو،  پیش مسائل به توجه با است قادر که کسی و باشند داشته تفسیر یک از بیش می توانند
مسائل، حل در ریاضی نمادهای متفاوت تعبیر بداند که است برخوردار اقبال این از دهد، تغییر را نمادها
دسته بندی کردن» فکر «راه های به عنوان را ریاضی دانش از نوع این هرِل باشد. مزیت یک می تواند

می کند.
که نادرستی) یا (درست راه حل هایی مسئله، حل حوزۀ در هرِل، دسته بندی مطابق مسئله. ب) حل
شیوه های اما می آیند، به حساب او فهمیدن» «راه های زمرۀ در می کند ارائه مسئله یک حل برای فرد یک
مسئلۀ یافتن مثال، برای دانست. او کردن» فکر «را ه های زمرۀ در باید را مسائل حل در استفاده مورد
تا آن، نظایر و مسئله صورت در کلیدی واژگان کردن پیدا دیگر، ممکن حالات گرفتن نظر در ساده تر،
می آیند. به حساب کردن» فکر «راه های زمرۀ در و هستند مسئله حل عمل مشخصه های نشان دهندۀ حدودی
«راه های از دیگری نمونه های به اثبات١» «طرح واره های بررسی در هرِل اثبات. ج) طرح واره های
شک رفع منظور به که است اقدامی اثبات وی، نظر از می کند. اشاره کردن» فکر «راه های و فهمیدن»
شک رفع برای فرد یک تلاش می تواند اثبات به این ترتیب، می پذیرد. صورت ادعا یک درستی مورد در
یک مورد در دیگران تردید رفع به منظور که باشد عملی یا و ادعا یک نادرستی یا درستی مورد در خودش
نوع دو این با مرتبط مشخصه ای اثبات»، «طرح وارۀ از منظور تعبیر، این با می پذیرد. صورت حدس،
١proof scheme
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مورد اثبات طرح وارۀ می پردازیم. آن به ادامه، در که است حدس ها درستی مورد در شک رفع برای تلاش
می کند. یاد استنتاجی» اثبات «طرح وارۀ نام با آن از هرِل که است طرح واره ای ریاضیات، در پذیرش
اصول از نتیجه ای گام، هر که می شود اثبات گام ها از زنجیره ای توسط ادعا یک طرح واره، این مطابق
دانش آموزان، بین در البته آمده اند. به دست استنتاجی قوانین مبنای بر که است قبلی نتایج یا اولیه
دانش آموزان، میان در شایع اثبات طرح وارۀ یک مثال، برای است. رایج هم دیگری اثبات طرح واره های
وابسته درسی منابع یا معلم تأیید به اثبات درستی آن، اساس بر که است اقتدار محور» اثبات «طرح وارۀ
است تجربی» اثبات «طرح وارۀ دانش آموزان، بین در رایج اثبات طرح واره های از دیگر نمونۀ یک است.
اصطلاحات از استفاده با است. متکی بصری دریافت های یا محدود مثال های مشاهدۀ به آن درستی که
زمرۀ در اثبات ها خودِ و کردن» فکر «راه های زمرۀ در اثبات» «طرح واره های هرِل، توسط شده معرفی

می آیند. به شمار فهمیدن» «راه های

دست ورزیِ آن، مطابق که دارد اشاره کردن» فکر «راه یک به جبری» ناوردایی» جبری. د) ناوردایی
از بعضی تغییر عدم با مطلوب به صورتی رسیدن منظور به بلکه تصادفی به صورت نه جبری عبارت های
یک را کردن» فکر «راه این اگر که است معتقد هرِل می پذیرد. صورت جبری، عبارت های ویزگی های
متفاوت به صورتی نمادها دست ورزی مهارت های به ویژه و مقدماتی جبر بگیریم، در نظر آموزشی هدف
کامل مربع روش با آشنایی جریان در دیدگاه ، این اساس بر مثال، برای شد. خواهند آموخته معنادار و
می تواند بلکه بود، نخواهد ٢ درجۀ معادله های حل برای ابزاری ارائۀ تنها روش، این عرضۀ از هدف کردن،
نیز جبری ناوردایی بر منطبق کردن» فکر «روش با آشنایی سمت به دانش آموزان هدایت برای فعالیتی
خاصی به منظور جبری عبارت های که می شوند مطلب این متوجه دانش آموزان به این ترتیب، باشد.
فهمیده معنادار به صورتی می روند، به کار جبری عبارت های بازنویسی برای که اعمالی و می شوند بازنویسی
نیست، درآوردن کلاه از خرگوش نوعی دیگر نمادها دست ورزی وضعیتی، چنین در می شوند. تعمیق و
توانایی، این آوردن به دست بدون بگیرند. یاد را آن می توانند همه که است هدفمند اعمال از رشته ای بلکه
شود؛ تبدیل دانش آموزان برای رازآلود اعمالی به جبری عبارت های دست ورزی که دارد وجود خطر این
هرِل نیست. روشن آن ها انجام از هدف اما کرد، رعایت را خاصی قوانین باید آن ها انجام در که اعمالی
درسی، برنامه های در جبری عبارت های نمادین دست ورزی بر أکید ت کاهش دلایل از یکی که است معتقد
حالت ، جبری» «ناوردایی از هرِل منظور است. درسی برنامه های در جبری» ناوردایی» به توجه عدم
تبدیل آشناتر مسئله ای به مسئله، یک می شود تلاش آن، پایه بر که است کردن» فکر «راه یک از خاصی

گردد. تبدیل به دردبخور تری ریاضی شئ به ریاضی، شئ یک یا شود
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آن بستن به کار فرد بلکه نمی شود، آموخته یکباره کردنی» فکر «راه چنین که است این مهم بسیار نکتۀ
انتگرال گیری روش های و معادلات دستگاه های حل ،٢ درجۀ معادله های حل مانند مختلف زمینه های در را
یادگیری جریان در باید را کردن فکر راه این با آشنایی این رو از می آموزد. را آن به تدریج و می کند مشاهده
هم ارز به توجه اعشاری، کسرهای به متعارفی کسرهای تبدیل با آشنایی مثلا نمود. آغاز مقدماتی ریاضیات
محاسبۀ به می توان را اعشاری عدد دو تقسیم که مطلب این با آشنایی یا ١

۴ و ١
٢ مانند کسرهایی بودنِ

زمینۀ می توانند که هستند مقدماتی ریاضیات در موقعیت هایی کرد، تبدیل کامل عدد دو تقسیم حاصل
و شود انجام معنادار به صورتی کار این که دارد اهمیت البته کنند. فراهم را کردن» فکر «راه این با آشنایی
شکل گیری فرصت بیاموزند، مناسب توجیه بدون را کارها این انجام چگونگی دانش آموزان که زمانی تا

نمی شود. فراهم جبری، ناوردایی بر مبتنی کردن» فکر «راه های

آموزشی پیامدهای .۵
است معتقد هرِل کردن»، فکر «راه های و فهمیدن» «راه های به ریاضی دانش تقسیم بندی به توجه با
رویه ها ، تعاریف ، یا ذهنی؛ کارکردهای نتایج یعنی فهمیدن»، «راه های شامل غالباً آموزشی، اهداف که
که است بعید بنابراین نمی شوند. کردن» فکر «راه های شامل و هستند اثبات ها و قضایا تکنیک ها،
فکر «راه های شکل گیری این، علاوه بر برسند. استقلال به ریاضی، یادگیری جریانِ در دانش آموزان
با است. امکان پذیر سختی به گرفته اند شکل قبل از که کردنی فکر راه های تغییر و دشوار نسبتاً کردن»،
ریاضیات به یادگیرندگان که زمانی به نباید را کردن» فکر «راه های با آشنایی جریان مطلب، این به توجه
یادگیری هنگام را کردن» فکر «راه های با دانش آموزان آشنایی زمینۀ باید و نمود موکول می پردازند، پیشرفته
دارد وجود غنی موقعیت هایی مقدماتی، ریاضیات در که است معتقد هرِل نمود. آغاز مقدماتی ریاضیات
رایج ترین می گیرد. نظر در را کسر مفهوم او مثال، برای کنند. فراهم را کار این انجام زمینۀ می توانند که
با آن از آموزشی منابع در که است چیزی همان ابتدایی، دانش آموزان میان در کسر یک فهمیدن روش
مثبت صحیح عدد دو 𝑛 و 𝑚 آن، در که چیز 𝑛 از چیز 𝑚 یعنی 𝑚

𝑛 می شود: برده نام کل جزء‐ عنوان
درک از دلیل همین به و می شود محدود کسر تعبیر همین به دانش آموزان، از بسیاری فهمیدن راه هستند.
وجود کسر معنای درک برای متنوعی فهمیدن راه های البته می مانند. باز کسرها حساب معنادار توسعۀ

جمله: از دارد.
؛ ١
𝑛 + ⋯ + ١

𝑛 •
برابر؛ قسمت 𝑛 به واحد 𝑚 تقسیم از حاصل مقدار •
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آن واحد هر که خط کشی از استفاده با واحد 𝑚 طول به پاره خطی اندازه گیری از حاصل نتیجۀ •

است؛ واحد 𝑛
𝑛𝑥؛ = 𝑚 معادلۀ جواب •

.𝑛 به 𝑚 نسبت •

آشنایی زمینۀ می تواند و ساخته غنی را کسرها موضوع فهمیدن»، «راه های از متنوعی ردۀ چنین با آشنایی
کردن» فکر «راه های این جملۀ از نماید. فراهم مفید بسیار کردن» فکر «راه های از بعضی با را دانش آموزان

می شود: اشاره زیر موارد به
فهمید؛ متنوعی روش های به می توان را ریاضی مفاهیم •

فهمید؛ دیگری روش های به را ریاضی مفاهیم است لازم گاهی •
باشد. داشته مزایایی ریاضی، مسائل از بعضی حل در می تواند مفهوم یک فهمیدن شیوۀ تغییر •

یادگیری جریان چشم انداز در که فهمیدنی راه های با آشنایی زمینۀ شدن فراهم برای کردن فکر راه های این
ممکن موقعیت، به بسته انتگرال و دیفرانسیل حساب در مثال، برای است. ضروری دارند، قرار افراد
بر مماس خط شیب ،lim

ℎ→٠
𝑓(𝑎+ℎ)−𝑓(𝑎)

ℎ مقدار به صورت  𝑎 نقطۀ در را 𝑓 تابع مشتق باشد لازم است
𝑎 نزدیکی در تابع یک خطی تقریب بهترین شیب یا 𝑎 در لحظه ای تغییر آهنگ ،𝑎 نقطۀ در 𝑓 تابع نمودار
دیگر فهمیدن» «روش به را فهمیدن» «روش یک که این جبرخطی مسائل حل در طور، همین کنیم. تعبیر
حل در خطی، تبدیلات و ماتریس ها با خطی معادلات دستگاه های هم ارزیِ از استفاده مثلا کنیم، تبدیل
فرآیند در یادگیرندگان که می رود انتظار کردن، فکر راه های این با آشنایی بدون و است ضروری مسائل

شوند. مواجه مشکل با جبرخطی، یادگیری

فهمیدن»، «راه های و کردن» فکر «راه های اصطلاحات از هرِل منظور شدن روشن با دوگانی. اصل
به DNR چارچوب اصول از که آن آموزشی پیامدهای از یکی و وی معرفت شناختی دیدگاه به می توانیم

هرِل: دید از کنیم. اشاره می آید، حساب
است فهمیدنی» «راه های و کردن» فکر راه های «تمام از متشکل ریاضی ”دانش

“ شده اند.[٢] نهادینه ریاضی تکوین تاریخی روند در که
فهمیدن» «راه های و کردن» فکر «راه های یادگیری شد، اشاره قبلی مثال های در که همان طور این، علاوه بر
«اصل نام با آن از هرِل که است DNR چارچوب اصول از یکی مطلب این دارند. هم بر متقابل اثری

می کند: یاد دوگانی»
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توسعه فهمیدن شان راه های با آشنایی با را کردن شان فکر راه های ”دانش آموزان
“ [٢] است. کردن فکر راه های از متأثر آن ها فهمیدن راهای و می دهند

نوع دو این از یکی با آشنایی هست؛ نیز دیگری ادعای پذیرش متضمن اصل این پذیرش دیگر، منظری از
رایج دیدگاه های سایر با مقایسه در بنابراین نیست. امکان پذیر دیگری، در مقتضی تغییر ایجاد بدون دانش
آموزشی هدف به عنوان کردن فکر راه های داشتن نظر در دیدگاه، این در ریاضی، درسی برنامه ریزی حوزۀ در
راه های بهبود بر اثری کردن فکر راه های به توجه مورد در موعظه البته است. برخوردار ویژه ای اهمیت از
بستن به کار مورد در توصیه یا و ریاضی اثبات ماهیت دربارۀ صحبت مثال، برای داشت. نخواهد فهمیدن
دانش آموزان توسط شده ارائه راه حل های یا اثبات ها چگونگی در ناچیزی تأثیر مسئله، حل رهیافت های
دانش آموزان ریاضی، اثبات یا مسائل حل مثل فهمیدن، مناسب راه های تولید با تنها و داشت خواهد
به صورت را مسأله حل رهیافت های معلمان که این دهند. شکل را کردن فکر مطلوب راه های می توانند
مسائل حل در کلی قواعدی به عنوان آن ها از دانش آموزان باشند داشته انتظار و دهند آموزش صریح
مناسب راه های به توجه شد، گفته هم قبلا که همان طور است. سطحی و ساده انگارانه بسیار کنند، پیروی
(مانند فهمیدن خاص راه های الگوریتمی، استدلال متناسب، استدلال جبری، ناوردایی مانند کردن فکر
خاصی فرآیندهای و مفاهیم اعشاری)، اعداد تقسیم و گیری، انتگرال روش های ،٢ درجۀ معادله های حل
دانش آموزان فعلی کردن فکر راه های باید فهمیدن، راه های آموزش جریان در به علاوه، می کند. پررنگ را
کارشناسی دورۀ دانشجویان حتی که دارد أکید ت نکته این بر هرِل مثال، برای گیرند. قرار توجه مورد نیز
در که است کردنی فکر راه بر مبتنی (که رویکرد این اتخاذ و هستند موضوعی اصل اثبات طرح وارۀ فاقد
دگرگون کننده موضوعی، ریاضی رشد روند در و شده ابداع هیلبرت کارهای انتشار با و بیستم قرن آغاز
به که را آموزشی رفتار ماهیت درمورد پرسش فوق، أکیدات ت نیست. مناسب آن ها برای می شود)، تلقی
تبدیل کلیدی پرسشی به می کند، کمک دانش آموزان توسط فهمیدن و کردن فکر مطلوب راه های ساختن

پرداخت. خواهیم آن به ادامه در که می کند

یک به کمک نیز را DNR به موسوم درسی برنامه ریزی چارچوب اصل دومین فکورانه. نیاز اصل
از قابل توجهی ردۀ معادله، حل روش های با آشنایی از پیش معمولا می کنیم. تشریح آموزشی موقعیت
می شود. مطرح معادله ها حل بحث بعد، گام در و می شود گنجانده درسی برنامۀ در جبری اتحادهای
با یادگیرندگان که است این معادله ها، حل بحث کشیدن پیش از قبل اتحادها، عرضۀ اصلی چشم داشت
دیدگاه از رویکرد این اتخاذ چند هر شوند. آشنا دارند، نیاز آن ها به معادله ها حل جریان در که روش هایی
بودنِ بی هدف القای به رویکردی چنین اتخاذ نتیجۀ که است معتقد هرِل اما می رسد، به نظر موجه منطقی
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ضرورت به بی توجهی نتیجۀ را وضعیت این و می گردد منجر ریاضی کلاس های در شده عرضه مطالب
است یادگیری حوزۀ در دیدگاهی ترجمان هرِل، جدید نظر این می داند. مطالبی چنین فکری دلایل فهم
دانسته ها بین غالباً یادگیری، مورد در شناخت گرایان دیدگاه مطابق می کنیم. اشاره آن به به اختصار که
این تعادل از منظور است. برقرار تعادل نوعی داریم، قرار آن ها در که موقعیت هایی از ما تصورات و
آن در که موقعیت هایی با رضایت بخش تعامل عهدۀ از قادریم تصوراتمان، و دانسته ها پایۀ بر که است
با تعامل عهدۀ از نیستیم قادر دانسته هایمان پایۀ بر که دارند وجود موقعیت هایی اما برآییم. داریم، قرار
و می خورد هم به داریم قرار آن در که موقعیتی با تصوراتمان، و دانسته ها بین تعادل لذا و برآییم آن ها
در کنیم. برقرار مجدداً را قبلی تعادل آن ها، تعدیل و جرح یا دانسته ها یمان گسترش با می شویم وادار
قبلی  دانسته های گسترش مسیر از تعادل این بازیابی برای که است تلاشی نتیجۀ یادگیری دیدگاه، این
که موقعیت هایی و فعلی دانسته های بین تعادل خوردنِ هم بر می پذیرد. صورت آن ها، تعدیل و جرح یا
با هرِل که می گردد منجر فرد در تعادل این مجدد بازیابابی به نیاز احساس بروز به داریم قرار آن ها در
یادگیری فرآیند در احساس این برانگیخن به توجه ضرورت می کند. یاد آن از فکورانه١» «نیازهای عنوان

می نماید: تجلی زیر به صورت DNR چارچوب از اصل دومین قالب در

کنند. نیاز احساس باید بیاموزیم آن ها به می خواهیم که آنچه برای ”یادگیرندگان
نیازهای بلکه نیست. اقتصادی یا اجتماعی نیازهای نیاز، از منظور اینجا در

“[٢] است. فکورانه

که است مسائلی با مواجهه در دانش آموزان درونی احساس فکورانه»، «نیاز اصطلاح از منظور اینجا در
مواجه موقعیتی با دانش آموزان وقتی است. شده درک به خوبی آن ها، حل اهمیت و شده فهمیده به خوبی
آن ها فعلی دانش با که می شوند مواجه مسأله ای با یا نیست، سازگار آن ها فعلی دانش با که می شوند
آن یا بیابند توضیحی موقعیت، این برای که می شود برانگیخته آن ها ذهن در نیاز این نیست، قابل حل
دانشی ساخت به نیاز، این به دادن پاسخ برای تلاش نتیجۀ که این از صرف نظر کنند. حل را مسئله
چنین در مسئله حل یا مناسب توضیح یافتن برای تلاش نیاید، به دست جدیدی دانش یا شود منجر تازه 
و دارد خودشان فکورانۀ نیازهای در ریشه تلاش این نتیجۀ زیرا است، معنادار دانش آموزان برای موقعیتی،
روش های مطلب، این شدن روشن برای شود. تجمیع آن ها قبلی دانش با می تواند آن نتیجۀ دلیل همین به

می شود: ارائه فکورانه نیاز های بر مبتنی رویکرد پایۀ بر معادله ها حل
١Intellectual needs
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متغیر مقدار دانستن با که می شود بیان تابع قالب در گوناگون پدیده های میان علّی رابطۀ •
یک زمانی که مثال، برای می آید. به دست (معلول) وابسته متغیر مقدار (علت)، مستقل
زمین، سطح از را آن ارتفاع می توانیم می کند، سقوط زمین جاذبۀ نیروی تأثیر تحت جسم
این در کنیم. مشخص را جسم ارتفاع شدن، رها از پس لحظه هر در و بدانیم زمان از تابعی
مانند تساوی یک قالب در 𝑡 و 𝑦 بین رابطۀ دهیم نمایش 𝑦 با را ارتفاع اگر خاص، مثال

است. 𝑡 برحسب دوم درجۀ عبارتی 𝑓(𝑡) آن، در که می شود ظاهر 𝑦 = 𝑓(𝑡)
متغیر مستقل، متغیر از مقداری چه به ازای بدانیم می خواهیم آن ها در که دارند وجود مسائلی •
جسمی ارتفاع بدانیم می خواهیم مثال، برای بود. خواهد مشخص مقدار یک با برابر وابسته
متر ١٠٠ با برابر لحظه ای چه در است، سقوط حال در زمین جاذبۀ نیروی تاثیر تحت که
تساوی ،𝑡 به جای آن کردن جایگزین با که بیابیم را مقداری باید مورد، این در پس بود. خواهد

کنیم. حل را 𝑓(𝑡) = ١٠٠ معادلۀ می خواهیم دیگر، به بیان شود. برقرار 𝑓(𝑡) = ١٠٠
و کنیم حل را 𝑓(𝑡) − ١٠٠ = ٠ معادلۀ است کافی ،𝑓(𝑡) = ١٠٠ معادلۀ حل به جای •
𝑐 مانند دیگری مقدار هر با برابر جسمی چنین ارتفاع که هم زمانی تعیین در شیوه این
معادلۀ است کافی ،𝑓(𝑡) = 𝑐 به شکل معادله هر حل برای یعنی است. قابل استفاده است،
است. 𝑡 برحسب دوم درجۀ عبارت یک مجدداً نیز 𝑓(𝑡) − 𝑐 که کنیم حل را 𝑓(𝑡) − 𝑐 = ٠
کنیم. حل را آن ها از خاصی نوع است کافی معادله هایی، چنین حل برای دیگر، عبارت به
بود خواهیم قادر بیابیم، 𝑓(𝑡) = ٠ شکل به معادله های حل برای کلی روشی بتوانیم اگر پس

کنیم. حل را معادله ها این همۀ
به 𝑓(𝑡) عبارت تجزیۀ که داد نشان می توان ،𝑓(𝑡) = ٠ به شکل معادلات حل جریان در •
عبارتی 𝑓(𝑡) که زمانی به ویژه، باشد. راه گشا مسائلی چنین حل در می تواند ضربی، عوامل
دو است کافی یک، درجۀ عبارت دو به 𝑓(𝑡) عبارت تجزیۀ با است، 𝑡 برحسب دوم درجۀ
به این ترتیب، داریم. اشنایی آن ها حل روش با پیش از که کنیم حل را یک درجۀ معادلۀ
یا و کنیم بازنویسی ضربی به صورت را جبری عبارت های کنند می قادر را ما که روش هایی
چنین در و شد خواهند برخوردار قابل توجهی اهمیت از کنیم تجزیه را آن ها دیگر، به عبات

بود. خواهد معنادار یادگیرندگان برای گوناگون اتحادهای با آشنایی موقعیتی،

و فرآیند این در شده ذکر گام های برداشتن که است فکورانه نیازهای از زنجیره ای شامل فوق، فرآیند
فوق، الگوی مشابه الگویی از پیروی با می کند. توجیه را اتحادها از بزرگی ردۀ با آشنایی مزیت و ضرورت
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برداشته گام های که نمود طراحی به گونه ای نیز را ریاضی روش های و مفاهیم سایر معرفی فرآیند می توان
است معتقد هرِل برسند. به نظر هدفمند و موجه یادگیرندگان فکورانۀ  نیازهای توسط مرحله هر در شده
ریاضی درسی برنامه طراحان و معلمان اصلی مسئولیت های از یکی فکورانه، نیازهای داشتن نظر در که

است.
طریق از فهمیدن راه های و فکرکردن راه های به نیاز که صورتی در حتی پی در پی. استدلال اصل
مطمئن که این می ماند؛ باقی دیگر موضوع یک هنوز باشد، شده تأمین یادگیرندگان فکورانۀ نیازهای 
خواهند حفظ مدت، بلند در را آن و می کنند سازماندهی نموده، درونی را خود دانش  یادگیرندگان شویم
موضوع این متضمن است، موسوم پی درپی» استدلال «اصل به که DNR چارچوب اصل سومین کرد.
درونی سازی فرآیند در اعمال یا تجارب تکرار حیاتی نقش مؤید که تحقیقاتی به اشاره ضمن هرِل است.
بر مبتنی آموزش در که دارد تاکید نکته این بر است، یادگیرندگان توسط شده کسب دانش سازماندهی و
دیگر هدف می انجامد. کردن فکر و فهمیدن مناسب راه های تقویت به کردن استدلال تکرار DNR چارچوب
یادگیرندگان که است زمینه  ای آوردنِ فراهم معمولی، تمرین های پی در پی انجام نه و کردن استدلال تکرار
طراحی منظور این به که مسائلی برند. به  کار تأمل، بدون و مستقل به صورت را خویش دانش  بتوانند
یادگیرندگان تغییر حال در فکورانۀ نیازهای به و کنند مهیا مستمر به  طور را استدلال به نیاز باید می شوند،

دهند. پاسخ

انجام دست در پژوهش های و مطالعات .۶
در گرفته انجام تلاش های یادگیری، حوزۀ دستاوردهای در ریشه که است نظری چارچوبی DNR
علاوه بر دارد. آن مبدع توسط گرفته انجام پژوهش های مداوم جریان و ریاضی درسی برنامه ریزی حوزۀ
بررسی و دیدگاه این بر مبتنی درسی برنامۀ تدوین برای چارچوب، این مبدع توسط شده انجام تلاش های
این به کارگیریِ از حاصل نتایج بررسی حال در نیز مقاله این نگارندۀ آن، بر مبتنی آموزش از حاصل نتایج
برنامۀ تدوین و طراحی زمینۀ مطالعات، این از حاصل نتایج که است امیدوار و است آموزشی رویکرد

دهد. قرار حوزه این برنامه ریزان اختیار در را دیدگاه این بر مبتنی ریاضی درسی
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ریاضی اندیشۀ و فرهنگ
١٣۴ تا ١٢٧ صص. (١٣٩۵ تابستان و بهار ) ۵٨ شماره

اثبات؟ چرا
رونده فولکر

نصراصفهانی رسول و اختری فاطمه برگردان:

چکیده
وی تخصصی مقالات است. ریاضی رشتۀ در کانادا آلبرتای دانشگاه استاد رونده پروفسور
رونده عمومی مقالات است. متمرکز هارمونیک آنالیز و تابعی آنالیز بین متقابل اثرات روی
چند ارائۀ ضمن که حاضر مقالۀ جمله از توجه اند؛ جالب نیز ریاضی فلسفی جنبه های دربارۀ

می دهد. توضیح را ریاضیات در اثبات چگونگی و چرایی مثال،

ریاضی معلم روز، یک می دادند. تعلیم را او سرخانه معلم های که بود شاهزاده ای روزگاری، روزی
بنابراین نپذیرفت. را آن شاهزاده اما دهد، توضیح سلطنتی اش شاگرد برای را فیثاغورس قضیۀ کرد سعی
کرد ارائه قضیه برای دیگری اثبات معلم نشد. متقاعد هم باز او اما کرد، اثبات او برای را قضیه معلم،
زد: فریاد درماندگی با معلم می داد. تکان ناباوری با را سرش هنوز شاهزاده اما دیگری. اثبات هم باز و
اول همان از را این گفت:«چرا و شد زده ذوق شاهزاده است!» درست قضیه این سوگند شرفم به «سرورم،

نگفتید؟!»
است. عجیب که البته . ... شاگرد طرف از قضیه درستی پذیرش و معلم سادۀ سوگند نیست؟ عجیب
هم او آیا است؟ آورده کجا از را خود دانش او کرد؟ اعتماد معلم این به می توان که است مطمئن کسی چه
اعتماد مورد خودش آموخته، او از را قضیه معلم، که کسی آیا است؟ کرده اعتماد دیگری شخص سوگند به
هر است؟ کرده اعتماد دیگر کسی سوگند به هم او آیا است؟ آورده کجا از را دانشش او خود است؟ بوده
١ Volker Runde, “Why Proof ?”, 𝜋 in the Sky 11 (2008) 12-15.

ایران) ریاضی (انجمن ١٣٩۵ ©
١٢٧
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پیدا ادامه ازل تا نمی تواند زنجیره این می رسد. نظر به سست تر قضیه شود، طولانی تر سوگند ها زنجیرۀ چه
اثبات را آن کسی ما: تعبیر به باشد. کرده خلق قضیه این درستی برای پذیرفتنی روشی باید کسی کند:

است. کرده
است: ساده پاسخ، اثبات اند؟ در غرق حد این تا ریاضی دان ها چرا

هستند.» حقیقت جستجوی در غرق ریاضی دان ها، »
اثبات  ها می انجامد. ادعا یک درستی پذیرش به خاصی، قواعد کارگیری به با که است روندی اثبات،
کند. ثابت را متهم جرم می کند سعی شاکی کیفری، دادرسی یک در مثلا ندارند. وجود ریاضیات در تنها
اثباتِ دارد: بحث مورد زمینۀ به زیادی بستگی می گیرد شکل آن ها برحسب اثبات یک که قواعدی البته
وجود برای اثباتی ارائۀ و است چیز یک دادگاه، در اسمیت جو توسط همسایه خودروی قالپاق شدن دزدیده

دیگر. چیزی اول، عدد بی نهایت
حقیقت. یافتن می کنند: دنبال را هدف یک اثبات   ها همۀ نهایت، در اما

کنند بررسی تا می شود خواسته فیزیک دان یک و ریاضی دان یک از می کنیم: بیان لطیفه ای اینجا در
عدد پنج، است؛ اول عدد «سه، می گوید: ریاضی دان نه؟ یا است اول یک، از بزرگتر فردِ عدد هر آیا که
فیزیک دان نیست.» درست فرضیه، این پس نیست. اول عدد نه، اما است؛ اول عدد هفت، است؛ اول
اما نیست؛ اول عدد نه، است؛ اول عدد هفت، است؛ اول عدد پنج، است؛ اول عدد «سه، می گوید:
این لذا و می کنند تایید را فرضیه مورد، شش از مورد پنج پس هستند. اول اعداد سیزده و یازده دوباره

است!» درست فرضیه،
این اما بگیرد؟ نادیده سادگی همین به را نقض مثال می تواند او چطور می خندیم. فیزیک دان به ما
نظری پیش بینی های با به ندرت تجربی داده های نیست. ساده لوحانه می رسد نظر به که هم آنقدرها کار

کرده اند. عادت استثنا موارد به دانشمندان و دارند کامل مطابقت
مسئلۀ یک با او که است این برسد نظر به ساده لوح لطیفه، این در فیزیک دان شد باعث که آنچه
درست زمینه یک در که کرد استفاده اثبات برای قواعدی از او کرد: رفتار تجربی مسئلۀ یک مانند ریاضی

نیست. درست دیگر زمینۀ در اما است،
بگیرید: نظر در را مربع ۶۴ شامل شطرنجی صفحۀ یک



رونده فولکر رونده١٢٩ فولکر رونده١٢٩ فولکر ١٢٩

از است، شده داده نشان شطرنجی صفحۀ زیر در آنچه مانند را شکلی مستطیلی کاشی های سپس
شما به وضوح می پوشانند. را هم کنار مربع دو دقیقاً شطرنجی صفحۀ در آن ها از یک هر بردارید: آن
باشند. داشته هم پوشانی کاشی دو هیچ این که بدون بپوشانید کاشی هایی چنین با را صفحه تمام می توانید

نه! هنوز داریم؟ نیاز اثبات به اینجا تا آیا است؛ ساده ای مسئلۀ این
گوشۀ و بالا چپ گوشۀ مربع های و بردارید قیچی یک کنیم، پیچیده تر کمی را مسئله این که برای

شد: خواهد چنین صفحه شکل ببرید. را شطرنجی صفحۀ پایین راست

کاشی دو هیچ این که بدون بپوشانید کاشی ها همان با را یافته تغییر صفحۀ این کنید سعی حال
که شطرنجی صفحۀ با (ترجیحاً دهید انجام را کار این کنید سعی واقعاً اگر . ... باشند داشته هم پوشانی
پی در شاید و نیست راحتی کار حداقل که فهمید خواهید زود خیلی است)، شده کشیده برگه یک روی

چرا؟ اما است. ناممکن حتی که کنید فکر دهنده، آزار تردیدِ این
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احتمالی راه متناهی تعدادی حداکثر برد. پناه افنا روش به می توان مسئله این به بردن پی برای البته
که ببینیم و کنیم امتحان را راه ها آن همۀ اگر و دارد وجود شطرنجی صفحۀ روی کاشی ها دادن قرار برای
اما رسیده ایم. نتیجه به نیست، منطبق شطرنجی صفحۀ با کاشی ها، با شده پوشیده صفحۀ حالتی هیچ در
صفحۀ روی کاشی ها دادنِ قرار برای را احتمالی راه های همۀ باید این که اول دارد: اشکال دو رویکرد این
زیاد آنقدر راه ها تعداد است ممکن دهیم، انجام را کار این اگر حتی این که دوم و کنیم مشخص شطرنجی

... می کنیم خداحافظی افنا روش با بنابراین کنیم. امتحان را آن ها همۀ نتوانیم که باشد
و سر شطرنجی صفحۀ یک با که آورید یاد به کرد؟ می توان چه نیاید، کار به افنا روش اگر پس
رنگ بلکه نیست، هشت در هشت الگوی یک در مربع ۶۴ شامل تنها شطرنجی صفحۀ یک و داریم کار

سیاه. مربع ٣٢ و سفید مربع ٣٢ است: یافته تغییر مربع ها

یک روی هم کنار مربع دو و می پوشاند را هم کنار مربع دو دقیقاً شطرنجی صفحۀ روی کاشی هر
می پوشاند. را سیاه مربع یک و سفید مربع یک کاشی، هر پس دارند. مختلفی رنگ های همیشه صفحه
که بپوشاند را سفید مربع های از تعداد همان باید شطرنجی صفحۀ روی کاشی ها از آرایش هر نتیجه در

را. سیاه
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کنید: بررسی را زیر یافتۀ تغییر شطرنجی صفحۀ حال

سیاه مربع ٣٢ و سفید مربع ٣٠ شامل یافته تغییر صفحۀ پس کرده ایم، حذف را سفید مربع دو چون
کردیم. اثبات را آن یعنی بپوشانیم؛ کاشی ها با را صفحه این نمی توانیم بنابراین است.

پناه افنا روش به همچنان می دهید ترجیح دل ته از شاید نیست؟ جادو شبیه چیزی اثبات این آیا
نخواهید نکنید، امتحان را احتمالی راه های همۀ تا شاید و است، شدنی هنوز اما سخت تر راهی که ببرید

داد. قرار شطرنجی صفحۀ روی مطلوب طرز به را کاشی ها نمی توان که بپذیرید
سخت، تنها نه حقیقت، به دستیابی برای افنا روش به بردن پناه موقعیت ها برخی در حال، این با

کنید. توجه زیر ریاضی قضیه های به است. ناشدنی بلکه
است. اول اعداد از حاصل ضربی یک، از بزرگتر صحیح عدد هر .١ قضیۀ

اثبات کنیم؟ را آن صدق چگونه هست، اگر و است؟ صادق حکم این آیا
است)؛ اول اعداد از حاصل ضربی بنابراین (و است اول ٢ کنیم: شروع عدد چند بررسی با است بهتر
٨؛ = ٢ × ٢ × ٢ است؛ اول نیز ٧ ۶؛ = ٢ × ٣ است؛ اول نیز ۵ ۴؛ = ٢ × ٢ است؛ چنین نیز ٣
یا کوچکتر و ٢ مساوی یا بزرگتر صحیح اعداد تمام برای قضیه این لذا .١٠ = ٢ × ۵ و ٩ = ٣ × ٣
چه ١٠ از بزرگتر صحیح اعداد مورد در اما است، دلگرم کننده مطلب این دانستن است. درست ١٠ مساوی
١۵؛ = ٣ × ۵ ١۴؛ = ٢ × ٧ است؛ اول ١٣ ١٢؛ = ٢ × ٢ × ٣ است؛ اول ١١ خوب! گفت؟ توان می

...١۶ = ٢ × ٢ × ٢ × ٢
مثبت صحیح عدد بی  نهایت است. بیهوده کار این ادامۀ چون می کنیم قطع جا همین در را بررسی این
بنویسیم، اول اعداد از حاصل ضربی به صورت می توانیم را آن ها از تعداد چه این که از مستقل و دارد وجود



١٣٢ اثبات؟ ١٣٢چرا اثبات؟ ١٣٢چرا اثبات؟ چرا

نوشته اول اعداد از حاصل ضربی به صورت نداده ایم نشان هنوز که ماند خواهد باقی عدد بی نهایت همیشه
حتی است. بزرگ حد از بیش عدد این است؟ اول اعداد از حاصل ضربی ١٠١٠١٠١٠

+ ١ آیا می شوند.
کنیم پیدا را اولی اعداد وجود) صورت (در تا بکشد طول ابد تا است ممکن قدرتمند رایانه های به کمک
برقرار ١٠١٠١٠١٠

+ ١ تا اعداد برای قضیه این که دهیم نشان اگر حتی است. عدد این حاصل ضربشان که
نمی دانیم! چیزی ١٠١٠١٠١٠١٠

+ ١ بزرگتر بسیار عدد مورد در باز آنگاه است،
دریافتی است ممکن خاص مثال هایی برای قضیه این بررسی نمی رسد. جایی به افنا روش اینجا در

نمی کند. کمکی یک از بزرگتر صحیح اعداد تمام برای آن صدق اثبات به اما بدهد، شما به آن از
از بزرگتر صحیح عدد هر اگر است؟ معنایی چه به این نباشد؟ صدق قضیه این حکم است ممکن آیا
حاصل ضربی که دارد وجود 𝑎٠ مانند صحیح عدد یک حداقل آنگاه نباشد، اول اعداد از حاصل ضربی یک،
که باشد داشته وجود ١ < 𝑎١ < 𝑎٠ شرط با 𝑎١ مانند دیگری صحیح عدد شاید نیست. اول اعداد از
دیگری صحیح عدد اگر کنید. 𝑎٠ جایگزین را 𝑎١ حالت این در نباشد؛ اول اعداد از حاصل ضربی نیز آن
نباشد، اول اعداد از حاصل ضربی نیز عدد آن که باشد داشته وجود ١ < 𝑎٢ < 𝑎١ شرط با 𝑎٢ مانند
دارند وجود 𝑎٠ و ٢ بین عدد متناهی تعدادی تنها بعدی. قدم های همین طور و کنید 𝑎١ جایگزین را 𝑎٢
مانند صحیحی عدد با را روند این و می رسیم بن بست به قدم، متناهی تعدادی حداکثر از بعد بنابراین و

می بریم: پایان به زیر ویژگی های با 𝑎 > ١
و نیست، اول اعداد از حاصل ضربی 𝑎 (الف)

است. ویژگی این با صحیح عدد کوچکترین 𝑎 (ب)
است. اول اعداد از حاصل ضربی ،𝑎 از کوچکتر و ١ از بزرگتر صحیح عدد هر بنابراین

دارد. وجود عدد این آنگاه نباشد، صادق قضیه حکم اگر کنیم. فکر 𝑎 فرضی عدد این به است بهتر
اول اعداد از حاصل ضربی باید آن وقت زیرا باشد، اول نمی تواند عدد این گفت؟ می توان چه آن مورد در

یعنی نیست؛ اول عدد 𝑎 پس باشد. عامل) یک تنها (با

𝑎 = 𝑏 𝑐

که است معنی بدین خودش این نیستند. ١ یا 𝑎 هیچ کدام 𝑐 و 𝑏 آن، در که

١ < 𝑏, 𝑐 < 𝑎.
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اول اعداد نتیجه در هستند. اول اعداد از حاصل ضربی کدام هر 𝑐 و 𝑏 اعداد (ب)، ویژگی طبق بنابراین

که به طوری دارند وجود 𝑞𝑚 ،… ،𝑞١ و 𝑝𝑛 ،… ،𝑝١

𝑏 = 𝑝١ ⋯ 𝑝𝑛,

𝑐 = 𝑞١ ⋯ 𝑞𝑚.

است: برقرار زیر برابری صورت این در اما

𝑎 = 𝑏 𝑐 = 𝑝١ ⋯ 𝑝𝑛 𝑞١ ⋯ 𝑞𝑚

است. (الف) با تناقض در که می شود اول اعداد از حاصل ضربی 𝑎 و
حاصل ضربی که یافتیم 𝑎 مانند صحیح عددی فرض، این اساس بر و نباشد صادق حکم کردیم فرض
این از خروج راه تنها هست. اول اعداد از حاصل ضربی 𝑎 که شد معلوم بعداً ولی نیست؛ اول اعداد از
می دانیم اکنون (و است! صادق قضیه این حکم یعنی بوده، نادرست ما فرض بگوییم که است این تناقض،

بیابیم.) را اعداد آن این که بدون است اول اعداد از حاصل ضربی ١٠١٠١٠١٠
+ ١ که

برخی برای می شود. نامیده غیرمستقیم اثبات کردیم، استفاده ١ قضیۀ اثبات برای که روشی این
باشد کاذب است، شده ادعا آنچه می کنیم فرض حالتی، چنین در کرد. ارائه مستقیم اثبات نمی توان چیزها

برسیم. تناقض یک به فرض، این با امیدواریم و
می کنیم. امتحان را دیگری غیرمستقیم اثبات اکنون

دارد. وجود اول عدد بی نهایت .٢ قضیۀ
کنار از پس و ندارد وجود 𝑛- ام اول عدد محاسبه برای آسانی فرمول هیچ است؟ پذیرفتنی قضیه این آیا
کاذب قضیه حکم آیا پس می شود. سخت تر و سخت بعدی اول عدد به دست یابی اول، عدد چند گذاشتن

می یابیم؟ را اول اعداد همۀ مدتی از بعد به سادگی، ما آیا و است
،𝑝١ مثلا باشد: داشته وجود اول عدد متناهی تعداد تنها که معنی این به باشد؛ چنین کنیم فرض

دهید قرار .𝑝𝑛 ،…
𝑎 ∶= 𝑝١ ⋯ 𝑝𝑛 + ١.

صحیح عددی و 𝑞 مانند اول عددی واقع در است. اول اعداد از حاصل ضربی 𝑎 عدد ،١ قضیۀ بنابر
هستند، موجود اولِ اعداد تمام 𝑝𝑛 ،… ،𝑝١ اینجا در چون دارند. وجود 𝑎 = 𝑞 𝑏 شرط با 𝑏 مانند مثبت
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در نیستند. برابر 𝑞 با که باشد 𝑝𝑗هایی همۀ حاصل ضرب 𝑐 کنیم فرض باشد. این ها از یکی باید نیز 𝑞
صورت این

𝑎 = 𝑞 𝑐 + ١.
می آوریم: به دست را زیر برابریِ پس

٠ = 𝑎 − 𝑎 = 𝑞 𝑐 + ١ − 𝑞 𝑏 = 𝑞 (𝑐 − 𝑏) + ١
این رو از و

𝑞 (𝑐 − 𝑏) = −١.
.𝑞 ≥ ٢ و است ناصفر صحیح عدد یک 𝑐 − 𝑏 زیرا است، ممکن غیر این اما

شد. اثبات ٢ قضیۀ و رسیدیم، تناقض به هم باز بنابراین
این پاسخ کردیم؟ تعریف طور این را 𝑎 ما چرا نیست. ١ قضیۀ اثبات سادگی به ٢ قضیۀ اثبات
بوده چنین که است سال هزار دو از بیش و می خورد درد به کنیم، تعریفش طور این اگر چون که است

شد. اثبات و بیان اقلیدس اصول کتاب در بار اولین ٢ قضیۀ است:
ریاضی دان: یک قول به

است.» جاودانه اثبات، و است اثبات بر مبتنی «ریاضیات،

اصفهان صنعتی دانشگاه ریاضی، علوم دانشکدۀ اختری: فاطمه
f_akhtari@math.iut.ac.ir رایانامه:

اصفهان صنعتی دانشگاه ریاضی، علوم دانشکدۀ نصراصفهانی: رسول
isfahani@cc.iut.ac.ir رایانامه:



ریاضی اندیشۀ و فرهنگ
١۵٧ تا ١٣۵ صص. (١٣٩۵ تابستان و بهار ) ۵٨ شماره

عمیق پژوهش هایی نیازمند حوزه ای ریاضی: معلمان آموزش
مهربانی مرتاضی نرگس

چکیده
معلمان آموزش به رویکرد دو به عنوان یادگیری حرفه ای و توسعۀ حرفه ای ابتدا مقاله، این در
می شود. پرداخته ریاضی تدریس برای نیاز مورد دانش های به سپس می شوند. معرفی ریاضی
تحقیقات جهت گیری بر ریاضی تدریس برای نیاز مورد دانش های انواع تأثیر آخر، بخش در

می گیرد. قرار بحث مورد ریاضی معلمان آموزش حوزۀ در

مقدمه
زبان ریاضی دارد. فرق درسی موضوع های سایر یادگیری با مختلف، دلایل به ریاضی یادگیری
برای شخصی، علائق ارضای بر علاوه ریاضی است. استوار خلاقیت و استدلال بر و است طبیعت تبیین
فقط نه و آدم ها، بعضی برای می شود. مطالعه نیز دیگر علمی حوزه های در کاربردی گوناگون اهداف
دیگر، بعضی برای است. آن فکورانه١ چالش و زیبایی بر متکی ریاضی ماهیت حرفه ای، ریاضی دانان
آن به کارگیری چگونگی در ریاضی اصلی ارزش مهندسان، و تجربی علوم دانشمندان از بسیاری جمله از
اولیه درک می کند، بازی جدید فرهنگ در ریاضی که اساسی نقش به سبب است. خودشان کارهای برای
است. ضروری علمی، سوادآموزی برای لازم صلاحیت های به دست یابی برای ریاضی، ماهیت به نسبت
بگیرند، نظر در علمی تلاش از بخشی را ریاضی دانش آموزان، است نیاز درک، و فهم این به رسیدن برای
،٢٠۶١ (پروژه شوند آشنا ریاضی کلیدی مهارت های و ایده ها با و کنند درک را ریاضی تفکر ماهیت

(.١٩٩٧
١Intellectual

ایران) ریاضی (انجمن ١٣٩۵ ©
١٣۵
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دیسیپلین بلکه است، خلق و کشف دیسیپلین نه تنها ریاضی «یادگیری این که بر أکید ت با (٢٠٠۴) بس
تجمعی دانش ریاضی، حرفه ای «جامعۀ که می کند خاطرنشان ،( ۴٨ (ص. هست» نیز تدریس و یادگیری
ریاضی، حرفۀ از خارج ریاضی یادگیری حال، این با می کند. منتشر و منتقل نقد، جذب، را ریاضی
نرم     کردن پنجه و دست حال در که می شود معلمانی برای هم و کودکان برای هم مشکل، بروز باعث اغلب
ابتدایی ترین در حتی که ایده هایی و ابزارها هستند؛ دیسیپلین این ابزارهای و ایده ها از استفاده و درک با
از یکی هم را ریاضی که کسانی برای ریاضی یادگیری نتیجه در هستند. ظریف و قدرتمند نافذ، سطح

.(۴٨ (ص. است» جدی دغدغۀ یک می شناسند، غنی فرهنگی میراث یک هم و عمومی سواد ارکان
برای چالش برانگیز مفهومی یا محتوا ریاضی، که هم چنان ،(٢٠٠۴) لیکین٢ و زاسلاوسکی١ به گفتۀ
محسوب ریاضی معلمان برای چالش برانگیز مفهومی و محتوا نيز، آن تدریس است، دانش    آموزان
را لازم اطلاعات که هستند دانش هایی انواع نیازمند ریاضی، تدریس برای ریاضی معلمان می شود.
را آموزشی ساختارهای و نظام ها تا کند کمک آنان به و دهد قرار آن ها اختیار در دانش آموزان مورد در
بدانند را محتوایی دانش باشند، داشته آگاهی ریاضی یادگیری و تدریس روش های انواع از بشناسند،
شوند مجهز ارزشیابی، روش های و آموزشی منابع از استفاده درس، کلاس مدیریت چگونگی دانش به و
پرستیج٧ و پرکس۶ (٢٠٠٨)؛ فلپس۵ و تامس۴ بال، (٢٠١٣)؛ گویا٣ و والدِراما آگودلو یاورسکی، (وایت،
پیچیده ای حرفه ای دانش به بالا، کیفیت با تدریس .((١٩٨۶) شولمن٨ (١٩٩٢)؛ فرانک و فینما (٢٠٠٨)؛
به دانش آموز دادنِ پاسخ برای مدت چه بداند معلم که است این مانند ساده ای قوانین از فراتر که دارد نیاز
شولمن کار اصلی جنبۀ .((١٩٨۶) (شولمن دهد توضیح خودش بعد و بماند منتظر کرده طرح که سؤالی
تدریس و تکنیکی دانش به عنوان را محتوایی دانش که بود این تدریس به راجع نظریه پردازی در (١٩٨۶)
حرفه ای عمل یک یادگیریِ ،(٢٠٠٨) پرستیج و پرکس به گفتۀ طرفی، از کرد. معرفی حرفه یک به عنوان را
عمل مختلف جنبه های خود، درس کلاس زمینۀ در بتوانند معلمان که است معنی این به تدریس، مانند
تفسیرها، این مقابل در بتوانند و دهند ارتقا را خود کردن تفسیر توانایی نمایند، تفسیر را تدریس شان
شاگنسی١٠ و کرِن٩ کرینر، است. پیچیده       فرآیندی ریاضی، تدریس یادگیریِ این رو، از باشند. پاسخگو
فرآیند بهبود در معلم نقش اهمیت مورد در پی در پی ادعاهای و تلاش ها وجود با که معتقدند (٢٠١٣)
تحقیقات نتایج منفعل استفاده کنندگان به عنوان بیش، و کم هم هنوز ریاضی معلمان یادگیری، و تدریس
آزاد غلام که است حالی در این می شوند. دیده دانش، تولید به کمک برای ابزارهایی گاهی و آموزشی
تجربه او، به گفتۀ است. رياضی معلم رياضی، آموزش نظام اصلی اركان از يكي که دارد أکید ت (١٣٨۶)
١Zaslavsky ٢Leikin ٣ White, Jaworski, Agudelo- Valderrama and Gooya ۴Thames ۵ Phelps
۶Perks ٧ Prestage ٨ Shulman ٩Kieren ١٠Shaughnessy
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پيشنهادی روش های و شود انجام علمی و دقيق درسی برنامه ريزی كه هم قدر هر كه است داده نشان
چه آن ها، از رياضی معلمان استقبال عدم صورت در باشد، پژوهشی يافته های و تحقيق بر مبتنی تدريس
برنامه ريزی آن اجرا، برای لازم دانش نداشتن دليل به چه و روش ها و برنامه ها آن به نداشتن باور دليل به
ظرفيت های شناسايی كه گرفت نتیجه می توان پژوهشی تجربه های اين       از بود. خواهد شكست به محكوم
خدمت» «ضمن به اصطلاح یا مستمر آموزش های برای برنامه ريزی و رياضی معلمان جامعۀ در موجود

است. مدرسه ای رياضی آموزش در تحول ايجاد جهت اساسی قدم های جزو آن ها،

ریاضی معلمان ِ حرفه ای توسعۀ .١
بالایی اولویت از که است مباحثی از یکی مدارس، در ریاضی یادگیری و تدریس کیفیت ارتقای
(گوس است گرفته قرار ریاضی، تدریس حرفۀ خودِ و دانشگاه ها دولت ها، کار دستور در و است برخوردار
برنامه های مانند جدیدی چالش های با روز هر مدیران، و «معلمان (٢٠١١) تیمپرلی به گفتۀ .((٢٠٠٩)
و مدرسه ها در تکنولوژی از استفاده ارزشیابی، نوین رویکردهای همه، برای ریاضی سواد جدید، درسی
هستند» رو به رو نمی گیرند، یاد چیزی تدریس متداول روش های با که دانش آموزانی و درس کلاس های
قبل، از بیشتر معلمان بنابراین می شود. ریاضی تدریس عمل شدن پیچیده تر باعث خود، این که (١ (ص.
زتمیر رو، همین از کند. کمک چالش هایی چنین با مواجهه در را آن ها که دارند نیاز مهارت هایی و دانش به
سیاست گذاری های در حیاتی مؤلفه ای حرفه ای، توسعۀ حاضر حال «در که می دارند اظهار (٢٠١١) کرینر و
این به .(٨٧۶ (ص. می آید» حساب به مدارس یادگیری و تدریس کیفیت ارتقای جهت آموزشی،
ریاضی، معلمان حرفه ای توسعۀ برنامه های کارایی بر تأثیرگذار عوامل و ویژگی ها شناخت به راجع دلیل،
و (زتمیر چندجانبه اند و پیچیده عوامل، این می دهد نشان که است گرفته صورت بسیاری پژوهش های

می شوند. معرفی معروف تحقیق چند آن ها، بین از که کرینر(٢٠١١))
با مرتبط که اخیر دهۀ سه تحقیقاتِ نتایج از فراتحلیلی٢ ،(٢٠١٠) ریاضی١» معلمان ملی «شورای
نتیجۀ است. داده انجام بوده، آن توسعۀ چگونگی و ریاضی تدریس برای معلمان نیاز مورد ریاضی دانش

است: زیر هدف چهار تبیین فراتحلیل، این
ریاضی؛ تدریس عمل در آن از استفاده برای ظرفیت ایجاد و معلمان نیاز مورد ریاضی دانش تولید -
و دانش آموزان تفکرات تحلیل و تجزیه و توجه به منظور ریاضی معلمان برای ظرفیت ایجاد -

آن؛ مقابل در پاسخ گویی
است شده استفاده تحقیق، نوع این برای نیز «سنتزپژوهی» معادل از اخیراً Meta − analysis٢

١National Council of Teachers of Mathematics: NCTM



١٣٨ عمیق پژوهش هایی نیازمند حوزه ای ریاضی: معلمان ١٣٨آموزش عمیق پژوهش هایی نیازمند حوزه ای ریاضی: معلمان ١٣٨آموزش عمیق پژوهش هایی نیازمند حوزه ای ریاضی: معلمان آموزش
اشتباهات به بودن حساس مانند ریاضی معلمان در خلاق ذهنی عادت های ایجاد به کمک -

خود؛ تدریس عمل بر بازتاب و دانش آموزان
مستمر یادگیری از حمایت و یکدیگر با ریاضی معلمان همکاری برای مناسب سازوکارهای ایجاد -

آنان.
حمایت کافی، زمان صرف مانند عواملی که می کند اشاره شده، انجام تحقیقات به استناد با شورا این
در می توانند آن ها، فعال یادگیری برای فرصت هایی کردن فراهم و ریاضی معلمان یادگیری از نظام مند
این در باشند. تأثیرگذار ریاضی، معلمان حرفه ای توسعۀ برنامه های برای شده ذکر اهداف به رسیدن
معلمان تدریس ارتقای برای ضروری و نظام مند فعالیت یک به عنوان مسأله حل پای رد جمع بندی،
بر جدی تمرکز با شونفیلد کرد. مطرح ١٩٨۵ سال در شونفیلد که بحثی همان است؛ مشهود ریاضی،
اصلی بازیگران به عنوان ریاضی معلمان نقش بر آن، آموزش پذیری ادعای طرح و ریاضی مسأله حل
حوزۀ در نظریه پردازی به سال ها، طی شونفیلد بحث، همین ادامۀ در نمود. أکید ت آموزش، این عرصۀ در
شد. مشغول ریاضی، معلمان آموزش و تدریس با آن تنگاتنگ ارتباط و ریاضی مسأله های حل یادگیری
حرفه ای توسعۀ نظری بررسی به تدریس، و یادگیری جنبۀ از و شناختی دیدگاهی با ،٢٠١٠ سال در او
نظریه پردازیِ در شونفیلد نمود. تبیین را باورها و اهداف دانش، رویکرد و پرداخت ریاضی معلمان ِ
همزمان، به طور را هم به مرتبط هدف چندین که می داند مسأله حل نوعی را ریاضی تدریس خود، جدید
تصمیم گیری های چگونگی و باورها دانش، اهداف، دارد سعی شونفیلد نظریه، این تبیین با می کند. دنبال
این نماید. مدل سازی یکدیگر، با را مؤلفه ها این تعامل ماهیت سپس کند. شناسایی را ریاضی معلمان
دارد. أکید ت می شود، ارائه آن در محتوا که زمینه ای و محتوا به توجه نیز و معلم فردیِ پیشرفت بر نظریه،

بود: زیر بعد چهار دارای (٢٠٠٠) کرینر مدل
و هدفمند يادگيری و تدريس دربارۀ او تلقی طرز و تدريس واقعی تجربۀ در معلم قابليت عمل:

اثربخش؛
نقدپذیری خود قابليت افزایش و خویش تدريس فعاليت های بر معلم منظم بازتاب های بازتاب:

او؛
تنظيم و سازمان دهنده آغازگر، خود، كه كارهايی انجام برای معلمان قابليت های افزایش استقلال:

هستند؛ کننده اش
معلمان عموم نظرات با فزاينده  به طور كه تبادلی و ارتباطی كارهای انجام در قابليت شبکه سازی:

است. مرتبط
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«تقابل» نشان دهندۀ که شبکه سازی» و «استقلال و بازتاب» و «عمل زوج هر اولیه، مدل این در
ایجاد ریاضی، معلمان ِ حرفه ای توسعۀ دوره های هدف و بودند شده دیده هم مکمل هستند، «توافق» و

بود. بعد چهار این بین تعادل
ریاضی معلمان یادگیری به کرینر، ٢٠٠٠ سال مدل در تغییراتی ایجاد با (٢٠٠۶) کرینر و الینارس١
زینفعان٢ به عنوان معلمان نقش بر آن، در و کردند نگاه حرفه ای توسعۀ حیاتی جنبه های از یکی به عنوان

است: شده تشکیل زیر مؤلفۀ       سه از مدل، این نمودند. أکید ت اصلی، بازیگران و
کردن فراهم دانش آموزان، برای چالش برانگیز و مناسب فعالیت های طراحی مانند مواردی محتوا:
بحث های و آنان ابتکارات و معلمان تدریس عمل بر بازتاب و مشاهده چالش برانگیز، یادگیری تجربه های

است. مربوط ریاضی، یادگیری و تدریس فرآیند در دخیل افراد تمام به که مدرسه در سودمند
هدفشان و می شوند تشکیل معلمان توسط که آن ها نظایر و کاری گروه های کوچک، تیم های : جامعه٣
هم اندیشی طریق از همه تدریس ارتقایِ هدف دو با معلمشان همکاران سایر با معلمان مشارکت از حمایت

است. یادگیرنده استقلال سمت به یک هر حرکت تسهیل و یکدیگر تدریس تجربه های نقد و تبادل و
حرفه ایِ ارتقای در که آموزشی گروه های و معلمان یادگیری منابع حرفه ای، توسعۀ برنامه های : زمینه۴
حمایت های به نیازمندی جمله از مختلف دلایل به که کنند بازی سازنده ای نقش می توانند ریاضی معلمان

می گیرد. قرار توجه مورد کمتر شده، برنامه ریزی سازمانی
طراحی برای را اساسی عامل سه شناخت و پرداختند مدل این توسعۀ به ،(٢٠١١) کرینر و زتمیر
ثغور و حدود توسعه یافته، مدل در نمودند. معرفی ریاضی، معلمان حرفه ای توسعۀ برنامه های اثربخش
«تعادل به «محتوا» مؤلفۀ مشخص، به طور است. شده مشخص تر اولیه، مدل در مؤلفه سه از یک هر
«زمینه» مؤلفه و اجتماعی» و فردی فعالیت های بین «تعادل به «جامعه» مؤلفه بازتاب»، و عمل بین
می توانند آموزش هایی چنین آنان، نظر از شده اند. محدود خارجی» و داخلی حمایت های بین «تعادل به
ادبیات کنند. پر هستند، یک سویه و غیرتعاملی اغلب که را سنّتی حرفه ای آموزش های خلأهای بالقوه،
معلمان، آن، در كه کرد طراحی آموزش هایی می توان که است این مؤید نیز ریاضی معلمان آموزش حوزۀ
تدريس روش بهبود در و كنند نظارت خود تدريس نحوه بر شوند، خویش حرفه ای دانش ارتقای عامل خود

باشند. سهیم خود
١Ilinares ٢Stakeholders ٣Community ۴Context
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از شناختی مدل یک ریاضی، معلمان حرفه ای توسعۀ برای (٢٠٠٢) ورث٢ هالینگس و کلارک١
متمرکز فردی به صورت آنان، حرفه ای توسعۀ و تغییر یادگیری، فرآیند بر که دادند ارائه پیوسته هم به درون

می پردازد: حوزه چهار به مدل، این می شود.
تشکیل را آنان ریاضی تدریس زیربنایِ که معلمان تلقی طرز و باورها دانش، شخصی: حوزۀ

می دهد؛
می گیرد؛ شکل شخصی شان حوزۀ تأثیر تحت که ریاضی معلمان حرفه ایِ تجربه های عمل: حوزۀ

است؛ وابسته شخصی حوزۀ و عمل حوزۀ به که است آن نتایج و تدریس عمل در تغییر نتایج: حوزۀ
است. انگیزشی و حمایتی اطلاعاتی، منابع بیرونی: حوزۀ

ریاضی معلمان حرفه  ایِ یادگیری .٢
را زمینه آن، برای مدل هایی تبیین و ریاضی معلمان حرفه ای توسعۀ حوزۀ در نظری مباحث طرح
(ایون٣ نمود فراهم ریاضی معلمان حرفه ای» «یادگیری و « حرفه ای «توسعۀ بین تمایز ایجاد ضرورت برای
برای قدرتمندی ابزار خود، خودیِ به تحقیق این که بر أکید ت با (٢٠٠٣) یاورسکی مثال، برای .(٢٠٠٨)
معلمان مدار پژوهش یادگیری تحقق برای مؤلفه، چهار با چارچوبی است، ریاضی یادگیری تدریس توسعه
جامعه» و «فرد و بیرونی» و درونی بازتاب۵ و «بررسی۴ یادگیری»، و «دانش شامل، که داد ارائه ریاضی
معرفت شناختی بعد یادگیری، و «دانش که نمود ابراز چارچوب، این توضیح در (٢٠٠٣) یاورسکی بود.
خود خُبرگی و تفکرات باورها، تحقیق، در شرکت کنندگان آن، در که می دهد تشکیل را چارچوب این
صورت درون گروهی گفتمان و تعامل طریق از یادگیری ترتیب، بدین و می آورند تحقیق۶ قرارگاه به را
در که می دهد شکل را چارچوب این تحقیقی بعد بازتاب، و «بررسی که نمود بیان همچنین او می گیرد».
شیوه های به می شوند، مطرح آن با شدن درگیر نحوۀ و بازتاب و تدریس عمل درون از که سؤال هایی آن،
،(٢٠٠٣) یاورسکی دیدگاه از .(٢۶٢-٣۶۴ (صص. منجر می شوند» بودن، و دادن انجام از جدیدی
می کند. مشخص تدریس توسعۀ فرآیندهای در را معلمان آموزشگران و معلمان نقش بیرونی، و «درونی
محقق یک به عنوان هم و می کند بررسی را تدریس فرآیند درونی، پژوهشگر یک به عنوان هم مؤلفه، این
قرار مطالعه مورد است، عمومی و بومی دانش با مرتبط که را تدریس توسعه های و فعالیت ها بیرونی،
اقدامات در را مشارکتی فعالیت های اهمیت جامعه، و فرد «مؤلفۀ دیدگاه، این در .(٢۶۴ (ص. می دهد»
اشاره فردی پیشرفت و رشد بر گروهی تعامل و مشارکت نقش بر مؤلفه، این می دهد. نشان توسعه ای
١Clark ٢Hollingsworth ٣ Even ۴Inquiry ۵Reflection ۶Research Setting
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نظریه پردازانِ از یکی به عنوان و خود چارچوب تکمیل در بعداً (٢٠٠۶) یاورسکی .(٢۶۴ (ص. می کند»
قدرت از نوعی حرفه ای، توسعۀ در که داد توضیح حرفه ای، یادگیری و حرفه ای توسعۀ بین تمایز مدافع
تازه کار معلمان بر تجربه تر، با معلمان یا دانشگاهیان یا معلمان آموزشگری سلطۀ       نشانگر که است نهفته
تأیید به سبب عده ای که معنی این به است؛ سنّتی حرفه ای توسعۀ ذات در الزام، و باید که گفت او است.
دیگرانی به که می کنند پیدا اجازه تصمیم گیرندگان، و سیاست گذاران قبولِ مورد مراجع توسط صلاحیت شان
ناگفته تصورِ این که می دهد نشان حوزه این تحقیقات اما دهند. آموزش می دانند، کمتر آن ها تصور به که
به را یک طرفه آموزش های تأثیر و شده معلمان خاموش واکنش های ایجاد باعث پنهان، ماهیت این و
حرفه ای یادگیری ،(٢٠٠٨) یاورسکی به گفتۀ       که صورتی در .(٢٠٠۶ (یاورسکی، است رسانده حداقل
کلاس با مستقیماً زیرا ندارد، وجود بایدی هیچ آن، در که است مشارکتی و تعاملی طرفه، دو فرآیندی
و حرفه ای توسعۀ بین تمایز تأیید در منبعث می شود. آن از و است ارتباط در معلمی حرفه       و درس
درس، کلاس خارج و داخل در روز، هر «معلمان این که به اشاره ضمن (٢٠١١) روسکن حرفه ای، یادگیری
برنامه ریزی خود، دانش آموزان       عملکرد و آن مورد در گفتگو یا خود تدریس عمل بر بازتاب طریق از
هستند» حرفه ای توسعۀ درگیرفرایند مدرسه ای، درون کنفرانس های در شرکت و بعد جلسه تدریس برای
از بسیاری در ریاضی معلمان در خودانگیخته فعالیت های ماهیت که دهد نشان تا کرده تلاش (ص.٢)،

می کند. یاد حرفه ای یادگیری ویژگی های عنوان با آن از (٢٠٠۶) یاورسکی که است همان مدرسه ها،
ریاضی، معلمان حرفه ای یادگیری و حرفه ای توسعۀ که است معتقد (٢٠١١) تیمپرلی راستا، این در
حرفه ای «توسعۀ اصطلاح مواقع، اکثر در ولی هستند. نظام مند٣ و مستمر٢ ، عامدانه١ فرآیندهایی دو هر
را خود تدریس عمل بتوانند تا می رود به کار معلمان به خاص اطلاعاتِ سویۀ یک انتقال معنای به «
با تعامل طریق از افراد آن، در که است درونی فرآیندی حرفه ای» «یادگیری که حالی در بخشند، بهبود
جدید، معناسازی های و قبلی فرض های کشیدن چالش به و حرفه ای پیشرفت  در شده تولید اطلاعاتِ
«معناسازی»، و «چالش» فرآیند، این در بسازند. خود، تدریس برای را نیاز مورد حرفه ایِ دانش می توانند
حرفه ای توسعۀ اساسی تمایزهای از یکی ،(٢٠١١) تیمپرلی نظر از حقیقت در می کنند. بازی مهمی نقش
سهیم اند، خویش یادگیری در جدی به طور معلمان حرفه ای، یادگیری در که است این حرفه ای یادگیری و
باور به توجه می شود. یادگیری فرآیند با معلم درگیریِ و مشارکت به کمتر ، حرفه ای توسعۀ در که حالی در
است. «ارزیابی» و « نظام مند۴ «جستجوگری مستلزم که است گونه ای به حرفه ای یادگیری ماهیت او،
ارتقای و یادگیری آن، هدف که است تدریس کارایی نظام مندِ بررسی برای فعال فرآیندی حرفه ای، یادگیری
١Intentional ٢Ongoing ٣Delivery ۴Systematic Inquiry
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کرده اند، أکید ت (٢٠١٣) گویا و والدراما یاورسکی، وایت، که همان طور حال، این با است. دانش آموزان
و « حرفه ای «توسعۀ بین روشنی مرز هنوز ریاضی، معلمان آموزش حوزۀ پژوهشی و آموزشی ادبیات در

است. مختلف ابعاد از متنوع پژوهش های نیازمند حوزه این و ندارد وجود حرفه ای»، «یادگیری

ریاضی تدریس برای نیاز مورد دانش های .٣
حرفه ای» «دانش یکی دانش: نوع دو به رياضي معلمان آموزش به مربوط ادبيات در اخير، دهه دو در
از که کرد طراحی آموزش هایی می توان دو، این به توجه با که است شده توجه موضوعی»، «دانش دیگری و
كنند نظارت خود تدريس نحوۀ بر شوند، خویش حرفه ای دانش ارتقای عامل خود معلمان، آن ها، طریق
و تدریس ارتقای در محتوایی دانش آن که با ،(٢٠٠٨) بال به گفتۀ باشند. سهیم تدريس، شیوۀ بهبود در و
نشده توجه منسجم به طور آن مطالعۀ       و توسعه به اما است، برخوردار به سزایی اهمیت از ریاضی یادگیری
بوده       بی توجه می کنند، تدریس که موضوعی از معلمان درک افزایش چگونگی به نسبت پژوهش، و است
اهمیت اول درجۀ در پیشرفته، سطح در را درسی موضوع مطالعۀ که می داند پیش فرضی را علت او است.
نوع مقابل در معلمان محتوایی آمادگی میزان بر بیشتر تمرکز آن، پیامد که است طبیعی و می دهد قرار

است. تدریس برای آنان نیاز مورد محتوای
شولمن لی میلادی، هشتاد دهۀ اواسط در شولمن. دیدگاه از معلمان دانش اصلی مقوله های .٣ . ١
«دانش با که کرد معرفی « پداگوژیکی١ محتوایی «دانش نام به را معلمان دانش از خاصی حوزۀ ،(١٩٨۶)
یادگرفتن و مطالعه قابل نظام وار، موقعیت های در محتوایی» «دانش او نظر از داشت. تمایز « محتوایی٢
نیاز مورد پداگوژیِ و محتوا از خاصی معجون پداگوژیکی»، محتوایی «دانش شولمن، دیدگاه از اما است.
برای نیاز مورد دانش های انواع بین که تمایزی و شولمن ایده های است. درسی موضوع یک تدریس برای
به اختصار، که گذاشت چشمگیری تأثیر ریاضی معلمان آموزش حوزۀ پژوهشی جامعۀ بر شد، قائل معلمان

می پردازیم. آن ها به
در تفکر برای است. ذهن در سازمان یافته ساختارهای و موضوعی دانش شامل محتوایی: دانش
حوزه آن در موجود حقایق٣ یا مفاهیم به مربوط دانش از فراتر است لازم حوزه، یک محتوایی دانش مورد
ایده های از می توان کار این برای ،(١٩٨۶) شولمن به گفتۀ کرد. درک را آن موضوعی ساختارهای و رفته
« اسمی۵ «ساختارهای شامل موضوع، یک ساختارهای شوآب، نظر از نمود. استفاده (١٩٧١) شوآب۴
آن، در که است روش هایی اسمی، ساختارهای که می دهد توضیح شوآب است. نحوی۶» «ساختارهای و
١Pedagogical Content Knowledge: PCK ٢Content Knowledge ٣Facts ۴Schowab ۵Substantive
۶Syntactic
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یکپارچه را نظام آن حقایق تا سازمان دهی می شوند موضوعی، نظام یک در موجود اصول و اساسی مفاهیم
کذب٢ و صدق١ آن، به وسیلۀ که است روش ها از مجموعه ای نظام، یک نحوی ساختار که حالی در کند.
شامل ریاضی، در نحوی دانش ،(٢٠١١) گولدینگ و پترو به گفتۀ تعریف می شوند. بطلان۴ و صحت٣ و
که می رود انتظار و است اثبات ها ساختن و تعمیم ها کردن آزمایش کردن، صورت بندی مانند فعالیت هایی
بتوانند تا کند کمک آنان به و نمایند تعریف را نظر مورد حوزۀ در پذیرفته شده حقایق تا کند قادر را معلمان
بتوانند معلمان که است ضروری همچنین دهند. توضیح خاص، قضیه ای بودن درست چرایی مورد در
به موضوع این چگونه و دارد را یادگیری ارزش ریاضی موضوع یک چرا که کنند توجیه را دانش آموزان

مرتبط می شود. دیگر موضوعات
برای که است برنامه هایی و موضوعی درسی برنامۀ از خاصی درک معنای به درسی: برنامۀ دانش
دانش این تجلی دارند. سروکار آن با همیشه و است آن ها « کار۵ ابزار » مانند درسی، موضوع هر معلمان
آموزشی مواد تنوع معین، سطح های در درسی خاص موضوعات تدریس برای شده طراحی برنامه های در
پترو تعبیر، این با همسو دیده می شود. ویژگی ها از مجموعه ای و برنامه ها آن با رابطه در دسترس قابل
برنامۀ راهنمای مانند دسترس قابل آموزشی مواد دانش را درسی برنامۀ دانش نیز (٢٠١١) گولدینگ و
به عنوان آن از شولمن تحصیلی، پایۀ هر در آن ویژگی های به خاطر که می دانند درسی کتاب های و درسی
برای محدودیت هایی ارزشیابی نظام انگلستان، در مثال برای است. کرده یاد افقی درسی برنامۀ دانش
و آموزشی مواد نه تنها که می کرد کمک معلمان به درسی برنامه دانش نوع این که بود کرده ایجاد معلمان
پاسخگو ارزشیابی، نظام انتظارات مقابل در تا کنند کار چارچوبی چه در که بدانند بلکه بشناسند، را منابع
موضوع ها از آگاهی بردارنده در که درسی برنامۀ دانش از دیگری جنبۀ بر شولمن گذشته، این ها از باشند.
دانش های از را آن و کرده أکید ت است، مدرسه ای آموزش سال دوازده طی مفهوم یک توسعۀ روش های و
آن درسی، برنامۀ دانش از بعد این تسلسلی ماهیت به دلیل شولمن است. دانسته معلمان برای ضروری

است. نامیده عمودی درسی برنامۀ دانش را
معلمان قلمرو در منحصراً و است پداگوژی و محتوا از خاصی تلفیق محتوایی-پداگوژیکی: دانش
شکل مفیدترین را دانش این شولمن شامل می شود. را آن ها حرفه ای درک از خاصی شکل و است
و اثبات ها و توضیحات تصویرکشیدن ها، به مثال ها، استنتاج ها، نوع قدرت مندترین و ایده ها بازنمایی
برای را آن درک که می داند موضوع یک برای صورت بندی و بازنمایی روش مفیدترین کلمه، یک در
چه که هست نیز نکته این درک شامل پداگوژیکی - محتوایی دانش می کند. فهم قابل یادگیرندگان،
١Truth ٢Falsehood ٣Validity ۴Invalidity ۵Tools of the trade
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که را تصوراتی و مفاهیم دانش، این می سازد. آسان یا سخت را خاص موضوع یک یادگیری چیزی،
برمی گیرد. در داده اند، توسعه و ساخته زمان طول در موضوع یک به نسبت دانش آموزان

- محتوایی «دانش و درسی» برنامۀ «دانش محتوایی»، «دانش یعنی اخیر مقولۀ سه شولمن، نظر از
به مربوط تحقیقات در گم شده پارادایم واقع، در و می کنند تعریف را محتوایی١ خاص ابعاد پداگوژیکی»،
درک به بی اعتنایی معنای به معلمان، دانش محتوایی ابعاد بر أکید ت که می کند اشاره او هستند. تدریس
دانش بین پلی مانند پداگوژیکی محتوایی- دانش او، عقیده به نیست. آنان پداگوژیکی مهارت های و
تدریس به محتوا، به مربوط بحث های که همان گونه که می دهد نشان این و است تدریس عمل و محتوایی
بال سبب بدین می سازند. معطوف محتوا به را توجه تدریس، به مربوط بحث های هستند، مرتبط هم
و حال این با می دانند. معلمان انحصاریِ قلمرو را پداگوژیکی» محتوایی- «دانش (٢٠٠٨) همکاران و
عمل و محتوایی دانش بین پلی به عنوان دانش نوع این نقش و ماهیت هنوز فعالیت، دهه چند از بعد
چارچوب اگرچه ،(٢٠٠٨) همکاران و بال نظر به حقیقت در است. نشده درک کافی اندازۀ به تدریس،
توسعۀ ریاضی، موضوعی حوزۀ در هنوز دارد، انسجام نظری به لحاظ (١٩٨۶) شولمن توسط شده ارائه

است. نیافته کافی
مطالعاتِ از معدودی تعداد فقط که رسیدند نتیجه این به (٢٠٠٨) همکاران و بال جمع بندی:
بررسی به کرده اند، استفاده شولمن نظری یافته های از که ریاضی معلمان آموزش حوزۀ در شده انجام
آنان پرداخته اند. هستند، مهم ریاضی تدریس برای که محتوایی دانش از غیر به دانش هایی وجود احتمال
معیار هایی٢ توسعۀ برای اندکی تلاش های نیز شده انجام پژوهش های معدود همین در که دریافتند همچنین
این اثرات و ماهیت تعریف، بررسی در آن ها از استفاده نیز و پداگوژیکی محتوایی- دانش سنجش برای
اکثر در که شدند مدعی آنان سرانجام، است. گرفته صورت ریاضی، یادگیری و تدریس بر دانش نوع
یک به عنوان اغلب پداگوژیکی، محتوایی- دانش ریاضی، معلمان آموزش حوزۀ با مرتبط پژوهش های
گیرد، قرار عمل راهنمای بتواند که قابل توجهی پژوهشی یافته های و شده گرفته نظر در مسلّم واقعیت
ماهیت مورد در کافی پژوهشی یافته های عدم مناسب، تعریف فقدان به دلیل نتیجه در نیست. موجود
محدودی نقش رابطه، این در شده ارائه ایده های تجربی، شواهد بودن محدود و پداگوژیکی محتوایی- دانش
در ایده ها، این لذا است. کرده بازی ریاضی معلمان محتوایی آماده سازیِ برنامه های تعدیل و جرح در
دانش بین روابط از عمیق تر درکی       ایجاد یا حرفه ای توسعۀ به مربوط سیاست گذاری های شکل گیری
و فرانک هم این از پیش است. داشته محدودی اثرات دانش آموزان، یادگیری و آنان تدریس معلمان،
دانش واقعی پیشرفت و دانش ماهیت پویایی آن، در که بود این شولمن دیدگاه بر نقدشان (١٩٩٢) فینما
١Content-specific ٢Measures
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نظریۀ نیز (١٩٩۵) مردیت بالأخره، است. شده گرفته نادیده درس، کلاس تعامل های طریق از معلمان
توسعۀ و شکل گیری در را معلمان باورهای نقش که جهت بدین ریاضی، معلمان با رابطه در را شولمن
که معلمانی او، نظر از است. داده قرار انتقاد مورد است، گرفته نادیده پداگوژیکی - محتوایی دانش
ریاضی دانش تولید در مسأله، حل طریق از می توانند که معتقدند و می بینند چندبعدی و پویا را ریاضی
توسعه در سعی و کنند تولید ریاضی تدریس برای هم را متفاوتی دانش های می توانند مسلماً باشند، سهیم

.((٢٠١١) گولدینگ و پترو در شده (نقل باشند داشته آن

همکاران. و بال توسط پداگوژیکی محتوایی- دانش و محتوایی دانش مجددِ سازمان دهی .٣ . ٢
با رابطه در و عام به طور پداگوژیکی محتوایی- دانش از شولمن تبیین و تعریف در که ابهاماتی به توجه با
ماهیت بررسی به نسبت بسیاری پژوهشی گرایشات اخیر دهه های در دارد، وجود خاص به طور ریاضی
و بال مثلا است. شده ایجاد ریاضی معلمان آموزش حوزۀ محققان در ریاضی، معلمان نیاز مورد دانش
بدانند است لازم را چیزی چه «معلمان که کردند مطرح را سؤال این خود، پژوهش در (٢٠٠٨) همکاران
موضوعات باید معلمان این که کردن فرض بدیهی با آن ها کنند». تدریس ریاضی مؤثر، به طور بتوانند تا
آن باید چگونه معلمان این که بر خاص، به طور گرفتند تصمیم بدانند، می کنند تدریس که را رویه هایی و
چیزهای چه دانستن به معلمان که بدانند بودند علاقه مند محققان همچنین کنند. تمرکز بدانند، را محتوا
این در کنند. استفاده خود تدریس عمل در ریاضی دانش آن از کجا و چگونه و دارند نیاز ریاضی از دیگری
شروع دانش آموزان یادگیری در شده تعریف استانداردهای یا درسی برنامۀ با آن که به جای ایشان پژوهش،
چه ریاضی تدریس حین در معلمان که بدانند می خواستند و شدند متمرکز معلمان تدریس عمل بر کنند،
می طلبد. را ریاضی مهارت و درک و بینش استدلال، مانند مواردی تدریس شان عمل چگونه و می کنند کار
این نتیجۀ و نامیدند معلمی حرفۀ تحلیل و تجزیه نوعی را خود انتخابی رویکرد ،(٢٠٠٨) همکاران و بال
برای نیاز مورد ریاضی دانش های مورد در مدار عمل- نظریۀ یک ارائۀ برای مبنایی تحلیل ها، و تجزیه
تحلیل و تجزیه واقعی تدریس عمل از شده تهیه ویدیویی فیلم های ابتدا کار، این برای شد. ریاضی تدریس
از معیارهایی کیفی، تحلیل های و تجزیه این از شده ظاهر مقوله های پایۀ بر محققان سپس شدند. کیفی
در که داد نشان تحلیل ها و تجزیه کردند. طراحی را ریاضی تدریس برای نیاز مورد ریاضی دانش های
این یافته های از استفاده با محققان است. چندبعدی ریاضی، تدریس برای نیاز مورد دانش حقیقت،
پداگوژیکی محتوایی- دانش و موضوعی دانش یعنی شولمن، توسط شده ارائه مقوله های توانستند تحقیق،
پداگوژیکی محتوایی- دانش و محتوایی دانش مقوله های کار، این برای نمایند. سازمان دهی دوباره را
«دانش و سو یک از تخصصی» محتوایی «دانش و عمومی» محتوایی «دانش فرعی اجزای به شولمن،



١۴۶ عمیق پژوهش هایی نیازمند حوزه ای ریاضی: معلمان ١۴۶آموزش عمیق پژوهش هایی نیازمند حوزه ای ریاضی: معلمان ١۴۶آموزش عمیق پژوهش هایی نیازمند حوزه ای ریاضی: معلمان آموزش
شد بندی تقسیم دیگر، سویی از تدریس» و محتوا به مربوط «دانش و دانش آموزان» و محتوا به مربوط

.(١ (شکل

بال توسط پداگوژیکی دانش محتوایی و دانش محتوایی مجدد سازمان دهی .١ شکل
همکاران-(٢٠٠٨) و

شرح اند: بدین شدند، سازماندهی مجدداً که مقوله هایی
ریاضی مهارت های و دانش به و داشته سروکار درسی برنامۀ محتوای با عمومی: محتوایی دانش
توانایی شامل دانش این می گیرند. قرار استفاده مورد – تدریس لزوماً نه – موقعیتی هر در که دارد اشاره
دانش، این است. ریاضی مسائل برای درست پاسخ یافتن و درست راه حل یک به رسیدن برای شخص
تعریف های بازشناختن دانش آموزان، نادرست پاسخ های تشخیص ریاضی، رویه های و مفاهیم دانستن به
مکتوب و شفاهی اصطلاحاتِ و نمادگذاری ها از درست استفاده و درسی کتاب های توسط شده ارائه نادقیق
است ریاضی دانش همان عمومی» محتوایی «دانش دیگر، عبارت به دارد. اشاره ریاضی، معلمان توسط
تفریق دانش آموز، آیا دهد تشخیص معلم که می رود انتظار مثلا می رود. انتظار تحصیل کرده فرد یک از که

خیر: یا است داده انجام درست را زیر

٣٠٧ − ١۶٧ = ١٣٩

نشان را عمومی محتوایی دانش اهمیت کلاسی، تدریس های از شده تهیه ویدیویی فیلم های تحلیل و تجزیه
داشت خطا محاسبات در نمی کرد، تلفظ به درستی را ریاضی اصطلاح یک معلم که زمانی نمونه، برای داد.
و می شد ایجاد خلل او، ریاضی تدریس فرآیند در به وضوح کند، حل کلاس در را مسأله نمی توانست یا



مهربانی مرتاضی نرگس مهربانی١۴٧ مرتاضی نرگس مهربانی١۴٧ مرتاضی نرگس ١۴٧

ریاضی، یادگیری و تدریس در را دانش این به توجه ضرورت امر، این و می رفت هدر به زیادی زمان
نمود. برجسته

یا کرده تمام را عمومی آموزش که فردی از که است دانشی از فراتر تخصصی: محتوایی دانش
اما دارند، سروکار اعداد با نیز مهندسان و حسابداران مثلا می رود. انتظار شده، متخصص حوزه یک در
راست سمت به صفر یک ضرب می شود، ١٠ در عددی وقتی چرا که دهند توضیح یا بدانند نیست لازم
ارائه ریاضی رویه های انجام برای غیراستانداردی روش های دانش آموزان، که وقتی یا می گردد، اضافه آن
همیشه روش این با «آیا است؟»، درست روش، این «چرا که بپرسد خود از معلم که است لازم می دهند،
نظر از و داد توضیح دانش آموزان برای را روش این می توان «چگونه و رسید؟» درست پاسخ به می توان
گوناگون معانی رویه ها، بین روابط دانستن با ریاضی، تدریس دیگر، طرف از کرد»؟ توجیه را آن ریاضی،
معنای بازنمایی برای مؤثری روش های به معلمان مثلا است. درگیر مفاهیم، تشریح و بیان و اصطلاحات
معنای بتوانند تا بدانند را تفریق و تقسیم الگوریتم بین روابط که است لازم و دارند نیاز تقسیم الگوریتم
اشاره (٢٠٠٨) همکاران و بال دهند. توضیح دانش آموزان برای را آن ها و کنند بیان را تقسیم گام های
در آن ها بحث بلکه کنند»، تدریس را چیزی چه باید ریاضی «معلمان که نیست این منظورشان که می کنند
تدریس را آن بتوانند تا باشند آن انجام به قادر و بدانند ریاضی معلمان است لازم که است دانشی مورد
و کرده١ باز را تدریس مورد ریاضی دانش تا می کند کمک معلمان به دانش این خلاصه، به طور کنند.

دهند. نشان دانش آموزان به را آن مختلف جنبه های
ریاضی دربارۀ دانش و دانش آموزان دربارۀ دانش که است چیزی دانش آموز و محتوا به مربوط دانش
پیش بینی را دانش آموزان موانع و مشکلات بتوانند باید معلمان دیگر، عبارت به می کند. ترکیب هم با را
هنگام و دهند پاسخ مناسب، به طور دانش آموزان تفکر به و دهند گوش دانش آموزان حرف به کنند،
طراحی هنگام معلمان است لازم همچنین نمایند. استفاده مناسب بازنمایی های و مثال ها از تدریس،
موضوعات دربارۀ دانش آموزان ریاضی بدفهمی های و مفهوم ها درک چگونگی از آن، اجرای و تدریس
برای نیست. کافی است، لازم آن تدریس برای اگرچه تفریق، الگوریتم دانستن مثلا باشند. آگاه ریاضی
و کنند بررسی را دانش آموزان ریاضی خطاهای سرچشمه های معلمان است لازم کارا، تدریس یک داشتن
بمانند منتظر ساعت ها نمی توانند دانش آموزان شود. انجام لحظه در و سریع باید بررسی این این که مهم تر
استدلال نوعی به معلمان حقیقت، در کنند. کمک آن ها به و کرده شناسایی را خطاهایشان معلمان، تا
و تجزیه با نیز ریاضی دان ها هرچند بدانند. را آن نیست لازم دیگر، افراد از بسیاری که دارند نیاز ریاضی
راهنمایی منتظر دانش آموز وقتی را کار این نیست لازم دارند، سروکار اثبات ها بررسی و خطاها تحلیل
١Unpack



١۴٨ عمیق پژوهش هایی نیازمند حوزه ای ریاضی: معلمان ١۴٨آموزش عمیق پژوهش هایی نیازمند حوزه ای ریاضی: معلمان ١۴٨آموزش عمیق پژوهش هایی نیازمند حوزه ای ریاضی: معلمان آموزش
بر علاوه دانش آموز، به کمک برای معلم زیر، تفریق در مثال، برای دهند. انجام به سرعت است، آن ها

نماید: مشخص نیز را او خطای سرچشمۀ تا دارد نیاز جواب، نادرستی تشخیص
٣٠٧ − ١۶٨ = ١۶٩

انگیزه ایجاد نیز و بودن جالب میزان مورد در تا دارند نیاز مثال، یک انتخاب در معلمان این، بر علاوه
داشته شواهد بر مبتنی پیش بینی هایی دانش آموزان، دید از آسانی اش یا سختی میزان و آن حل برای
تفسیر را آن ها و کنند گوش دانش آموزان ناکامل اندیشه های یا ایده ها به بتوانند باید معلمان باشند.
نوع و دانش آموزان با «آشنایی و تخصصی» محتوایی «دانش از ترکیبی به فعالیت ها، این تمام نمایند.
نوعی دانش، این گفته می شود. دانش آموز» و محتوا به مربوط «دانش آن، به و دارد نیاز آن ها» تفکر
ادغام یکدیگر با را ریاضی مورد در دانستن و دانش آموز مورد در دانستن که است پداگوژیکی دانش از

می کند.
می کند. ترکیب تدریس دربارۀ دانش با را ریاضی دربارۀ دانش تدریس، و محتوا به مربوط دانش
آموزشی طراحی با که دارد نیاز خاصی ریاضی دانش به ریاضی، تدریس به مربوط فعالیت های از بسیاری
هم سر پشت آموزش، برای را ریاضی محتوای مناسب، گزینشی با تا دارد نیاز معلم است. تعامل در
بال نماید. استفاده مطلب تعمیق برای مثال هایی چه از و کند شروع مثالی چه با بگیرد تصمیم بچیند،
را استفاده مورد بازنمایی های آموزشی معایب و مزایا معلم، است لازم که معتقدند (٢٠٠٨) همکاران و
از کجا، که بگیرد تصمیم کلاسی، بحث های طریق از و کند ارزیابی ریاضی، خاص ایدۀ یک تدریس برای
موضوع یک ارائه برای دانش آموزان اظهارنظرهای از موقع چه و بخواهد بیشتری توضیح دانش آموزان
بحث های «درک و تخصصی» ریاضی «درک بین تعامل به فعالیت ها، این تمام نماید. استفاده ریاضی،

می گذارد. اثر دانش آموز، یادگیری بر که دارد نیاز پداگوژیکی»
یکدیگر با را ریاضی مورد در دانستن و تدریس مورد در دانستن تدریس، و محتوا به مربوط دانش

می کند. ترکیب
در معلمان باور تأثیر اهمیت بر ،(٢٠٠٨) همکاران و بال توسط شده ارائه مدل در جمع بندی:
تدریس در مؤلفه، این که معتقدند محققان از برخی که حالی در است. نشده خاصی أکید ت تدریس شان،
اگر که می دارند ابراز (٢٠١١) گولدینگ و پترو و (١٩٩٢) گویا نمونه، برای است. تأثیرگذار ریاضی
باید که است معمولی رویه های و قوانین از مجموعه ای خاص، به طور ریاضی که باشند داشته باور معلمان
امر، این و شد خواهد محدود ریاضی، ناآشنای مسائل با رویارویی در آن ها رویکرد شود، سپرده خاطر به
حدس که جایی نحوی؛ دانش توسعۀ در است ممکن باورها بگذارد. تأثیر آن ها تدریس بر است ممکن
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تشخیص، قابل زمینه های در معمولی رویه های و قوانین یافتن از توضیحات بیان و شواهد یافتن زدن،
باشند. داشته برجسته ای نقش است، متفاوت کاملا

فرانک. و فینما نظرات : درس١ کلاس بستر در ریاضی معلمان دانش تعدیل و جرح .٣ . ٣

شدند. متمرکز تدریس در معلمان باور نقش اهمیت بر نیز و ریاضی تدریس بر (١٩٩٢) فرانک و فینما
نیاز مورد دانش این که بر أکید ت با اما است. شولمن چارچوب بر مبتنی اساساً آن ها، توسط ارائه شده مدل
و جرح را شولمن مدل (١٩٩٢) فرانک و فینما است، تعاملی و پویا ماهیت دارای ریاضی تدریس برای
مدل دادند. پیشنهاد ریاضی تدریس برای معلمان نیاز مورد دانش های توصیف برای مدلی و نمودند تعدیل
و دانش آموزان» شناخت «دانش پداگوژیکی»، «دانش ریاضی»، مورد در «دانش مؤلفه چهار شامل آنان

.(٢ (شکل است معلمان» باورهای «دانش

فرانک و (فینما درس کلاس بستر در شده تعدیل و جرح معلمان: دانش .٢ شکل
صفحه١۶٢) ،(١٩٩٢)

فرانک و فینما باور به می دهد. درس کلاس بستر به توسعه، و تولید برای را اصلی بهای مدل، این
شود. مرتبط آن ها پداگوژی دانش به معلمان محتوایی دانش تا می شود باعث درس کلاس بستر ،(١٩٩٢)
دانش و می شود ترکیب معلم باورهای با دانش آموزان شناخت که است درس کلاس بستر در همچنین
١Context
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أکید ت علاوه، به می دهد. شکل کلاس در را معلم رفتار و تدریس عمل های تعامل، این اثر بر شده تولید
دانش و دهد تغییر را خود دانش می تواند معلم آن، طی که است فرآیندی تدریس، که است این بر آن ها
مشخص تر برای است. تدریس برای نیاز مورد دانش بودن پویا معنای به این، که نماید تولید جدیدی

می دهیم. اجمالی توضیحی یک هر برای مدل، این اجزای شدن
و زیربنایی مفاهیم دانش مسأله، حل رویه های رویه ها، مفاهیم، شامل ریاضی: دربارۀ دانش
انواع در رویه ها و مفاهیم از استفاده چگونگی به مؤلفه، این است. یکدیگر با مفاهیم ارتباط و رویه ها

دارد. اشاره نیز مسأله حل مختلف
برای مؤثر استراتژی های مانند تدریس رویه های مورد در معلمان دانش به پداگوژیکی: دانش
درس، کلاس سازمان دهی رویه های رفتار، مدیریتِ روش های درس، کلاس معمولی رویه های برنامه ریزی،

می کند. اشاره مناسب بازنمایی روش های نیز، و انگیزه ایجاد روش های
مؤلفه این است. دانش آموزان یادگیری و تفکر مورد در دانش شامل دانش آموزان: شناخت دانش
می کند. بحث می شود، آشکار ریاضی خاص محتوای در دانش آموزان یادگیری و تفکر چگونه این که مورد در
در آنان، موفقیت عدم یا موفقیت پیش بینی و دانش آموزان توسط استفاده مورد فرآیندهای درک همچنین
دانش آموزان» «شناخت که است این در شولمن مدل با فرانک و فینما مدل تفاوت می گیرد. جا مقوله این
دو هر اما است. شده گرفته نظر در شولمن پداگوژیکی دانش مؤلفۀ از مستقل مؤلفه ای به عنوان آن، در
است، کارآمد تدریس در مهم عاملی دانش آموزان یادگیری و تفکر چگونگی دانش که ایده این بر مدل،

کرده اند. أکید ت
آن ها، باور و معلمان دانش جنبه های تمام که می دارند اظهار (١٩٩٢) فرانک و فینما جمع بندی:
می کنند. ایفا سازنده ای نقش ریاضی کارآمدِ تدریس یک در هم، با مؤلفه ها این و هستند مرتبط  یکدیگر به
درسی موضوع با تعامل طریق از اغلب و خاص زمینه های در معلمان دانش که باورند این بر ایشان
حوزۀ به مربوط تحقیقات در موجود چالش های آن ها، نظر به بنابراین می یابد. توسعه دانش آموزان، و
شوند. دیده هم با مؤلفه ها این تمام آن، در که کند تولید را روش شناسی از نوعی باید معلمان، دانش
است ضروری تدریس، برای معلمان نیاز مورد دانش های زمینۀ در پژوهش برای که می کنند توصیه آن ها
معلمان دانش مختلف مقوله های بین تعاملی ماهیت عمیق ترِ شناخت برای مناسبی روش شناسی های که
شناخت آن ها، به کمک بتوان تا شوند ابداع می کند، بازی ریاضی تدریس در تعامل این که نقشی و

نمود. پیدا ریاضی، درس کلاس های در خود دانش آموزان با معلمان تعامل چگونگی از همه جانبه تری
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والدِراما آگودلو- یاورسکی، وایت، همکاران. و وایت دیدگاه معلمان: دانش مقوله های .۴ . ٣
دانش و نظری دانش بین که معتقدند و می کنند اشاره نظری و عملی دانش نوع دو به (٢٠١٣) گویا و
دانش به« آموزشی ادبیات در که عمل از برخاسته دانش دارد. وجود تفاوت هایی تدریس، عمل از برخاسته
می شود اطلاق دانشی به است، معروف آن از برخاسته و پیشه آن ویژۀ مهارتِ و هنر معنای به « پیشه وری١
خود حرفه ای نیازهای به پاسخگویی برای و مسأله عملی حل و بازتاب فرآیندهای طی را آن معلمان که
که است چارچوب هایی و اصول شامل که دارد قرار نظری» «دانش مقابل، در می دهند. توسعه و می سازند
شخص بر کمتر و است دیگر حوزه های و زمینه ها به قابل تعمیم و است شده  حاصل پژوهشی مطالعات از
نقل ،٢٠٠۶) اسمیت و دیویس که است حالی در این است. متمرکز تدریس، برای عملی جزئیات و معلم
«ریاضی آن ها، نظر به نیست. پداگوژی و محتوا کردن جدا به لزومی که معتقدند (٢٠١٠) زازکیس در شده
درهم تنیده ای جنبه های آن، در که گرفت نظر در ریاضی نظام از شاخه ای به عنوان می توان را تدریس» برای
ویژه ای اهمیت از ذهنی، درک و درس کلاس جامعیت٢ درسی، برنامۀ ساختارهای ریاضی، اشیاء مانند

هستند. برخوردار

در پژوهش جهت گیری بر ریاضی، تدریس برای نیاز مورد دانش های انواع تأثیر .۴
ریاضی معلمان آموزش حوزۀ

تدریس، برای نیاز مورد ریاضی دانش مختلف جنبه های با رابطه در شده ارائه مقوله بندی های
ارزیابی بر (٢٠٠٨) همکاران و بال مثلا است. کرده ایجاد محققان برای مختلفی پژوهشی موضوع های
تلاش (٢٠٠۶) اسمیت و دیویس که صورتی در کرده اند. تمرکز ریاضی معلمان دانش متفاوتِ مؤلفه های
علاوه بدانند». باید «چه و می دانند» «چه ریاضی معلمان که دریابند خود پژوهش های طریق از تا کرده اند
ریاضی، تدریس برای را نیاز مورد دانش مختلف انواع بین رابطۀ تا کرد تلاش (٢٠٠٨) بال این ها، بر
مانند محققان از دیگر بعضی است، داده توضیح (٢٠١٠) زازکیس که همان طور مقابل، در کند. مشخص
مورد ریاضی دانش عوض، در و کرده خودداری ریاضی معلمان دانش مقوله بندی از ،(٢٠٠٨) واتسون
تدریس» برای شدن آماده هنگام نیز و درس کلاس ریاضی عمل های در «مشارکت تدریس، برای را نیاز
ماهیت که واقعیت این در همگی مختلف، دیدگاه های این که می کند ابراز او تقدیر، هر به اما دانسته اند.
دانش های مورد در تحقیق برای جهت، همین به و دارند توافق است، پیچیده حوزه ای معلمان ریاضی دانش

کرده اند. تمرکز آن بر و گرفته نظر در را مختلفی جنبه های ریاضی، معلمان نیاز مورد ریاضی
١Craft Knowledge ٢Collectivity
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او نمود. ارائه را « ریاضی٢ بنیادین مفاهیم عمیق «درک ایدۀ ،(١٩٩٩) ما١ لی پینگ این، بر علاوه
بسته های این کرد. معرفی را دانش٣ «بسته های مفهوم چین، در ابتدایی دورۀ معلم ٧٢ با مصاحبه طی
اشاره حساب۴ خاص حوزۀ یک در هم با مرتبط ایده های از مجموعه ای توسعۀ و سازمان دهی به دانش،
استفاده تدریس در خود ریاضی دانش از بتوانند معلمان این که برای ،(١٩٩٩) ما پینگ لی  نظر از دارند.
از افقی سیر خط یک و کنند ساختاربندی را ایده ها از مجموعه ای بین روابط تا باشند قادر باید کنند،
مجموع، در است. پداگوژیکی» «محتوایی- دانش، این ماهیت که نمایند ترسیم را مفاهیم توسعۀ فرآیند
معلم یک برای نیاز مورد ریاضی دانش که می دهند نشان گذشته دهۀ چند در شده انجام پژوهش های
برای نیاز مورد ریاضی دانش یا صلاحیت، با ریاضی دانِ یک برای نیاز مورد دانش با ریاضی، کارآمد
این که بر أکید ت با (٢٠٠٣) بال است. متفاوت علوم، و مهندسی مانند دیگر حوزه های در ریاضی کاربرد
تجربی توصیفات و شواهد که بود معتقد نیازمندیم، ریاضی دانش از خاصی نوع به ریاضی، تدریس در
قابل توجه توسعۀ به اشاره با وی ندارد. وجود کارآمد، تدریس برای نیاز مورد ریاضی دانش مورد در کافی
تجربی یافته های و میدانی پژوهش های انجام برای مناسبی پشتوانۀ می تواند که حوزه این نظریِ بنیان های
آن ها، نتایج که نمود اجرا و طراحی را متعددی پژوهش های باشد، درس کلاس از دقیق توصیفاتِ با

شد. زمینه این در بیشتری پژوهش های راهگشای
ریاضی آموزشگران و ریاضی معلمان دانش مختلف جنبه های (٢. ص ،٢٠٠٨) یاورسکی نمونه، برای

(.٣ (شکل است داده نشان یکدیگر با ارتباط در را

در ریاضی آموزشگران و ریاضی معلمان دانش مختلف جنبه های توصیف .٣ شکل
یکدیگر با ارتباط

نشود. اشتباه فارسی در «ما» کلمه با تا است داده ارجاع خانوادگی نام و نام به عامدانه به طور محقق ١

٢ ProfoundUnderstandings of FundamentalMathematics: PUFM ٣Knowledge Packages ۴Arithmetic
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آموزشگران و معلمان برای است ممکن دانش، نوع این این که وجود با ،(٢٠٠٨) یاورسکی به گفتۀ
حوزه ها، در آن ها بین ارتباط برقراری برای مناسب پایه ای می تواند باشد، داشته متفاوتی تعبیرهای
(٣) شکل (پ) و (الف) قسمت های در که همان طور این، بر علاوه باشد. مشترک علایق و تجربه ها
الزاماً آموزشگران مثال، به طور دارند. را خود خاص تخصصی دانش آموزشگران، و معلمان می شود، دیده
پژوهشی، و نظری دانش زمینۀ در ضرورتاً نیز معلمان ندارند. دانش آموزان و مدرسه زمینۀ در غنی دانشی
توسعۀ و تدریس که است آموزشی محیط های در موجود پیچیدگی نشان دهنده (٣) شکل نیستند. قوی
می تواند معلمان، آموزشگرانِ و معلمان بین مناسب تعامل حال، هر به می گیرد. صورت آن ها در تدریس

باشد. تأثیرگذار گروه دو هر حرفه ای یادگیری ارتقای در
ماهیت به که ویگوتسکی اجتماعی تعامل نظریۀ به توجه با (٢٠٠٩) زاسلاوسکی این، بر علاوه
آن، در که کرد طراحی گونه ای به را حرفه ای یادگیری برنامه های می پردازد، یادگیری فرآیند اجتماعی
بازتاب خودشان کار بر مستمر به طور که شدند گرفته نظر در یادگیرندگانی معلمان، آموزشگرانِ و معلمان
درهم تنیده جامعه دو به چشم اغلب ریاضی، معلمان آموزشگرانِ و ریاضی معلمان دیدگاه، این در دارند.

می گردند. یکدیگر توسعه باعث که دیده می شوند
رسیده بلوغ از درجه ای به ریاضی معلمان آموزش حوزۀ در شده انجام پژوهش های که حالی در
توجه مورد فزاینده ای به طور تدریس برای نیاز مورد موضوعی دانش تنها اخیر، سال های در اما است،
«هیچ برنامه در دانش آموزان آن که برای مثلا است. گرفته قرار متحده ایالات در آموزشی سیاست گذاران
باشند، داشته کار و سر « بالا٢ سطح صلاحیت های با «معلمان با ،(٢٠٠٩ (راویچ، « نماند١ عقب کودکی
رشته  ، گواهینامه ها٣ طریق از را خود موضوعی صلاحیت های باید معلمان که کرده اعلام فدرال دولت
که « ریاضی۵ علوم- «مشارکت مانند برنامه هایی هدف همچنین برسانند. اثبات به آن نظایر و تحصیلی۴
کردن فراهم شده، اجرا و تدوین « علوم٧ ملی «بنیاد و « کالیفرنیا۶ حرفه ای «توسعۀ مؤسسات به ابتکارِ

یابد. ارتقا معلمان محتوایی دانش ترتیب، بدین تا است مدار - محتوا حرفه ای توسعۀ برنامه های

جمع بندی .۵
پروژه های آن، به دنبال و است کرده نامگذاری « پایدار٨ توسعۀ برای آموزش «دهۀ را اخیر دهۀ یونسکو
مورد دو آن ها بین از که است نموده تعریف هدف پنج با « پایه٩ ریاضی آموزش «چالش های عنوان با
١No Child Left Behind ٢Highly qualified teachers ٣Certification ۴Subject matter major
۵Math-Science Partnership ۶California’s Professional Development ٧National Science Foun-

dation: NSF ٨Education for Sustainable Development: ESD ٩Challenges in Basic Mathematics

Education
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«آماده سازی یکی مورد، دو این است. ریاضی تدریس و ریاضی معلمان آموزش به مربوط خاص به طور
حین در و ریاضی تدریس برای نیاز مورد ریاضی «دانش دیگری، و ریاضی» معلمان حرفه ای توسعۀ و
در شوند، عرضه بومی بسترهای در اگر مباحث این «تمام که است معتقد پروژه این است. تدریس»
تفاوت «همین که است آورده ادامه در اما داشت». خواهند متفاوتی معنای کشورها، دیگر با مقایسه
گرفتن مفروض از را ما و می کند ایجاب را ریاضی یادگیری و تدریس با مرتبط رویکردهای اتخاذ که است
بر علاوه می دارد». برحذر نسل، و عصر این در آن فرهنگی ویژگی های و ریاضی برای جهانی زبان یک
است ممکن راه این در که بحران هایی و اساسی مباحث مراقب است «لازم که دارد أکید ت یونسکو این،
« فرهنگی١ «خودبیگانگی از خطر از هم نوآوری ها، توسط فرهنگی نقض خطر از هم تا باشیم آید، پیش
دغدغه ها این کنیم». اجتناب جهان، مختلف مناطق در موجود فرهنگی غنای دست دادن از خطر از هم و
هم که منظرهایی از را ریاضی معلمان آموزش و ریاضی تدریس حوزۀ در پژوهش هایی انجام أکیدها، ت و
گوناگون کشورهای فرهنگی بومی/ شرایط از متأثر عمیق، به طور هم و بوده جهانی یافته های به مستند

است. کرده ضروری باشد،
خارج ما بحث موضوع از که گرفته قرار آمریکا در آموزشی محافل شدید انتقاد مورد برنامه ها، این

است.
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ریاضی اندیشۀ و فرهنگ
١٨٣ تا ١۵٩ صص. (١٣٩۵ تابستان و بهار ) ۵٨ شماره

بر مبتنی ریاضیات در پاسخ ها و قواعد از بنی درک
فردی»∗ تجویزی «آموزش

ارلوانگر اچ. اس.

فرامرزپور نوشین و رفیع پور ابوالفضل برگردان:

مترجمان یادداشت
نوشته ، فردی١» تجویزی «آموزش بر مبتنی ریاضیات در پاسخ ها و قواعد از بنی «درک مقالۀه
از پس مقاله این ترجمۀ است. شده منتشر ١٩٧٣ سال در بار اولین برای که است ارلوانگر٢ اچ. استنلی

است: اهمیت حائز جهت دو از سال، ۴٣
پژوهش سنت های از یکی که موردی مطالعۀ از مقاله، این در تحقیق: شناسی روش دیدگاه از اول
انجام در را بنی اسم به نوعی دانش آموزِ یک عملکرد های به طوری که است، شده استفاده می باشد، کیفی
یکی به عنوان موردی مطالعۀ معرفی می کشد. تصویر به کسرها، و اعشاری اعداد روی بر ریاضی عملیات
به تازه واردان گاهی که است اهمیت حائز جهت آن از ریاضی، آموزش حوزۀ در پژوهش روش های از
گاهی حتی و می دانند، کمی پژوهش های با مترادف را ریاضی آموزش در پژوهش ریاضی، آموزش حوزۀ
که حالی در می دهند. تقلیل SPSS مانند، کمی داده های تحلیل نرم افزارهای از استفاده سطح در را آن

از است ای ترجمه مقاله این ∗

Erlwanger, S.H. (1973). Benny’s Conception of Rules and Answers in IPI Mathematics. Journal of
Childeren’s Mathematical Behavior. 1(2): 7-26

١Individually Prescribed Instruction: IPI ٢S. H. Erlwanger

ایران) ریاضی (انجمن ١٣٩۵ ©
١۵٩



١۶٠ ریاضی قواعد از بنی ١۶٠درک ریاضی قواعد از بنی ١۶٠درک ریاضی قواعد از بنی درک

آموزش پژوهش های برای را مفیدی اطلاعات می توانند روشنگر، موردیِ مطالعات و کیفی پژوهش های
نمایند. ارائه ریاضی

آموزشی جامعه به ،١٩۶٠ دهۀ و ١٩۵٠ دهۀ اواخر در جدید١» ریاضی «دورۀ تاریخی: دیدگاه از دوم
برای را راه و شد وارد جدید ریاضی جنبش به زیادی نقدهای ،١٩٧٠ دهۀ اوایل در شد. معرفی دنیا در
تاریخی شواهد و بود دیگری اشتباه رویکرد اصول، به بازگشت کرد. باز اصول٢» به «بازگشت نهضت
و مفاهیم به تمرکز اصول» به «بازگشت رویکرد اصلی مشکل می کنند٣. تصدیق را اشتباه این متعددی
دانش آموزان مفهومی درک گرفتن نادیده اصول» به «بازگشت رویکرد بالقوۀ خطر بود. ریاضی رویه های
مستلزم روش، این بود. اصول به بازگشت جنبش مظاهر از یکی فردی» تجویزی «آموزش برنامۀ  بود.
سرعت با و فردی به صورت دانش آموزان که بود شده برنامه ریزی قبل از آموزشی جزوه های از استفاده
می شدند، آماده آزمون برای که زمانی و می کردند کار آموزشی محتواهای روی معلم، کمک  با و خودشان
«آموزش برنامۀ در دانش آموز و معلم غیرمکفی و نامناسب تعامل می کردند. شرکت مهارتی آزمونِ در
بدفهمی های دچار ریاضی یادگیری در بِنی همانند بسیاری دانش آموزانِ که می شد باعث فردی»، تجویزی
توجه تصحیح کلید به صرفا منطقی، نظر از قاعده یک نادرستی یا درستی به توجه بدون ولی شوند جدی
بدون ریاضی رویه های تدریس خطر از را ما ارلوانگر، مقالۀ کنند. کسب آزمون در را بالایی نمره تا داشتند
از را قدرتمندی تحقیقی شواهد خطر، این میزان کردن روشن برای و می کند آگاه مفهومی، درک به توجه

می کند. ارائه بنی نام به دانش آموزی تفکر نحوه
است. شده واقع توجه مورد نیز آن از پس زمان های در بلکه خود، زمان در نه تنها ارلوانگر، مقالۀ
توسط ٢٠٠۴ سال در که ریاضی» آموزش پژوهش در کلاسیک مقالات «مجموعه کتاب در که گونه ای به
است. آمده کتاب فصل های از یکی به عنوان شده، منتشر کانادا و آمریکا ریاضی معلمان ملی شورای
از رو، پیش ترجمۀ در نمایند. ترجمه را اثر این که شدند متقاعد مترجمان مقاله، این اهمیت به توجه با

است. شده استفاده بحث ها، شدن خواناتر برای زیر علامت های

اند. آمده مطالب شدن خواناتر برای که است مصاحبه گر توضیحات حاوی [] علامت •
شده اند. اضافه مطالب شدنِ خواناتر برای که است مترجمان توضیحات حاوی {} علامت •

مراجعه ریاضی اندیشه و فرهنگ مجله ۵۴ شماره در جدید» ریاضی جنبش از پس «واکنش های مقاله به بیشتر اطلاعات ٣برای
شود.

١New Math Era ٢Back to Basic



ارلوانگر اچ. اس. ارلوانگر١۶١ اچ. اس. ارلوانگر١۶١ اچ. اس. ١۶١

مقدمه .١
از کلاس این در است. گرفته شکل ششم، پایه در درس کلاس یک مشاهدۀ طریق از مطالعه این
به نیاز که دانش آموزانی به کمک و {ریاضی} خطاهای ماهیت کشف منظور به فردی» تجویزی «آموزش
آزمودنی ساله، دوازده بِنی که آمد نمی نظر به ترتیب این به است. شده استفاده دارند، جبرانی آموزش
تحت آموزانِ دانش کل میانگین از IPI برنامۀ طریق از او پیشرفت زیرا باشد، مطالعه این برای مناسبی
در بود. ریاضی در کلاس آموزان دانش بهترین از یکی او معلمش، نظر از و بود بیشتر خیلی برنامه، این
که داشت وجود معلم توسط انتظار این (IPI) فردی«، تجویزی «آموزش مانند یافته سازمان برنامۀ یک

باشد. داشته زیادی پیشرفت نمی تواند قبلی، کارهای بر تسلط و فهم بدون بنی
وی با صحبت که بودم مشتاق هم من و بود پژوهشگر- به عنوان من- با کردن صحبت به مایل بنی
بنی، که دریافتم زودی به من کردیم. شروع را او فعلی درس مورد در بحث زودی، به پس کنم. شروع را
و جمع را کسرها می توانست تمرین ها، اغلب در او مثلا است. فهمیده نادرست را قبلی مطالب از بعضی
به دست را ١

٢ + ٢
١ کسر دو جمع که خواستم او از وقتی {اما کند. ضرب هم در درستی به را اعشاری اعداد

مصاحبه های و بحث ها نوشت. ١٫٢ اعشاری عدد به صورت را ٢
١٠ و ١

٢ + ٢
١ = ١ داد پاسخ بِنی آورد}،

قواعد، مورد در را نظرش و کرد آشنا بیشتر کسر، و اعشاری اعداد از درکش ماهیت با مرا بنی با بعدی
شناختم. بهتر ریاضی، در پاسخ ها و روابط

و لیندوال که طوری آن فردی»، تجویزی «آموزش هدف که دهد نشان تا می کند تلاش مقاله این
دارد» افراد نیازهای با بسیاری انطباق که آموزشی برنامۀ یک «ارائۀ به عنوان را آن [٣۴ ص. ،٢] کوکس١
معایب که می دهد نشان مقاله این مشخص، به طور نبود. صادق بنی، مورد} {در کلی به طور می دانستند،
برنامه این برداشت ریاضی، مورد در آن رفتارگرایی٢ رویکرد شامل بنی، برای فردی» تجویزی «آموزش

می باشد. آن آموزش روش و «فردی سازی٣» مفهوم از
کردیم. شروع کسر، و اعشاری اعداد از بِنی تصور آزمودنِ با را مصاحبه

یکدیگر} {به کسر و اعشاری عدد تبدیل .٢
عددِ در ممیز مکان برای تصمیم گیری و مخرج و صورت حاصل جمع کردن پیدا با را کسرها بِنی
شده داده توضیح زیر، در شده انتخاب مصاحبۀ در رویه این می کرد. تبدیل اعشاری اعداد به حاصل،

است} بِنی اینجا در که دانش آموز د: گر؛ مصاحبه و محقق {م: وانگر) ارل :E بنی، :B ) است.
١Lindvall and Cox ٢Behaviorist ٣Individualization



١۶٢ ریاضی قواعد از بنی ١۶٢درک ریاضی قواعد از بنی ١۶٢درک ریاضی قواعد از بنی درک

می نویسی؟ اعشاری کسر یا اعشاری عدد یک به صورت را ٢
١٠ چگونه م:

(١٫٢ (نوشت دو ممیز یک د:
۵
١٠ و م:
١٫۵ د:

به ١» که کرد استدلال چنین ، ۵
١٠ = ١٫۵ برای مثلا دهد. توضیح را خودش روش که بود قادر بِنی

نوشت} {او دیگری، مثال در می دهد». نشان را یکان تعداد که ۵ سپس و ممیز می گیرد، قرار ١٠ جای
۴٠٠٠ همانند . . . ارقام] [تعداد هستند یکسان عددها چون { داد توضیح او ادامه {در ۴٠٠

۴٠٠ = ٨٫٠٠
می نویسیم؛ را پاسخ بعد و کرده جمع را آن ها که است این می دهیم، انجام که آن چه همه .۵٠٠٠ روی
(بنی) او توضیح عدد». سه این] آخرین] جلوی در . . می دهیم. قرار راست [سمت] در را ممیز سپس
، ٩

١٠ = ١٫٩ مثال مورد در ادامه، در وی بود. هم عجیب ولی بود، رمزگونه بیشتر اگرچه ممیز، مورد در
نظر در را نُه و یک می توانید شما است. جداگانه] بخش دو [به کردن جدا معنی «به ممیز، که داد توضیح
چه و دهگان تعداد چه که . . . می دهد نشان [٩ [یعنی اعشاری بخش ،١٫٩ در و ١٩ می شود که بگیرید

.«{ {داریم غیره یا صدگان تعداد
برای بِنی پاسخ کند. تبدیل اعشاری عدد یک به را کسری هر تا می ساخت قادر را بنی روش، این

است. آمده زیر در مختلف، کسرهای
۴
۶ = ١٫٠, ١

٩ = ١٫٠, ١
٨ = ٠٫٩, ٢٧

١۵ = ۴٫٢, ٣
١٠٠٠ = ١٫٠٠٣, ۴٢٩

١٠٠ = ۵٫٢٩.

بود آگاه حقیقت این از کاملا او علاوه به بود. سازگار هم با موارد همۀ در برد، به کار بِنی که روشی
بودن غلط به او نمی رسید نظر به اما دارد، یکسانی نتایج متفاوت کسرهای از بسیاری برای روش این که

است: شده داده توضیح استنباط،} این {دلیل زیر، منتخب نمونه در باشد. برده پی روش این
؟ ۴

١١ و م:
١٫۵ د:

؟ [ ١١
۴ نوشت مصاحبه گر ] چهارم یازده که بگیم و بدیم تغییر را [ ۴

١١ ] اگه حالا م:
.١٫۵ { {می شه ... است} [ ١١

۴ ] همان [ ۴
١١ ]} شد خواهد همان این نمی کنه! تغییر اصلا د:

است؟ ١١
۴ همان ۴

١١ آیا دادی؟ انجام رو کار این چگونه م:
١٠ ... کنی جدا رو ١٠ باید تو پس داره. وجود {صورت} بالا در تایی ١٠ یک که چون ... بله د:
چگونه} {که می دهد نشان [او بنویسی، {مخرج} پایین در اونو بعد و ببری طرف یک به رو
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١
١۴ همان عدد آن واقعا بنابراین داریم. ۴ یک و ١ یک سپس می شود]؛ ١

١۴ به} {تبدیل ١١
۴

{را ١٠ سپس شد؛ خواهد ۵ که کنی جمع هم با رو اعداد این باید شما بنابراین شد. خواهد
{می رسیم}. ١٫۵ به ...بنابراین داریم}

این به می تواند باشند) {مفروض} عددی 𝑎, 𝑏, 𝑐 که آن شرط (به کرد استفاده بِنی که معادلی الگوریتم دو
شود: داده توضیح صورت

𝑎𝑏
𝑐 = 𝑎/(𝑏 + 𝑐), 𝑎𝑏

𝑐 = 𝑏
𝑎𝑐 = 𝑎/(𝑏 + 𝑐).

زیر: به صورت می کرد؛ استفاده کسری عدد به اعشاری عدد کردنِ تبدیل برای مشابه روش یک از بِنی

𝑋 = ٠/(𝑎 + 𝑏) = 𝑎
𝑏 یا 𝑏

𝑎 .

است: آمده ادامه در کسری} عدد به اعشاری عدد کردنِ تبدیل در بنی کار روش {جزئیات
می نویسی؟ معمولی کسر یک به صورت رو ٠/۵ چگونه م:

{جمع ۵ بشه پاسخش که دیگه ای چیز هر یا ٢
٣ یا ٣

٢ است... این شبیه عدد این ... ٠/۵ د:
می کنین. جمع رو اونا چون بشود}، ۵ برابر مخرج و صورت

یا دو – یکدیگر با متناسب نمادهای وسیلۀ به اعشاری عدد یک بنی برای که شدم متوجه مثال ها این از
هستند). عدد 𝑎, 𝑏, 𝑐 (که ... می شود تشکیل 𝑎/𝑏𝑐 به شکل الگویی در – ممیز یک و عدد بیشتری تعداد
عدد یک تبدیل اما ٣؛

٢ = ٠٫۵ یعنی دارد فرد به منحصر پاسخ یک اعشاری، عدد یک به کسر یک تبدیل
است، ۵ آن ها مجموع که اعدادی جفت مجموعه از پاسخی هر به منجر کسر، یک به ٠٫۵ یعنی اعشاری

.{٣
٢ , ٢

٣ , ١
۴ , ۴

١ , … } از است عبارت ٠٫۵ برای جواب مجموعه شد. خواهد

اعشاری اعداد ضرب و جمع .٣
قرار مورد در بعد، و می کرد کار صحیح عدد به صورت اعداد، با ابتدا بِنی اعشاری، اعداد با عمل در
جمع برای او روش می  گرفت. تصمیم مسئله در ممیز مکان های روی از اعداد، حاصل جمع در ممیز دادن

است: شده داده نشان زیر در زدن،
می آری؟ دست به جوابی چه کنی، جمع را ٠٫۴ و ٠٫٣ اگه مثلا م:

٠/٠٧ . . . [٠٧] ... هفت ...اوه شه می جواب د:
گرفتی؟ تصمیم ممیز، جای برای چطوری م:
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ممیز از بعد عدد تا دو باید شما پس .٣ مقابل در و ۴ مقابل در داره، وجود ممیز تا دو چون د:
٠/۴۴ من اگر اکنون داریم. اعشاری عدد تا دو که... می دانید شما ... باشی،چون داشته
[یعنی باشم داشته ممیز از بعد رقم چهار باید ،[٠/۴۴ + ٠/۴۴ [یعنی باشم داشته ٠/۴۴ و

[٠/٠٠٨٨
می کرد. استفاده اعشاری اعداد ضرب برای متناظر روش یک از بِنی ترتیب،} همین {به

چه طور؟ ٠/٧ × ٠/۵ مورد در م:
٠/٣۵ می شه د:

گرفتی؟ تصمیم چطور ممیز، جای مورد در م:
باید شما بنابراین اعداد؛ از یک هر جلوی در ... عدد دو هر در یکی داریم، ممیز تا دو چون د:
باید بنابراین می شود. ٢ با برابر ١ و ١ ... {داریم} و کنید جمع را ممیز} از {پس اعداد تعداد

باشد. داشته وجود ممیز از بعد عدد دو
شد: زیر قبیل از پاسخ هایی به منجر روش این

٧/۴٨ − ٧ = ٧/۴١, ۴ + ١/۶ = ٢/٠, ٠/۴ × ٨ = ٣/٢, ٠/٢ × ٠/٣ × ٠/۴ = ٠/٠٢۴.

در بِنی با مصاحبه حین در نبود. آگاه خطاهایش از و می داد انجام اطمینان با را کارها این همه بِنی
درست پاسخ ها از یک کدام اینکه درباره راهنمایی ارائه حتی یا بنی آموزش برای مصاحبه گر مرحله، این

نپرسید. سؤالی یک، هیچ برای نیز {بنی} او نکرد. تلاشی هستند،

کسرها زدن جمع .۴
داده انجام را ١

١٢ تا ١
٢ از یکسان مخرج دارای کسرهای جمع و معادل کسرهای روی کار قبلا بِنی

بِنی . ١
٢ + ١

۴ = ٣
۴ که می دانست یعنی است، فهمیده را ربع و نصف مفهوم بِنی، که می آمد نظر به بود.

است. آن نشانگر زیر نمونه که دارد وجود قواعدی کسرها مختلف انواع برای که بود معتقد
... داریم. مختلف قاعده نوع ١٠٠ ما کسرها در د:

بگی؟ رو قاعده تا ١٠٠ می تونی آیا م:
رو. اونا همۀ نه اما ممکنه، ... بله د:
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مربوط کسرها مخرج به که ترتیب این (به واضحی، نسبتاً به صورت را کسرها جمع قواعد که بود قادر او
هستند. ١ شماره جدول شرح به قواعد این کند. بیان برایم می شود)

𝑎
𝑏 + 𝑐

𝑏 = 𝑎+𝑐
𝑏

٣
١٠ + ۴

١٠ = ٧
١٠

𝑎
𝑏 + 𝑐

𝑑 = 𝑎+𝑐
𝑏+𝑑

۴
٣ + ٣

۴ = ١
𝑏

١٠٠ + 𝑎
١٠ = 𝑎+𝑏

١١٠
٢٠
١٠٠ + ۶

١٠ = ٢۶
١١٠

𝑎
𝑏 + 𝑐

𝑐 = ١𝑎
𝑏

٢
٣ + ۴

۴ = ١٢
٣

کسرها در بنی جمع قواعد :١ شماره جدول
مصاحبه گر به می خواست او که وقتی ... می کرد استفاده تقسیم» «صفحه های از کسر، کردن ساده برای بِنی

رسید: زیر نادرست نتیجه به می کند، استفاده آنها از چگونه که دهد نشان
رسی؟ می چی به می کنی، ساده رو ٣

۶ که وقتی حالا م:
کسرهای که وقتی داد.] ادامه گفتن به [او داریم تقسیم صفحه یه ما چون ، ١

٢ بشود باید د:
داده شرح بالا در که بنی قواعد طبق ، ٣

١۵ جواب جای [به می کنی جمع هم با رو ١
٨ , ١

۴ , ١
٣

می شه.١ ١
٢ شد]جواب

می شوند. جمع خاص، قاعده های با مطابق که بودند 𝑎
𝑏 شکل به نمادهایی اغلب کسرها بِنی، برای اما

علاوه، به می شود. ١
٢ + ٢

١ = ٣
٣ = ١ قبیل از خطاهایی به منجر قاعده ها، و کسرها مفهوم از درکی چنین

مهم روش و شود می یک برابر جمع حاصل و است ١
٢ معکوس ٢

١ زیرا است، ٢
١ + ١

٢ «مانند ١
٢ + ٢

١
است.» یک همان یک نیست.

فردی تجویزی آموزش در ادراک و تسلط .۵
در زیادی پیشرفت چگونه کسرها، و اعشاری اعداد از درکی چنین با بنی که است این سؤال
تجویزی «آموزش طرفداران بود؟ آورده دست به فردی»، تجویزی «آموزش طریق از ریاضی یادگیری
برنامۀ و آموزشی اهداف داشتن تدریس، نوع این فرد به منحصر ویژگی های جمله از که مدعی اند فردی»

که داشتند اعتقاد [٨۶ ص. ،٢] کوکس و لیندوال است. مداوم و منظم ارزشیابی
دیگر طرف از شود. نوشته نیز ٢

٢ کسر به صورت می تواند ٠٫۴ نویسد. می ٠٫۴ به صورت خودش قواعد طبق را ١
٣ عدد بنی ١

شماره جدول در که بنی جمع قواعد از استفاده با ٣
٨ و ٢

٢ اکنون می شود. ٣
٨ برابر تقسیم صفحۀ از استفاده با ١

٨ و ١
۴ جمع حاصل

است. ١
٢ همان عدد این تقسیم صفحه اساس بر دوباره و می شود ۵

١٠ برابر است، آمده ١
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تدریس اگر که است این فردی تجویزی آموزش برنامۀ در اساسی فرض «یک
دانش آموز یک آنچه که به طوری شود انجام سلسله مراتبی اهداف از دنباله ای توسط
قبلی درس های در که باشد پیشینی توانایی های پایۀ بر می کند، مطالعه درس هر در
کند.» پیشرفت انفرادی یادگیری در مؤثری به صورت می تواند یافته، تسلط آن ها بر

مرکز و بهتر١ مدارس برای تحقیق اتحادیه وسیله به که فردی» تجویزی «آموزش درباره دیگری گزارش
به طور باید هدفی هر برنامه این در که است داده نشان شد، انجام ندارد] [تاریخ یادگیری تحقیق و توسعه
نظر در مهارت های و محتوا بر را تسلطش تا دهد انجام باید کاری چه دانش آموز، یک که کند معلوم دقیق
که باشند گونه ای به باید خصوصاً مهارت ها، و محتوا این دهد. نشان هدف، هر تحقق برای شده گرفته
محتوا بر مبتنی آزمون های اعتبار گذشته، این از . . . یابند. تسلط آن ها بر بتوانند هم متوسط دانش آموزان
رفتاری، هدف های و آزمون جمله های تناظرِ به می شود، استفاده آن ها از فردی» تجویزی «آموزش در که
ارزشیابی برنامه های از طرفداری در [١٨٩ ص. ،٢] کوکس و لیندوال هم این از قبل است. وابسته
دستورالعمل هاست از مؤثر فناوری یک فردی» تجویزی «آموزش که بودند گفته فردی» تجویزی «آموزش
ادامه ابتدا، در درسی موضوعات به نسبت دانش آموز شایستگی از اثربخش اندازه گیری بر زیاد، خیلی که
شروع نقطۀ پیش آزمون، یا تشخیصی ارزیابی طریق از برنامه، این در دارد. تکیه آموزش، فرآیند پایان و
،عملا که تدریس} از بخش هر پایان در {و تدریس حین در مداوم آزمون های با سپس می شود. مشخص
تجمعی، یادگیری میزان اندازه گیری منظور به پس آزمون ها بالاخره و هستند آموزشی برنامۀ برای جانشینی
«آموزش برنامۀ «در که کردند أکید ت مجدداً [٢١ ص. ،٢] کوکس و لیندوال آن، از بعد می شوند. انجام
نیازهای تشخیص و دانش آموز پیشرفت بررسی برای اساسی دستورالعمل های آزمون ها، فردی»، تجویزی
یعنی برسانند». لازم درصدی ٨۵ تا ٨٠ مهارت از سطحی تا را وی که قادرند و . . . هستند او دقیق
برساند بوده، آن هدف که آنچه به نسبت خوبی» «پیشرفت به را دانش آموز هر است قادر برنامه، این
برای معیار این با می شود. معلوم شده، گفته درصد و ارزیابی ها نمره به وسیلۀ «خوبی»، این میزان که
می کردند کار فردی به صورت برنامه، این طبق که بود کلاسی دانش-آموزان اندک تعداد جزو بِنی «خوبی»،
در اما بود، بالا خیلی تمرین ها دادن انجام در بِنی سرعت می کردند. کسب را بیشتر یا درصد ٨٠ نمره و
بالاتر مرحله به رفتن شرط که فردی» تجویزی «آموزش قواعد وسیله به بیشتر یا درصد ٨٠ نمره کسب
روشی سریع، و بفهمد را درست پاسخ های الگوی تا کرد تلاش سبب، بدین خورد. شکست بود، یادگیری
١Research for Better School Inc.
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با بعداً که آورد به دست بیشتری موفقیت توانست سؤال، کلید به توجه با که کرد ابداع پاسخ هایش برای
کرد. خواهیم ارزیابی را روش این بیشتری جزئیات

یافته این نمی شود. فهم و درک ایجاد باعث مهارت، و محتوا بر تسلط تنها که داد نشان بِنی مورد
یادگیریِ تجربه های به است ممکن ارزشیابی روش های و آموزشی اهداف بر صرف أکید ت که داد نشان
فراموش را خود قبلی ریاضی مفاهیم بِنی، شاید که استدلال این نشود. منجر دانش آموزان برای مناسب
روش های بِنی عکس، بر نیست. دفاع قابل می دهد، پاسخ زدن حدس با تنها جدید تمرین های به و کرده
برای را آن ها رضایت، با بود قادر که نمود ابداع ریاضی متفاوت عملیات انجام برای سازگاری و منسجم
را سؤال ها به دادن پاسخ ابداعی روش او، که} بود این بِنی مورد در جالب {نکته دهد. توضیح خودش

نمی داد. تغییر فشار، تحت

فردی تجویزی آموزش در معلم ناسازگار نقش .۶
در معلم که نقشی به فردی» تجویزی «آموزش اثربخشی١ که کند بحث چنین شخصی است ممکن
فراهم انفرادی آموزش برای را مطالبی فردی» تجویزی «آموزش برنامۀ چون دارد. بستگی می کند ایفا آن
آزمون ها، نتایج ثبت و دانش آموزان کارهای بررسی منظور به معلم برای نیز آموزشی کمک ابزار و می کرد،
کوکس و لیندوال داشت. اختیار در افراد به کمک برای توجهی قابل آزادِ وقت معلم {بنابراین} بود، فراهم

که کردند مشاهده [٢۵ ص. ،٢]
و مداوم و روزانه به طور که است این برنامه این فرد به منحصر ویژگی «یک
و یادگیری روش های مطالعاتی، عادت های به راجع زیادی اطلاعات معلم، به کمک
تصمیم گیری و قواعد ارائۀ برای که می آورد دست به دانش آموزان شخصی ویژگی های

می شوند.» گرفته به کار خاص، کودکان برای آموزشی تکنیک های مورد در
در بود، دانش آموز و معلم بین شخصی گفت وگوهای تکرار نیازمند فردی» تجویزی «آموزش طرفی، از
خویش یادگیری مسیر انتخاب برای وی هدایت دانش آموز، کردن مستقل برنامه، این اصلی هدف که حالی
وسیع سطح در و دانش آموزان توسط که آموزشی «مواد یعنی است. خود توسط مطالعه یا خود-خوانی و
دانش آموزان، به معلم مستقیم کمک حداقل به باید می شوند، واقع استفاده مورد فردی مستقل مطالعۀ برای

[۴٩ ص. ،٢] باشد.» داشته نیاز
١Effectiveness
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بود شده پیش بینی برنامه این در دانش آموز و معلم برای که ناسازگاری و متناقض نقش های  این 
مثال، برای باشد. قابل رفع است ممکن مواردی در درس}، مطالعۀ در استقلال بر أکید ت و گفتگو {مانند
چون و کرد استفاده بود، گرفته یاد دوم پایۀ از که فردی» تجویزی «آموزش مهارت های و محتوا از بِنی
را خود آموزش مسئولیت سوم، پایه در است توانسته که می رسید نظر به بود، آشنا برنامه این کار طرز با
زمان می کرد، صحبت معلمش با که مواقعی تنها و می کرد کار درس کلاس در مستقل به طور او بپذیرد.
معلمش با فقط بِنی داشت. احتیاج کمک به که بود وقتی یا جدید تکلیف های تحویل آزمون، گرفتن
کلاس، دانش آموزان حقیقت، در نمی کرد. بحث همکلاسی هایش با درسی، کار مورد در و می کرد صحبت
داشت. فرق دیگری با می کردند، کار آن روی کدام هر که مهارتی زیرا نداشتند، را هم با گفت و گو امکان
شده  مشخص محدوده  در مستقل آموزش یا خود-خوانی معنای به بنی، برای انفرادی آموزش بنابراین
معلم با بحث یک در شرکت برای دلیلی هیچ وقت بنی، و بود، فردی» تجویزی آموزش » برنامه در ریاضی
نداشت. ریاضی، به نسبت دیدگاهش مورد در و بود گرفته یاد که آنچه مورد در همکلاسی هایش سایر یا

داشت. را خودش دیدگاه مسئله ها؛ پاسخ های و ریاضی قواعد ریاضی، مورد در بنی حال، این با

فردی تجویزی آموزش برنامۀ در پاسخ ها محدود ماهیت به نسبت بنی دیدگاه .٧
معلم که مطالبی طریق از را پیشرفتش سرعت گرفت تصمیم می شد، آماده آزمون ها برای بنی که وقتی
مطالب بر وی تسلط میزان به پیشرفتش که دریافت او کار، این با کند. مشخص بود، کرده تعیین برایش
مهارت آموزی بعدی مرتبۀ به بتواند تا می گرفت را نمره بیشتر یا درصد ٨٠ امتیاز باید او دارد. بستگی
معنایش بود، مسئله هر برای پاسخ یک تنها ارائه برنامه، این در تصحیح کلید که این به توجه با اما برسد.
ولی آمده اند. پاسخ کلید در که باشد آن هایی با مطابق باید بِنی پاسخ های درصد ٨٠ حداقل که بود این
نمونه یک به زیر، در که شود بیان مختلف روش های به است ممکن پاسخ، یک که می دانست خودش بِنی

می شود: اشاره
ولی هستند متفاوت آنها کنم فکر من که کسر} دو {شامل بزنی مثالی برام می تونی آیا م:

باشن؟ هم مثل واقعاً پاسخ هایشان
چیه؟ می کنین، فکر که چیزی اولین می کنین؟ فکری چه شما ، ١

٢ + ٢
۴ بنویسم اگه مثلا بله! د:

١ م:
برابره؟ چیزی چه با شما نظر به ،٢

۴ بنویسم من اگر خوب! د:
. ١
٢ م:
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مثل فقط برام ٢
۴ و است ۴

۴ که می رسه نظر به [ ١
٢ + ٢

۴ [یعنی برام اینجا مثلا حالا خوب د:
غیره. و ... سنت،  ۵٠ {می شود} پول، مورد در ... است چهارم یک دوتا نوشتن

داره؟ فرقی چه گفتم من که اونچه با تو، پاسخ م:
نیم. می شه ٢

۴ و است یک همان ۴
۴ متفاوتن. پاسخ هاشون ولی برابرن، اونا هیچی! د:

هستند، درست می دانست او که پاسخ هایی از بعضی که بود این بِنی با بحث {کاربردی} مهم نکات از یکی
زیر نمونه بودند. متفاوت بود، آمده پاسخ ها کلید در که آنچه با جواب ها این چون می شدند محسوب غلط
می افتاد؟ اتفاقی می نوشت؛چه ٢

۴ به صورت را ۴ روی بر ٢ مانند مسئله ای پاسخ بنی اگر که می دهد نشان
[کامپیوتر آنها چون بود خواهد غلط من پاسخ آن گاه بنویسم} جواب به عنوان را این من {اگر د:
دیگه ای راه های دیگه س. راه یک منم راه ولی بنویسم. را ١

٢ من که دارند انتظار معلم] و
نمره باز می نوشتم، هم رو این اگه اما هست. ١

۴ و ١
۴ همون ،٢

۴ من برای تازه هستن. هم
درستن! پاسخ ها این همه من، نظر به ولی نمی گرفتم.

نگفتی؟ رو اون ها چرا تو م:
نمی کنم توجه من بگه. کلید چی هر ... می شد قبول بودند، کلید توی که جواب هایی فقط چون د:
که است این بدهند آزمون کار پایان در باید بچه ها امروزه اینکه دلیل می گه؛ چی کلید که
اشتباه را کسرها جواب بچه ها ما امروزه، اینکه هستن. کلید همانند جوابها که بشن مطمئن

. ... همینه می آوریم به دست
دو او مثال، برای کرد. ارائه پاسخ ها مورد در نادرست تعمیم یک درست، استدلال این از بِنی نتیجه، در

کرد: حل چنین را زیر مسئله
٢ + ٠٫٨ = ١٫٠, ٢ + ٨

١٠ = ٢ ٨
١٠ .

می دهد: نشان پاسخ ها کردن عوض برای دلیلش مورد در را بنی توضیحات مصاحبه، از بخشی
داشته باشم، رو این من اگه کلیدِ. یه این می دم. نشان شما به رو چیزا بعضی من کن. صبر ... د:
رو ٨

١٠ + ٢ اگه حالا نمی گیرم. نمره بنویسم، ٢ ٨
١٠ رو پاسخ من اگر درواقع ... [ ٢ + ٠/٨]

دوتا اون واقعاً ولی نمی گیرم. نمره و غلط جوابم کلید، نظر از بازم ،٠٫١ بنویسم من و بِدَن
می  گه! چی کلید که نیست مهم برابرن!

شود: زیر مانند خطاهایی مرتکب بِنی که شد باعث خطاها، مورد در دیدگاه این
... ۵ می شه کنی، جمع رو ٢ + ٣ اگر ببین، م:
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رو ٠٫۵ اعشاری عدد من به باشم، داشته ٢ + ٠٫٣ من اگه حالا .۵ می شه ٢ + ٣ [وقفه] د:
اگه .٢٫٣ می شه بِدَم، انجام اونو فیزیکی] مدل های [مثل شکل از استفاده با اگه ولی می ده.

.٢ ٣
١٠ می شه پاسخ [ ٢ + ٣

١٠ [مثل بنویسم، هم کسر شکل به

فردی» تجویزی «آموزش برنامۀ توسط شده ایجاد یادگیریِ محیط بررسی هدف ها از یکی مطالعه، این در
مطالب از عمده ای بخش چون اولا می شود. بِنی مانند یادگیری رفتارهای چنین پرورش باعث که بود
جای پرکردن به صورت اغلب سؤالات می شود، ارائه شده ای برنامه ریزی به صورت فردی»، تجویزی «آموزش
دانش آموزان درگیر کردن از بیش آموزشی، روش این واقع، در هستند. درست گزینه یک انتخاب یا  خالی
فردی»، تجویزی «آموزش برنامۀ شد، گفته قبلا که همان طور دارد. أکید ت پاسخ ها بر ریاضی، فرایندهای با
پایانی نتیجه از آگاهی هدفش، و دارد زیادی اعتماد دانش آموزان، تحصیلی پیشرفت از ارزشیابی نتایج به
کلید از او، پاسخ های درستی بررسی برای که می دانست و بود آگاه برنامه هدف این از هم بنی است.
پاسخ یک تنها که کلیدی می کرد؛ تعیین را بنی پیشرفت سرعت که بود کلید این نتیجه، در می شود. استفاده
روش های به می تواند سؤال یک پاسخ که داشت باور بِنی که حالی در می پذیرفت، «درست» به عنوان را
که می گفت و هستند درست پاسخ ها همه کند فکر که می داد اجازه بنی به باور این شود. بیان متفاوت

می داند.» درست را پاسخ کدام کلید، که نیست «مهم
در منفعلی نقش که می کرد وادار را بنی فردی»، تجویزی «آموزش شده  برنامه ریزی شکل اینکه دوم

است: برداشت این مؤید زیر، نمونه باشد. داشته «درست»، امتیاز کسب و سؤال هر به دادن پاسخ 

باشه. بازی یک شبیه که می رسه نظر به پاسخ ها} کردن {پیدا آن م:
کوبیدن}! هاون در {آب بیهوده بازیِ یه اونم بله! احساس] با [همراه د:

داره؟ انتظار معلم که می دی پاسخی تو پس م:
بله. بله، د:

بنویسی؟ که داری دوست رو پاسخ کدام م:
که شما باشند. درست جواب می توانند اونها می دونم اونجایی تا را}! همه{اونها زد] [فریاد د:
استفاده کلید از دارم عادت و کنم؛ بررسی خودمو مختلف جواب های دارم عادت من دیدی!
امتیازم و نباشه درست پاسخم کلید، نظر از نمی خوام چون می نویسم، رو ١

٢ فقط بنابراین کنم.
بدم. دست از رو

... اوم م:
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که می دانم ولی نمی دن! امتیاز من به معلم} و {کامپیوتر آنها بذارم، ١
۴ و ١

۴ را پاسخ اگه چون د:
موافقید. من با شما ٢

۴ بنویسم من اگر درسته. موافقید. مورد این در من با هم شما درسته.
درستن! همشون موافقید. من با شما هم باز ١

٢ بنویسم من اگر
از سری یک انجام به تبدیل ریاضی یادگیری که بود شده باعث فردی» تجویزی «آموزش برنامۀ بِنی، برای
عقلانی موضوعی ریاضی بِنی، برای یعنی شود. خاص پاسخ های به رسیدن برای بی دلیل و بیهوده قواعد
نظر از خاص {قواعدی مستقل فرآیندی از استفاده طریق از تنها می توانست او زیرا نبود، استدلالی و

کند. بررسی را پاسخ هایش می شد}، تعیین کلید توسط که برنامه ای
تجویزی «آموزش ضعف به مربوط آن که از بیش پاسخ ها، با بِنی مشکل که نمود بحث می توان
تدریس نوع این در که است حالی در این بود. آموزشی برنامۀ این نمره گذاریِ روش از ناشی باشد، فردی»
اول ندارد. وجود وی، توسط بحث هایی چنین برای جایی است، شده دیده آن در معلم برای که نقشی و
که پاسخ هایی اساس بر را بِنی پاسخ های نادرستی یا درستی که بود این آموزشی١ کمک ابزار وظیفۀ اینکه
داده معلمش به کامپیوتر، از مستقیماً بِنی، کار نتیجه که این دوم کند. بررسی سرعت به بود، آمده کلید در
که اگر البته شود آگاه او مسائل از می توانست تنها معلم بنابراین می شد. داده بِنی خود به بلکه نمی شد،

می کرد. انتخاب {معلمش} او با کردن بحث برای را آن ها بنی
وسیله به باید «آن ها می گوید: او که وقتی کامپیوتر و معلم مورد در را انتقاداتش از بعضی بنی
زیر نمونه در روشنی به را موضوع این او می کند. بیان بگوید.» کلید آنچه ... کنند کار کلید [مطابق]

است: داده توضیح
که این به اونا می کنن. کار کلید با فقط که چون می دن، غلط نمره پاسخ اون به اونا ... د:
قبول درسته گفته کلید که چی هر فقط اونا ندارند. کار نه یا درسته هم دیگه پاسخ های
نوشتم، صحیح عدد یک منم چی؟ یعنی که بدانند می خوان اونا ٢؛

۴ بنویسم اگه مثلا می کنند.
نیست مهم بود؛ خواهد درست من پاسخ است، صحیح عدد یک {جواب} می گوید هم کلید و
اشتباه پاسخ آن منطقی لحاظ از اگر حتی که است این بنی {منظور باشد. اشتباه آن [اگر]
بود.} خواهد درست پس است، درست جواب این می گوید سؤال تصحیح کلید چون اما باشد،
برای دلیلی به عنوان را نگرش این بِنی که است بعید بود. ششم پایه کودک یک طرف از قوی انتقادی این
به نسبت و نبود آگاه اشتباهش پاسخ های از او بپذیرد. درست، پاسخ های آوردن به دست در اشتباهش
آورده دست به فردی» تجویزی «آموزش برنامه های طریق از بیشتری پیشرفت همکلاسی هایش، بیشتر
١Aid
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نقش مورد در سؤال هایی بودند، پاسخ ها این معلمش و بِنی بین رابط تنها که این به توجه با ولی بود.
که شد ایجاد سؤال این مثال، برای شد. مطرح برنامه، این در بِنی، با معلم رابطه  و درس کلاس در معلم
مهم او برای پیشرفتش که بود مشوق راهنمایِ و دوست یک داشت، خود معلم به نسبت بِنی که تصوری
زیرا است، کلید یک قربانی معلمش که می  کرد احساس بِنی برعکس، یا می کرد؟ کمکش راه این در و بود
نمی کند، توجهی او به معلم که می کرد حس بنی آیا یا بگوید»؟ کلید آنچه . . . کند کار کلید مطابق «باید
ندارد؟» نه، یا است درست پاسخ که این به «کاری که معنا این به می کند» کار کلید با مطابق فقط «چون
برنامه این که نقشی و می رود انتظار معلم از که متقابلی نقش به ما که شد باعث سؤال ها این
از استفاده فردی»، تجویزی «آموزش برنامۀ در که کردیم بیان ابتدا در برگردیم. گرفته، نظر در معلم برای
از اکنون، و بود داده کاهش را معلم و بِنی بین بحث فرصت یادگیری، روش تنها به عنوان مستقل مطالعۀ 
با فقط را معلم که بود رابطی کلید فردی»، تجویزی «آموزش ارزشیابی برنامۀ در پاسخ ها بر أکید ت طریق
گرفته نظر در معلمان برای که نقشی با فردی»، تجویزی «آموزش در یعنی می کرد. آشنا بِنی ناکامی های
شده محروم می دهند، انجام که کارهایی دلایل و کودکان تصورات درک برای لازم فرصت از آنان بود،
جستجوگری، برای را او می توانست شرطی به بِنی، معلم که داد نشان خاص مورد همین که حالی در بودند.
وی با نزدیک و دوسویه رابطه ای بتواند که کند تشویق ریاضی در تجربه هایش بیان و گفتگو، و بحث
بفهمد. و کند درک را ریاضی مورد در احساسش و ایده ها، مورد در را باورش که شود قادر تا باشد داشته

ریاضی قواعد از بنی درک .٨
او، برای و بود خورده پیوند ریاضی در عملیات انجام از او فهم با پاسخ هایش، مورد در بنی دیدگاه
به عنوان «٢ + ٠٫٨» به بِنی مثال، برای داشتند. معنا قواعد، از مجموعه ای به عنوان تنها ریاضی عملیات
ضروری ریاضی در قواعد وجود بِنی، نظر از »گذاشت. یک از بعد را «ممیز و کرده نگاه «٢ + ٨ = ١٠»
«باید که می گفت بِنی کند. کسب را امتیاز که بالاترین می کنند کمک او به قواعد که داشت باور و بود
بیاوریم، دست به که درستی پاسخ هر و باشیم داشته قاعده یک درست، پاسخ هر آوردن دست به برای
می داد توضیح و دارد وجود قاعده ای مسئله ای، نوع هر برای که بود معتقد بِنی می گیریم». {امتیاز} صد
یا فرد یک «توسط قواعد، این که می کرد فکر او داریم». قاعده مختلف، نوع صد ما کسرها، «در مثلا که
اختراع که می کرد فکر چون بود، بزرگی وظیفۀ کار، این برایش و شده اند» اختراع باهوش افراد از بعضی
«برای که بود این تصورش زیرا سال»، ۵٠ حدوداً . . . است گرفته افراد از زیادی وقت قواعد «این

«. ... است ٢ + ٠٫٨ مسئله بنی، منظور آن مثل کرد، حل را مسائل همه باید قواعد، آوردن به دست
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به می توانند پاسخ ها که بود دریافته را جداگانه قاعده  این بنی دیدیم، که همان طور حال، هر به
نگاه این نوشت». ١ یا ۴

۴ به صورت می توان را ٢
۴ + ١

٢ » که این مثل شوند، بیان متفاوت، روش های
«فقط زیرا می کنند، کار «جادو» مثل پاسخ ها، که کند تصور بِنی که بود شده باعث «قاعده ها»، به نسبت
٨
١٠ + ٢ جمع از خودش، دیدگاه توضیح برای او هستند». یکسان که حالی در متفاوت اند، می کنیم فکر ما

کرد: استفاده
شده نوشته اینجا که پاسخ هایی با می دانی! کامپیوتر}، {صفحه جادوییِه کاغذ یک این . . . د:
نمی شود}. دیده کامپیوتر نمایش صفحه روی پاسخ این {الان مخفی . . . کاغذ]، بالای [در
که زمانی تا ... مخفیِه بالا، مثل درست می دانی، که طور همان کردم. درج را ١٫٠ جواب من
در کاغذ] وسط [در می شود١ نتیجه این و را]، دکمه این [یعنی می دم فشار پایین به را اینجا
کلمه تساوی، نماد جای به یا ٨

١٠ و ٢ عدد تساوی، علامتِ یه کامپیوتر، نمایش صفحۀ وسط
هست. اینجا در که چیزی اون به شبیه چیزی و «یا»،

به دیدگاه این توضیح کنند. تغییر نمی توانند و هستند جهانی ریاضی، قواعد که بود معتقد همچنین بِنی
است: آمده زیر در روشنی

می مانند؟ باقی یکسان همیشه یا می کنند تغییر اونها آیا چی؟ قواعد م:
می مانند. باقی یکسان د:

[منظور، می کنند تغییر قاعده ها می ری، دیگه سطح به سطح یه از وقتی که می کنی فکر تو م:
]؟ فردی تجویزی آموزش برنامۀ مراحل

متفاوت نتایج بدی، تغییر رو کسرها قواعد شما اگه واقع در نمی کنن. تغییر اما می تونن، د:
شد. خواهند

نمی شه؟ غلط اونوقت، م:
بقیه برای اون می ده. درست جوابِ ولی ،اشتباه بسازیم قاعده خودمان برای ما که این بله. د:
قواعد بخواهیم و نبریم کار به کسر اون برای رو قاعده ها اون اگه که چون نمی شه، درست

نمی گیریم. درست پاسخ کنیم، کشف را خودمان
وی، نظر از است. گرفته یاد چگونه را ریاضی او، که کرد آشکار پاسخ ها و قواعد مورد در بنی دیدگاه
فکر بِنی اما بودند. شده  اختراع همگی و بود شده تشکیل مختلف مسائل برای مختلف قواعد از ریاضی
را مربوطه دکمه و می کند وارد را پاسخ بنی اینکه تا است. مخفی جواب ابتدا، در که است کامپیوتر صفحه بنی، منظور ١اینجا،

می دهد. فشار
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هستند»، مختلف آن ها می کنیم «فکر گاهی او، گفته به می کنند. عمل جادو مانند قواعد، آن که می کرد
که صورتی در شود. بیان مختلف روش های به می تواند قواعد، این بردن کار به از افراد پاسخ ها ی چون
بیاورد، دلیل شخص که نیست منطقی و عقلانی موضوع یک ریاضی بِنی، نظر از یعنی یکسانند». «آن ها
از بِنی تصور برعکس، کند. تأیید و تصدیق را پاسخ ها و دهد، تعمیم کند، جستجو را روابط کند، تحلیل
نوع هر برای او، باور به بود. مسئله حل برای آن ها از استفاده جهت قواعد کردن پیدا ریاضی، یادگیری
نظر در مسئله یک برای را مختلفی راه حل های بِنی سبب، بدین و داشت وجود قاعده یک تنها مسئله
می دهند تغییر بود، غلط که را قاعده یک شده اند، اختراع حاضر حال در که قواعدی چون نمی گرفت.

می آمدند١.» دست به مختلف «به صورت های پاسخ ها چراکه
اعداد که داشت باور بِنی بود. مشهود کسرها، و اعشاری اعداد مورد در قواعد بر أکید ت بِنی، برای
بنی دیدگاه از اعشاری {عدد مثال، برای می شوند. ساخته خاصی قواعد با مطابق کسرها و اعشاری
برای .٠ < 𝑎 < ١٠ آن در که است 𝑎

𝑏 به صورت} بنی دیدگاه از کسری {عدد و {است} 𝑎/𝑏𝑐 به صورت}
𝑎
𝑏 = ٠/(𝑎 + 𝑏) یعنی نمود؛ تبعیت مشخصی قواعد از باید یکدیگر، به کسری و اعشاری اعداد تبدیل
یادداشت {به 𝑏

𝑎 = ٠/٠(𝑎 + 𝑏) صورت این غیر در ،𝑎 + 𝑏 ≥ ١٠ که صورتی در ، 𝑏
𝑎 = ٠/(𝑎 + 𝑏) یا

«زیرا ٢ + ٣ = ٣ + ٢ که این مثل دارد، وجود عملیات  انجام برای قواعدی شود}. مراجعه مقاله انتهای
فکر او است». ٢

١ معکوس ١
٢» بنابراین شده اند»، جا به جا «آن ها که این یا هستند» هم معکوس آن ها

مثلا می گیرد. صورت آن ها طبق عملیات همه که دارد وجود قواعدی هم اعشاری اعداد برای که می کرد
وی، نظر از ضرب قاعده .٧٫۴٨ − ٧ = ٧٫۴١ و ٢ + ٠٫٨ = ١٫٠ پس ،𝑎 + ٠/𝑏 = ٠/(𝑎 + 𝑏) چون
را قواعد هم کسرها کردن جمع برای بِنی .٠٫۴ × ٨ = ٣٫٢ مثلا آن، با و بود 𝑎 × ٠/𝑏 = ٠/(𝑎 × 𝑏)

.(١ جدول (مطابق می کرد عمل آن ها اساس بر و کرده ابداع
بِنی مثال، برای می کردند. کار جادو مثل برایش می آورد، به دست بنی که پاسخ هایی و قواعد این

می شد، ١ یا ۴
۴ برایش که ١

٢ + ٢
۴ مثل می گرفت، کمک قاعده این از کسر، دو هر جمع برای

؛ ٨
١٠ + ٢ = ٢ ٨

١٠ که حالی در ،٢ + ٠٫٨ = ١٫٠
٢
١ + ١

٢ = ٣
٣ = ١

؛ ١
٢ + ١

٢ = ١ و
؛ ٠٫۵ = ٢

٣ , ٣
٢ , ١

۴ , ۴
١

می کرد. پیشین قواعد جایگزین را آن رسید، می ریاضی در جدیدی قاعده به بنی اگر است این منظور اینجا ١در



ارلوانگر اچ. اس. ارلوانگر١٧۵ اچ. اس. ارلوانگر١٧۵ اچ. اس. ١٧۵

فیزیکی، مدل های از استفاده با یعنی تصویر در و است ٠٫۵ با برابر اعشاری حالت در که ٢ + ٠٫٣ و
بود. خواهد ٢ ٣

١٠ کسری حالت در و {می شود} ٢٫٣
زمینه ساز که اصولی و ریاضی روابط از بِنی که می رسد نظر به می کنیم، فکر قواعد مورد در که وقتی
را دلیلش که آن بدون گاهی دلیل، این به بود. الگوها بر متکی اغلب، و نداشت آگاهی بودند، قواعد آن

است: موارد آن از یکی زیر، نمونۀ می کرد. ابراز را آن و نبود راضی بود، ساخته که قواعدی از بداند،
اعشاری عدد یه با اونو داری تو صحیحه. عددِ یه [٢] دو ؛ ٢ + ٠٫٣ = ٠٫۵ می گی وقتی م:

می افته؟ اتفاقی چه می کنی. جمع
می شه. اعشاری عدد یه د:

می شه؟ جوری این فقط که اینه منظورت م:
کار چه می خواهم امروز من می دانید افتاده. اتفاقی چه بدونم دارم دوس واقعاً ... اوم نه! د:
کسی چه که ببینم و بدانم بیشتر کسرها به راجع می خوام .... کتابخانه به پایین می رم کنم؟

شدن. حفظ چطوری آن ها و کرده درست رو قاعده ها این
اما بود، نفهمیده را متعارفی کسر و اعشاری کسر بین فرق بِنی، اگرچه که دادند نشان بالا مثال های
بِنی ولی بودند. نادرست پاسخ هایش، بیشتر البته می داد، انجام را عملیات آن ها، با که داشت قواعدی
بِنی دلیل، بدین دارد. وجود پاسخ یک تنها کلید، هر برای و هستند درست پاسخ هایش که بود معتقد
این برای و کند دنبال بودند، کلید با مطابق که را پاسخ هایی که می دانست این را خودش اصلی وظیفۀ
در چگونه بِنی که است این سؤال اما کند. پیدا مطابقت کلید، با تا می داد تغییر آنقدر را پاسخ هایش کار،

می شد؟ موفق درست پاسخ های کردن پیدا

فردی» تجویزی «آموزش آموزشی روش مورد در بِنی دیدگاه .٩
و مفاهیم با ، کاغذی١ و قلم فعالیت های انجام طریق از فرد ریاضی، فردی» تجویزی «آموزش در
گاهی اما نمی گیرند، قرار بحث مورد مستقیماً قواعد، و می شود درگیر می شوند؛ آموخته که مهارت هایی
که است این اعشاری اعداد ضرب قواعد مثال، برای می شود. استفاده کردن کار اصول به عنوان آن ها از
صورت زیاد، تکرار و شده برنامه ریزی تمرین های طریق از قاعده این یادگیری اما ؛ ٠٫١ × ٠٫١ = ٠٫٠١
باشند. داشته مختصر پاسخ های که می شوند مطرح شکلی به اغلب سؤال ها تدریس، نوع این در می گیرد.

است: شده داده نشان فردی» تجویزی «آموزش تمرین های از گروه سه از مثال ها نخستین زیر، در
می باشد. مکتوب فعالیت نوع هر ، (Paper & Pencil) کاغذی» و «قلم اصطلاح از ١منظور
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است.] ها پاسخ سایر ارائه برای الگویی مثال [اولین کنید. پر را خالی جاهای -١
٣٫١١١ = ٣ + ١

١٠ + ١
١٠٠ + ١

١٠٠٠
٧٫۶۵٢ = ٧ + ۶

١٠ + ۵
١٠٠ + ٢

١٠٠٠
٩۵٫٠١۵ = ٩۵ + ٠ + ١ + ۵

....................................................

....................................................

بنویسید. اعشاری، عدد به صورت را مخلوط کسر هر -٢
۶ ٢۴

١٠٠ = ۶٫٢۴

٩ ٣۵
١٠٠ = ٩٫٠٣۵

٢٧ ١۵
١٠٠٠ = ٢٧

.....................

.....................

دور است؟ برابر شده، مشخص خط دار زیر به صورت کوچک جعبه  در که رقمی با مقدارش کسر کدام -٣
بکشید. خط آن

٠.۵۴٢ ۴
١٠

۴
١٠٠

۴
١٠٠٠

.٣٢٠ ٢
١٠

٢
١٠٠

٢
٢

.......... ......... ........ ........

.......... ......... ........ ........

بعد، و می کرد علامت گذاری نبود بلد که را سؤال  هایی ابتدا تمرین ها، از مجموعه هر حل برای بِنی
روابط به می پرسید، بِنی که سؤال  هایی می کرد. حل را آن ها و می رفت مسئله ها سایر سراغ به به سرعت
«آموزش از استفاده زیرا است، قاعده یا الگو یک دنبال به دائم او که می داد نشان و نبود مربوط ریاضی
روش با را کردنش کار روش بِنی، که می رسید نظر به یعنی بود. کرده شروع دوم پایۀ از را فردی» تجویزی
روابط و پاسخ ها قواعد، از بِنی استفاده چگونگی و بود کرده سازگار فردی» تجویزی «آموزش آموزشی

است. نظر این مؤید ریاضی،
می دهد. توضیح ریاضی، مورد در را بِنی دیدگاه فردی»، تجویزی «آموزش آموزشی روش حقیقت، در
آنها یا کند درونی خودش روش به را مطالب نمی توانست بِنی که بود گونه ای به برنامه این ماهیت زیرا
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در تمرین ها تکراری طبیعت بگوید. خود کلمات با را ریاضی مفاهیم و روابط و نماید سازماندهی دوباره
به و دارد وجود قاعده یک مسئله، نوع هر حل برای که کرده متقاعد را بِنی فردی»، تجویزی «آموزش
قاعده بسیاری تعداد شامل ریاضی، که بود شده ایجاد ریاضی به نسبت نگرش این ذهنش در دلیل، این

ندارد. انعطافی مورد، این در و است مسائل از مختلفی انواع برای جزمی،
این می گیرد. یاد شده برنامه ریزی آموزشی روش یک در مستقل مطالعۀ یک طریق از را ریاضی بنی
بِنی فردی» تجویزی «آموزش در نمی گذاشت. باقی شخصی اش تمرین به منظور او برای جایی هیچ روش
آموزشی «رهنمودهای زیرا کند، پیشرفت می کرد، ارائه معلمش که تجویزهایی اجرای با می توانست تنها
شده اند» تدوین مکتوب، دستورات و آزمون ها نتایج از درست استفادۀ بر مبتنی فردی» تجویزی «آموزش
یادگیری ویژگی بود. کنترلش از خارج یادگیری آن چگونگی و می گرفت یاد بِنی که آنچه بنابراین .[٢]
برنامه آن توسط شده تجویز ریاضی تا می دهد اجازه فرد هر به که است این فردی» تجویزی «آموزش در
هدف های به صورت ریاضی در یادگیری هدف های وقتی که این از غافل بگیرد. یاد خودش سرعت با را
زیبایی کنیم، فکر ریاضی وار چگونه اینکه قبیل از مهمی آموزشی هدف های می شوند، تعریف دقیق رفتاری

می شوند. فراموش دهیم، توسعه را ریاضی مفهومی و عمیق درک نماییم، درک را آن قدرت و
برای مستمر آموزش امکان کردن فراهم فردی» تجویزی «آموزش هدف که کند بحث کسی شاید
معلم وظیفۀ است، مربوط ریاضی به نسبت دانش آموزان طرزتلقی به که اهدافی و است ریاضی یادگیری
مستحکمی، و سازمان یافته برنامۀ  چنین در که کند کمک دانش آموز به می تواند چگونه معلم اما است.
شد، داده توضیح هم قبلا که طور همان به خصوص کند؟ پیدا ریاضی به نسبت معقولی و مستدل نگرش
دیدگاه فهم و درک از وی شده، پیش بینی فردی» تجویزی «آموزش در معلم برای که نقشی به واسطۀ

است. محروم ریاضی، دربارۀ دانش آموزان
و کند فکر خودش روش به آزادانه بتواند دانش آموز است لازم ریاضی تدریس در که صورتی در
روابط جستجوی کردن، استدلال باید دانش آموز باشد. داشته عددی روابط در را الگوها کشف فرصت
یادگیری از بخشی مستقل، ابزارهای به وسیلۀ را خود کشف های درستی بررسی و دادن تعمیم الگوها، و
ندارند اهمیتی خود خودی به قواعد ریاضی، در که کنند درک دانش آموزان که است لازم بداند. خود ریاضی
کنند باور آنان تا می کند کمک درکی چنین می شوند. نتیجه آن ها از که اصول اند و مفاهیم از تعمیم هایی و
کرد استفاده حلشان برای مختلف روش های از می توان و ندارند راه حل یک تنها ریاضی، مسئله های که
اصلا که هستند هم مسائلی باشند، داشته پاسخ یک از بیش است ممکن مسائل از بعضی که همچنان و
دانش آموزان سایر با را ایده هایشان تا می کند کمک دانش آموزان به ریاضی، از درکی چنین ندارند. پاسخی
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دانش آموزان همزمان، شوند. ریاضی زیبایی و قدرت قدردان و ببرند لذت ریاضی از بگذارند، اشتراک به
و مسئله ها کردن حل و ریاضی یادگیری در خود معلمان حمایت و تشویق از که کنند احساس دارند نیاز

برخوردارند. پاسخ، کردن پیدا

بِنی با درمانی کار .١٠
تغییر آن یادگیری و ریاضی ماهیت به نسبت را خود نگرش کوتاه مدتی در که می توانست بِنی اگر
دیگری چیز واقعیت اما نبود، مضر هم خیلی ریاضی فردی» تجویزی «آموزش با تجربه اش شاید دهد،
مدرسه از دقیقه ای ۴۵ زمانی بازۀ دو در هفته هر و هفته ٨ مدت به مصاحبه کننده مطالعه، این در بود.
کسرها و اعشاری اعداد با رابطه در را بِنی با درمانی١ کار مقدماتی، توضیحات از بعد و می کرد بازدید
ریاضی فهم و درک چگونگی شناخت بر پژوهشگر مصاحبه کننده/ أکید ت جلسات، این در می کرد. شروع
که دست  ورزی ها مانند آموزشی کمک وسایل از محدودی مجموعۀ از مصاحبه ها، طی و بود بِنی توسط
و علاقه مند و کند همکاری پژوهشگر با داشت دوست بِنی می کرد. استفاده بود، دسترس قابل مدرسه در
حل را مسئله ها چگونه بداند که کند پیدا آمادگی نهایت، در تا شد باعث همین و بود یادگیری به مشتاق
زیر، نمونه کرد. مصاحبه وی با مجدداً هفته، ۵ از پس پژوهشگر می آورد. دست به را پاسخ ها و می کرد

است: مصاحبه آن از بخشی

:١ بخش
٢٩
١٠ م:

٢٫٩ د:
چی؟ ٨

١٠٠ خوب! خیلی م:
٠٫٠٨ د:

بنویس؟ اعشاری عدد به صورت رو ۴
١١ که بگم اگه حالا عالیه! این م:

کنی. کار می شه ١٠ با تنها نمی  شه! د:
:٢ بخش

می شه؟ چی ٠/٣ + ٠/۴ پاسخ بدهیم. انجام را جمع یه بذار حالا م:
٠/٠٧ د:

١Remedial
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می شه؟ ٠/٠٧ جواب که گرفتی تصمیم چگونه حالا {خوب} م:
تا دو باید هم پاسخ پس داره، وجود ممیز هر از بعد عدد یک و داریم اعشاری عدد دوتا چون د:

کنین. جمع رو اون ها باید فقط شما و باشه؛ داشته ممیز از بعد عدد
:٣ بخش

٠/٧ برابر} تو، {جواب ۴
١٠ + ٣

١٠ برای ولی است، ٠٫٠٧ {برابر} ٠/۴ + ٠/٣ برای تو جواب م:
است.

درسته! د:
درسته؟ این می کنی فکر آیا م:

نمی کنید. استفاده اعشار از شما نداره، وجود اعشاری عدد هیچ [ ۴
١٠ + ٣

١٠ ] اینجا در چون د:
تفاوت باعث {مسئله} همین و می کنید؛ استفاده اعشاری از شما [٠٫۴ + ٠٫٣] اینجا در ولی

می شه.
:۴ بخش

چیه}؟ {پاسخت چی ٢
١ + ١

٢ مورد در م:
کامل. عدد یک د:

رسیدی؟ پاسخ این به چطوری کامل. عدد یک م:
می کنی. عوض را [ ٢

١ [یعنی مخرج} و به صورت {اشاره این ها جای فقط که چون ... اوووم! د:
می کند]؟ اشاره ٢

١ [به عددیه چه ١ بر تقسیم ٢ خوب! م:
.٢ ... ١؟ بر تقسیم ٢ د:

می شه؟ چی پاسخ می کنی، معکوس می کنی عوض را اون ها جای که وقتی م:
١
٢ د:

:۵ بخش
کنی؟ عوض ١

٢ با رو ٢ جای می  شه که اینه منظورت م:
بله. د:

می کنی؟ کارو این چطوری م:
می حالا بالا؛ آوردم را ١ رو... ١ روی بر ٢ ... که اینه فقط بدی انجام باید که کاری همه ... د:
می شه ١ + ٢ که} روش این {با ... [٢

١ + ١
٢ [یعنی بدی انجامش اینطوری می تونی یا . ١

٢ شه
.١ می شه این ... ٣ روی ٣ ٣؛ می شه هم ٢ + ١ ٣؛
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می کرد أکید ت آوردن دلیل از بیش قواعد بر کارش، در هم چنان بِنی که می دهد نشان مصاحبه از بخش این
نیاز فیزیکی، کمیت های و اعداد بین روابط بر تکیه با بیشتری درمانی کار به بِنی که می دهد نشان این و
نظر به بنابراین می گیرند، دربر را مهمی نوشتنی کارهای مراتب به درمانی کارهای که} آنجا {از دارد.
آموزشی کمک وسایل با مخصوصا غنی مطالب از وسیعی تنوع شامل باید آینده درمانی کار که می رسد

باشد. دست ورزی
نادرست نتیجه به کسر١، کردن ساده برای تقسیم صفحه از استفاده با بِنی که شد مشاهده قبلا
خودی به خود به طور {بدفهمی ها}، نوع این درمان که است این بیانگر که رسید ١

٣ + ١
۴ + ١

٨ = ١
٢

معلم به که است گونه ای به ریاضی یادگیری به فردی» تجویزی «آموزش رویکرد ولی نمی شود. انجام
است صلب برنامه ها نوع این ساختار زیرا نمی دهد، را دست ورزی ها از استفاده فرصت دانش آموز، و
طی که صورتی در می باشد. انعطاف بدون و قطعی نیز دانش آموزان آموخته های از ارزشیابی روش و
لذت کردن، آزمایش و حدس و دست ورزی ها به کمک ریاضی یادگیری از بِنی که شد معلوم مصاحبه ها،
حدس های بود، ساخته که قواعدی مورد در که می کرد تشویق را او ملموس، اشیاء از استفاده می برد.
قاعده ای با به سادگی ،٣

۴ + ۴
٣ حاصل جمع که کرد کشف او مثال، برای کند. اصلاح را آن ها و بزند جدیدی

موضوع این نیست. عملی بود، مخرج ها و صورت ها کردن جمع آن، و بود کرده ابداع خودش برای که
برای بشود. ذهنی تناقض دچار اعشاری، اعداد برای خود-ساخته اش قواعد مورد در بِنی که شد باعث
است سانتی متر ١۴۵٫۵ دوستش قد طول و سانتی متر ١۵٧/۵ خودش قد طول که می دانست او مثال،
خودش، قواعد از استفاده با که صورتی در می شود، سانتی متر ٣٠٣/٠ نفرشان، دو قد طول مجموع و
آورده دست به کردن تجربه برای که فرصتی با بِنی می شد. سانتی متر ٣٠/٣٠ با برابر طول دو این مجموع
تا است شده مصمم که می رسید نظر به و یافت اندازه گیری ها سایر در را مشابه ای ناسازگاری های بود،
حدس های از استفاده با را تفاوت این تا کرد تلاش بِنی بیابد. را قانع کننده ای توضیحات قواعدش، برای
تدریج به نشد، موفق که وقتی و توضیح دهد اندازه گیری، واحدهای و پاسخ ها، قواعد، مورد در متعدد
آوردن دست به منظور به مسئله ها حل برای قواعد بردن به کار تنها ریاضی، یادگیری برای که شد متوجه

نیست. کافی درست، پاسخ یک

است. چیز یک از قسمتی به عنوان کسری اعداد بیان برای دایره شکل استعاره از استفاده مثال، ١به عنوان
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نتیجه و خلاصه .١١
آموزشی فناوری یک تا کرده تلاش که است مثال ها بهترین از یکی فردی»، تجویزی «آموزش برنامۀ
ضعف های بِنی موردی مطالعۀ بود، آموزش در ارزش با تجربه یک که وجودی با و دهد ارائه را انفرادی

داد. نشان را برنامه این اصلی
بود. ١١۵ تا ١١٠ بین (IQ) هوشی بهرۀ دارای که بود ششم پایه دانش آموز و ساله ١٢ پسر یک بنی
با تا بود آماده و کرده استفاده فردی» تجویزی «آموزش برنامۀ از دوم پایۀ از ریاضی، یادگیری برای بِنی
بِنی، که شد آشکار مطالعه، این جریان در اما کند. کسب ریاضی در را خوبی پیشرفت معلمش، همراهی
ریاضی مورد در دیدگاه هایی و یادگیری عادت های او بود. شده متوجه اشتباه را کارش مراحل از بعضی
ریاضی بودن مشکل در بسیاری عامل  های اگرچه می شدند. آینده در پیشرفتش مانع که بود کرده کسب
ریاضی درک بر فردی» تجویزی «آموزش برنامۀ تأثیر تا است لازم که داد نشان بِنی مورد اما هستند، دخیل

گیرد. قرار بیشتری توجه مورد آنان، قبلی دانش با درک این پیوند و دانش آموزان
به رفتاری دیدگاه در ریشه فردی» تجویزی «آموزش برنامۀ ضعف های که داد نشان بِنی بدفهمی های
از {بیش أکید ت است. آن بر مبتنی آموزشی روش های و فردی آموزش های بر تکیه اش که دارد ریاضی
ایجاد به دقیق، رفتاری هدف های به صورت ریاضی اهداف بیان مورد در فردی» تجویزی «آموزش اندازه}
منجر آن ها با متناظر ارزشیابی برنامه های با شده تعیین پیش از انعطافِ بدون و قطعی ریاضی برنامه های
ترتیب، این به و می داد پاداش آمده اند، به دست چگونه اینکه از صرف نظر درست، پاسخ به تنها که شد

می شد. دانش آموزان {ذهن} در ریاضی مفاهیم مطلوب توسعه مانع
مطالعۀ طریق از شاگردان و هستند شده  برنامه ریزی عمدتاً مطالب فردی»} تجویزی «آموزش {در
شایستگی به دانش آموز و معلم که} {زیادی اعتماد به واسطۀ می گیرند. یاد خودشان سرعت با و مستقل
می آموزد. مستقل بسیار مطالعۀ طریق از را} مطالب {دانش آموز دارند، فردی» تجویزی «آموزش برنامۀ
«آموزش ساختار بودن صلب می شود. محروم دانش آموزان فهم و درک نوع با آشنایی از معلم ، نتیجه در
مطالب از استفاده در {معلم}، دلسردی باعث آن، شده برنامه ریزی آموزشی روش و فردی» تجویزی
سمت به را معلم طبیعی به طور و می شود دانش آموزان ریاضی یادگیری تعمیق برای غنی ابزارهای و
{از دانش آموزان عمیق درک با که قاعده هایی آن، در که می کند متمایل ریاضی در قاعده محور تدریس
توجه مورد وحشی» غاز تعقیب » پاسخ برای تلاش و جادو به عنوان هستند ناسازگار ریاضی} مفاهیم

می گیرند. قرار
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کسی است ممکن یکدیگر}: به کسری و اعشاری اعداد تبدیل برای بنی {قواعد بر یادداشت
فرایند اما کند، تلقی جبر  در جابه جایی مفهوم از نشانی به عنوان را بحث ها از نوع این که شود وسوسه
و است مرتبط جبری اعمال از او آگاهی به کمتر قواعد، مفهوم از بِنی درک که کرد معلوم مصاحبه ها
دیدگاه از الگوها- آگاهی-از نوع این که بود خواهد جالب می گردد. بر الگوها از او آگاهی به بیشتر
توسط جابه جایی و کردن معکوس عملیات انجام است ممکن مثال، برای شود. گرفته نظر در پیاژه نظریه
مهره سه با کودک که عینی١ عملیات مرحلۀ به شبیه باشد. مربوط علامت ها بازچینی طرحواره به بنی،
عمل، این دیگر، عبارت به .[٣] می کند دستورزی چرتکه} {مثلا سیم یک روی مختلف رنگ های از
استفاده مستلزم اول جایگزین روش .[۴] شود دنبال هم، تصاویر در تقارنی روابط تنظیم با است ممکن
عمل الگوها روی (و است جبری ساختار یک که معکوس پذیری عمل با که است معکوس عکس از
عینی عملیات مرحله در کامل به طور -اگر دوم جایگزین روش است. هماهنگ اعداد) روی نه و می کند
جایگاه، تغییر متقابل (عمل برگشت پذیری٢ دوم نوع را آن پیاژه که است چیزی مستلزم یابد- توسعه
ساختارهای همان که شود ذکر باید مطلب این سپس می نامد. است) عددی غیر جبری ساختار یک که
ضروری مدرسه از بیرون تفکر در عدد مفهوم توسعۀ برای بود معتقد پیاژه که منطقی) (گروه بندی شناختی
الگوهای بتواند او تا شود گرفته کار به مدرسه در متفاوتی کاملا به صورت بنی مورد در است ممکن است؛
مورد در که آنچه کند. کسب ریاضی آزمون در را بالایی نمرات و کند شبیه سازی را کاغذ روی علامت ها
روش دو بین واقعی هماهنگی است، گرفته قرار غفلت مورد آشکار به طور دیگر موارد از بسیاری و بنی
معلمان ملی شورای مقالات مجموعه کتاب (ویراستار است حساب در شده استفاده شناختی ساختارِ

.(٢٠٠۴ آمریکا، ریاضی

تشکر و تقدیر
ارائۀ و ترجمه متن بازخوانی برای گویا زهرا دکتر خانم زحمات از می دانند لازم خود بر مترجمان

نمایند. تشکر شده اند، ترجمه این بهبود باعث که اصلاحی نظرات

١Concrete Operational Stage ٢Revesibility
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