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چکیده
باشد. مماس مفروض دایره سه بر که دایره ای رسم از است عبارت آپولونیوس مسئله
کاربردهای و تعمیم بیان و راه حل ها بعضی معرفی تاریخی، بررسی نوشته این هدف

است. کلاسیک مسئله این

مقدمه .١
نسبت ارشمیدس و اقلیدس به ترتیب به دوم و اول جایگاه باستان، یونان ریاضیات تاریخ در
هم که لقبی کبیر»، «هندسه دان شهرت است. پرگایی آپولونیوس آنِ از سوم مقام می شود. داده
این است. مخروطی» «مقاطع او انگیز شگفت اثر سبب به بیشتر داده اند، نسبت او به وی روزگاران
به آن اول مقالۀ هفت که شده نوشته میلاد از پیش سال ٢٠٠ حدود در (فصل) مقاله هشت در اثر
یک از نقطه یک فاصله کمترین مانند پیشرفته ای مباحث آخر مقاله چند در است. رسیده ما دست
هشت از چهارمقاله تنها که نیست آور تعجب رو این از می گیرد. قرار بررسی مورد مخروطی مقطع
کمتر که هست نیز دیگری آثار صاحب آپولونیوس، اما است، مانده باقی یونانی زبان به اولیه مقالۀ

شده اند. شناخته
به آپولونیوس جمله از و باستان یونان دوران ریاضی دانان آثار به جدی علاقۀ رنسانس عصر در
نداشت. وجود غرب در لاتینی، یا یونانی زبان های به کبیر هندسه دان آثار طرفی از بود. آمده وجود

لاگر. تبدیل انعکاسی، صفحه تماس، کلیدی. کلمات و عبارات
ایران) ریاضی (انجمن ١٣٩۴ ©

١
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که طور همان آوردند. روی یونانی آثار ترجمۀ به دانشمندان شکاف، پرکردن و مشکل این رفع برای
است. بوده همراه زیادی موفقیت های با کوشش ها این می دانیم

هفتم تا پنجم مقالۀ سه و حمصی هلال توسط میلادی نهم قرن در آپولونیوس اول مقالۀ چهار
هجری ۵١٣ سال در اصفهانی ابوالفتح .[٢] شد ترجمه عربی به یونانی از قُره بن ثابت توسط
سال در اثر این نامید. المخروطات» «تلخیص را آن و آورد فراهم خلاصه ای مقاله هفت این از
فرانسوی به لاتینی ترجمه روی از میلادی ١٩٢٣ سال در سپس و ترجمه لاتین زبان به میلادی ١۶۶١
احیای منظور به موجود، شرایط تأثیر تحت رنسانس عصر ریاضیدانان دیگر طرف از شد. برگردانده
آثار در مراجع و اشاره ها قول ها، نقل اساس بر را خود کوشش های آپولونیوس ناپدیدشده کارهای
با مقاله ای داریم، اطلاع آن ها از غیرمستقیم که آپولونیوس نوشته های بین در نهادند. بنا دیگران

می شود: بیان چنین آن مسئلۀ مشکل ترین که دارد وجود تماس» باب «در عنوان
باشد. مماس مفروض دایره سه بر که کنید رسم دایره ا ی

حل ها، راه مختصر شرح نوشتار این هدف است. معروف آپولونیوس مسئلۀ به امروزه مسئله این
است. آن کاربردهای و تعمیم ها جواب ها، تعداد

مسئله کلی بیان .٢
یک در شییء سه بر که است دایره یک از بیش یا یک رسم کلی حالت در آپولونیوس مسئله
این باشد. دایره یک یا خط یک نقطه، یک می تواند شییء سه این از کدام هر باشند. مماس صفحه
بر که معنی بدین می شوند، گرفته نظر در متمایز اما شوند، شکل بندی طریقی هر به می توانند اشیاء
نقطه، یک که می کنیم فرض نخست : می شود تعریف چنین تماس خاصیت نیستند. منطبق یکدیگر
به باشد، مماس دیگر دایرۀ دو بر دایره ها از یکی اگر رو این از است، مماس خودش بر دایره یا خط
می کنند قطع را یکدیگر هندسی شیء دو گوییم می شود. شمارش آپولونیوس مسئله جواب یک عنوان
مماس دایره یک یا خط یک بر نقطه یک تعریف، به بنا باشند. مشترک نقطه یک دارای هرگاه
باشند. مماس نمی توانند متمایز نقطۀ دو پس باشد، واقع آنها بر یعنی کند، قطع را آنها هرگاه است،
عمل در مماس اند. یکدیگر بر دو آن گوییم باشد، صفر تقاطع محل در دایره ها و خط ها بین زاویه اگر
دو یا صفر برخورد نقطه های تعداد اگر باشند. متقاطع نقطه یک در هرگاه مماس اند برهم دایره دو
به را موازی خط دو می توان است. چنین نیز دایره یک و خط یک مورد در نیستند. مماس باشد،
مماس یا داخلی مماس می تواند جواب دایره گرفت. نظر در بینهایت در نقطه ای در مماس عنوان
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تماس، نقطه در مماس دایره دو که است مماسی خارجی مماس باشد. دایره ها از یک هر بر خارجی،
هیچ کدام و داشته قرار نقطه آن در مماس خط مخالف جهت دو در شده، دور یکدیگر از خمیدگیشان
داخلی مماس است. شعاع دو مجموع برابر مرکز دو بین فاصله حالت این در نباشد. دیگری شامل
طرف یک در دایره دو و شده اند خمیده جهت یک در تماس نقطه در دایره دو آن، در که است مماسی
گفته آنچه بنابر است. شعاع دو تفاضل برابر مرکز دو بین فاصله حالت این در هستند. مماس خط

کرد: بیان چنین کلی حالت در را آپولونیوس مسئله می توان شد،
دایره ای مفروض اند باشند دایره یک یا خط یک نقطه، یک می توانند کدام هر که شییء سه

باشد. مماس دایره ها و خط ها بر و بگذرد نقطه ها از یک هر از که کنید رسم
چنانچه . می گیرد بر در را حالت ده شییء، سه از کدام هر انتخاب به توجه با آپولونیوس مسئلۀ
این از کدام هر که است معمول دهیم، نشان C با را دایره ها و L با را خط ها ،P با را نقطه ها

از: عبارت اند حالت ده این پس دهند. نمایش حرفی سه کد یک با را حالت،

PPP PPL PLL LLL PPC

PLC PLL LCC LLC CCC

است. آپولونیوس کلاسیک مسئله واقع در آخر حالت و نیست دایره ای هیچ شامل اول حالت چهار
انعکاس، طرفی از دارد. نظر دایره ها و خط ها ، نقطه ها مجموعه به آپولونیوس مسئله کلی بیان
انعکاس از مسئله این حل برای که است طبیعی پس می کند، تبدیل یکدیگر به را مجموعه این عناصر
آن در انعکاس تبدیل و انعکاسی» «صفحه به مروری به را بعد بخش جهت این از شود. استفاده

می دهیم. اختصاص صفحه

انعکاسی صفحه .٣
و داخل نقطه های و داشته نگاه ثابت را مفروض دایره یک بر واقع نقطه های تمام انعکاس،
صفحه یا انعکاسی صفحه اقلیدسی صفحه به بینهایت نقطه افزودن با می کند. بدل و رد را خارج
به ابدال خط یک افزودن شبیه کار این می دهیم. نشان P∞ با را نقطه این می آید. دست به موبیوس
می رسد. نظر به مفید اندازه همان به و می آورد وجود به را تصویری هندسه که است اقلیدسی صفحه

می گذرند. P∞ از که دانست دایره هایی را راست خط های می توان انعکاسی صفحه در
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هرگاه عمودند هم بر دایره دو که می کنیم یادآوری می پردازیم. زیر قضیه اثبات و بیان به نخست
باشند. عمود یکدیگر بر تقاطع نقطه های از یکی در دایره دو آن بر مماس های

از نمی گذرد) A از σ (دایره است عمود σ دایره بر و می گذرد A نقطه از که دایره ای هر .٣ . ١ قضیه
می گذرد. نیز A′ دیگر ثابت نقطه

برخورد نقطه A′اگر است. عمود Σ بر و گذشته A از که باشد دایره ای S می کنیم فرض اثبات.
OB .(١ (شکل می کنیم وصل S و Σ برخورد نقطه B به را O نقطه باشد، S دایره با OA دیگر

دایره بر مماس معروف خاصیت به بنا و است مماس S بر

OA.OA′ = OB٢

که این یا
OA′ =

R٢
OA

و نداشته بستگی S انتخاب به S با OA تلاقی نقطه A′ رو این از است. دایره شعاع R آن در که
□ می گذرند. نیز A′ از می گذرند، A از که دایره هایی تمام

١ شکل

می رسد. نظر به موجه زیر تعریف ١.٣ قضیۀ به بنا
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می گذرد A از که دایره ای هر هرگاه است، دایره به نسبت A نقطه قرینۀ A′ نقطه گوییم .٣ . ٢ تعریف
بگذرد. نیز A′ از است، عمود Σ بر و

مرکز انعکاس، دایره Σ دایره مینامند. انعکاس را مفروض دایره یک به نسبت تقارن .٣ . ٣ تعریف
می شود. نامیده انعکاس قوت K = R٢ یعنی آن، شعاع مربع و انعکاس مرکز دایره،

است. Σ به نسبت A′ منعکس نیز A باشد، Σ به نسبت A منعکس A′ اگر که است بدیهی
در دایره یک به نسبت (انعکاس) قرینه که می   کنیم مشاهده است. برگشت یک انعکاس رو این از
که است دایره ای مثل خط انعکاسی صفحه در که زیرا است، خط یک به نسبت قرینه تعمیم واقع
نقطه های تمام منعکس است. P∞ انعکاس، دایره مرکز O منعکس این که دیگر می گذرد. P∞ از
Σ به نسبت F منعکس را آن که می سازند را شکلی Σ انعکاس دایره به نسبت F شکل بر واقع
انعکاسی دایره انعکاسی، صفحه در را دایره ها و خط ها نگارش امر در سهولت برای گاهی می نامند.

می نامند. دایره -i اختصار به یا
می پردازیم. انعکاسی صفحه در انعکاس اصلی ویژگی های از بعضی بیان به اینک

بیرون به دایره درون نقطه های است. منطبق خودش بر انعکاس دایره بر واقع نقطه هر منعکس (١)
می شوند. تبدیل آن درون به آن بیرون نقطه های و دایره

است. منطبق خودش بر بگذرد انعکاس مرکز از که راستی خط منعکس (٢)
می گذرد. انعکاس مرکز از که است دایره ا ی نگذرد، انعکاس مرکز از که راستی خط منعکس (٣)

انعکاس مرکز از که خطی بر عمود است خطی نگذرد انعکاس مرکز از که دایره ای منعکس (۴)
می گذرد.

است. دایره یک نگذرد انعکاس مرکز از که دایره ای منعکس (۵)
باشد. عمود Σ بر اگر تنها و اگر می ماند ناوردا Σ دایره با انعکاس تحت S دایره (۶)

ویژه به می دارد. نگه ناوردا را خم دو بین زاویه که معنی بدین همدیس، است تبدیلی انعکاس (٧)
باشند. مماس یکدیگر بر دو آن مبدل های اگر تنها و اگر هستند مماس یکدیگر بر دایره دو

تبدیل مرکز هم دایره جفت یک به را غیرمتقاطع دایره -i هرجفت می توان انعکاس وسیله به (٨)
کرد.

کرد. تبدیل متقاطع خط جفت یک به را متقاطع دایره -i جفت هر می توان انعکاس وسیله به (٩)
کرد. تبدیل موازی خط جفت یک به می توان را مماس دایره -i جفت هر انعکاس وسیله به (١٠)
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قطبی و قطب .۴

این در آپولونیوس مسئله حل در آن کاربرد و انعکاس با قطبی و قطب نزدیک رابطه سبب به
می پردازیم. آن درباره نکته ها بعضی یادآوری به بخش

وجود خط یک P نقطه هر نظیر می گیریم. نظر در را P شعاع و O مرکز به C دایره .١ . ۴ تعریف
آن و می نامیم C به نسبت P قطبی را خط این می گذرد. C به نسبت P منعکس P ′ از که دارد
وارد OP ′ عمود بر که دارد وجود P نقطه یک p خط هر نظیر به عکس می دهیم. نشان P با را
می شود. نامیده p خط قطب نقطه این میباشد. C به نسبت P ′ نقطه منعکس و است واقع p بر

دارد. قطب یک خط هر و قطبی یک نقطه هر C دایره به نسبت بنابراین

٢ شکل

دایره قطر هر قطب و بینهایت در خط را انعکاس مرکز قطبی بحث، بودن کامل برای .٢ . ۴ توجه
می کنیم. تعریف است، عمود آن بر که جهتی در بینهایت، در نقطه را انعکاس

می شوند. اثبات شکل به توجه با و انعکاس ویژگی های از استفاده با زیر موارد
حالت، این در تنها می گذرد. P از و است مماس دایره بر آن قطبی باشد، واقع دایره بر P اگر (١)

است. واقع قطبی بر قطب
تماس نقطه های و کرد رسم مماس دو P از می توان آن رسم برای باشد، دایره خارج در P اگر (٢)

نمود. وصل یکدیگر به را
است. واقع دایره داخل در آن قطب کند، قطع را دایره خطی اگر (٣)
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است. تماس نقطه همان آن قطب باشد، مماس دایره بر خطی اگر (۴)
است. دایره خارج در آن قطب کند، قطع نقطه دو در را دایره خطی اگر (۵)

صفحۀ ،٣] در می توان را اثبات و می شود بیان زیر قضیه در قطبی و قطب خاصیت مهمترین
یافت. [١۶٩

می گذرد. خط آن قطب از مفروض خط یک بر واقع نقطه هر قطبی .٣ . ۴ قضیه

جهت دار دایره های .۵
اختیار مثبت را آن که ساعتگرد پاد یکی داد. نسبت جهت دو می توان صفحه در دایره هر به
می نامند. نیز دور را جهت دار دایره یک می گیریم. نظر در مثبت را آن که ساعتگرد دیگری و می کنیم
را دایره ای شعاع می توان می کنند. مشخص پیکان یک با جهت دار خط های مانند را دور هر جهت
است شده جهت دار منفی طور به که را دایره ای شعاع و مثبت است، شده جهت دار مثبت به طور که

هستند. جهت فاقد صفر شعاع با دایره هایی یعنی نقطه ها، کرد. اختیار منفی

هرگاه مماس اند جهت دار دایره یک و جهت دار خط یک یا جهت دار دایره دو گوییم .١ . ۵ تعریف
باشد. یکی تماس نقطه در آن جهت و بوده مماس یکدیگر بر آن ها زمینه دایره های و خط ها

نیز و جهت دار دایره دو ۴ شکل در طرفی از مماس اند. جهت دار خط های و دایره ها ٣ شکل در
نیستند. مماس جهت دار دایره و جهت دار خط

٣ شکل
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۴ شکل
مماس دو از بیش نمی توانند جهت دار دایره دو که می شود نتیجه چنین شد گفته که آنچه از
صورت غیراین در و خارجی اند مماس ها باشد، یکی دایره دو جهت چه چنان باشند. داشته مشترک

.(۵ (شکل داخلی اند مماس ها

۵ شکل

یا دایره یک گوییم ندارند جهت و هستند صفر شعاع به دایره هایی نقطه ها، که این به توجه با
نیستند جهت دار که دایره دو مماسی فاصله بگذرد. A از هرگاه است، مماس A نقطه بر خط یک

.(۶ (شکل باشد CD یا AB مقدار دو می تواند
طول طرفی از باشند. داشته مشترک مماس دو از بیش نمی توانند جهت دار دایرۀ دو آنکه حال

می نماید. موجه زیر تعریف رو این از است. برابر مماس دو این خط های پاره
جهت دار دایره دو آن مشترک های مماس طول جهت دار دایره دو بین مماسی فاصله .٢ . ۵ تعریف

(۵ (شکل است
متقاطع جهت دار خط دو بین زاویه اما می دهند. تشکیل زاویه دو متقاطع خط جفت هر می دانیم
تعریف را دایره دو داخلی ضرب می توان نکته این از استفاده با می شود. مشخص یکتا طور به نیز



معتمدی منصور معتمدی٩ منصور معتمدی٩ منصور ٩

۶ شکل

مثال برای باشند، نداشته مشترک مماس جهت دار دایره دو اگر .[۴] کرد بررسی را آن خواص و
غیرمتقاطع دایره دو بین زاویه نحو همین به نیستند. مماسی فاصله دارای باشد، دیگری داخل یکی

معادل اند: زیر گفتۀ سه گفت می توان اینک نیست. مشخص
مماس اند، C٢ و C١ جهت دار دایره دو (آ )

است، صفر C٢ و C١ بین زاویه (ب)
است. صفر C٢ و C١ مماسی فاصله (پ)

و r٢ و r١ برابر ترتیب به C٢ و C١ جهت دار دایره دو شعاع های اگر که می شود دیده سادگی به
با است برابر C٢ و C١ بین مماسی فاصله آنگاه باشد، d برابر دو آن مرکزهای بین فاصله

t =

√
d٢ − (r١ − r٢(٢

تبدیلی منفی) یا (مثبت انبساط یک باشد، ناصفر حقیقی عدد یک a کنیم فرض .٣ . ۵ تعریف
می کند: عمل زیر طریق به جهت دار دایره های و خط ها روی بر که است

منفی a اگر و می رود راست سمت به a اندازه به جهت دار خط هر باشد، مثبت a اگر الف)
می رود. چپ سمت به a اندازه به باشد،

شعاع و O مرکز همان با جهت دار دایره یک به r شعاع با و O مرکز به جهت دار دایره هر ب)
می شود. تبدیل r + a

می کند. حفظ را جهت دار دایره دو بین مماسی فاصله منفی) یا (مثبت انبساط .۴ . ۵ قضیه

و C ′١ جهت دار دایره های به a انبساط با r٢ و r١ شعاع های با C٢ و C١ کنیم فرض اثبات.
.r٢ + a و r١ + a از عبارت اند ترتیب به C ′٢ و C ′١ شعاع های صورت این در شوند. تبدیل C ′٢
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داریم است. Cو٢ C١ مرکزهای بین فاصله همان C ′٢ و C ′١ مرکزهای بین فاصله که کنیم توجه اگر

t′ =

√
d′٢ −

(
r′١ − r′٢

)٢
=

√
d٢ − [(r١ + a)− (r٢ + a)]٢

=

√
d٢ − (r١ − r٢(٢ = t

□ می شد. ثابت باید که همان

منفی) یا (مثبت آن ها یافته های انبساط باشند مماس C٢ و C١ جهت دار دایره دو اگر .۵ . ۵ نتیجه
یا (مثبت انبساط که کرد ثابت می توان سادگی به همچنین مماس اند. هم بر نیز C ′٢ و C ′١ یعنی
می کند. تبدیل مماس جهت دار خط و جهت  دار دایره یک به را مماس جهت دار خط و دایره یک منفی)

راه حل ها .۶
این برای مختلفی راه حل های و کوشیده اند آپولونیوس مسئله حل برای مشهوری ریاضیدانان
از بعضی شرح به اختصار به ادامه در آورده اند. دست به باستان دوران هندسه مسئله مشهورترین

می پردازیم. حل ها راه این
است. پرداخته مسئله حل به قطبی و قطب و انعکاس تبدیل های از استفاده با ژرگون١

١٨ قرن منطق دان و ریاضی دان ژرگون، روش مختصر شرح از بیش ژرگون. حل راه .١ . ۶
می پردازیم. قضیه دو و تعریف یک بیان به فرانسه،

باشد، مفروض (k ̸= ◦)k مانند ثابتی جبری عدد و S مانند ثابتی نقطه هرگاه .١ . ۶ تعریف
یک بر S و A با که A′ مانند است نقطه ا ی k تجانس مرکز به نسبت A مانند نقطه هر مجانس
مثبت k اگر باشد. k برابر A و A′ از S فاصله های جبری اندازه های نسبت و بوده راست خط

می نامند. معکوس را تجانس باشد، منفی k اگر و مستقیم را تجانس باشد،

است. ساده زیر قضیۀ اثبات

مجانس هم و مستقیم مجانس هم می توان همواره را صفحه یک در واقع دایره دو .٢ . ۶ قضیه
دانست. یکدیگر معکوس

١J. D. Gergonne
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امتداد یک بر آن ها تجانس مرکز سه نباشند، امتداد یک بر دایره سه مرکزهای هرگاه .٣ . ۶ قضیه
هستند. امتداد یک بر مستقیم تجانس مرکز یک و معکوس تجانس مرکز دو همچنین است.

[٨ ،١] به می توان مثال برای دارد. وجود قضیه این اثبات برای گوناگونی روش های اثبات.
□ کرد. مراجعه

از جفت هر شود. مشخص دایره ها از جفت هر تجانس مرکزهای که است لازم ژرگون حل در
هر و دارد وجود دایره جفت سه که آنجا از است. معکوس و مستقیم تجانس مرکز دو دارای دایره ها
هر ۵ قضیه به بنا می دهد. دست به را نقطه شش فرآیند، این هستند، تجانس مرکز دو دارای کدام

(٧ (شکل هستند. امتداد یک بر نقطه شش این از تایی سه

تجانس خط های و نقطه ها .٧ شکل

و (٨ (شکل می کنیم مشخص دایره ها از یک هر به نسبت را تجانس خط های این قطب های
دایره سه اصلی مرکز که می کنیم یادآوری .(٩ (شکل می کنیم وصل دایره سه اصلی مرکز به را قطب ها
است دایره هایی مرکزهای هندسی مکان دایره دو اصلی محور است. مفروض دایره سه تلاقی نقطه
دو بر شده رسم مماس های طول که است نقطه هایی هندسی مکان اینکه یا عمودند دایره دو هر بر که
قطع نقطه دو در را خود دایره قطب، و اصلی مرکز از گذرنده خط هر حالت این در .[٣] برابرند دایره

می کند.
تجانس مرکزهای از شده تشکیل تجانس خط طرف یک در (٩ (شکل در بالایی دایره مرکز
دایره دو بر می کنیم. انتخاب را دایره با اصلی محور برخورد نقطه دورترین دایره این روی بر است.
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قطب ها .٨ شکل

تماس نقطه های .٩ شکل

که هستند جواب دایره تماس نقطه های نقطه، سه این می شود. انتخاب تلاقی نقطه نزدیکترین دیگر
هستند. دیگر جواب یک تماس نقطه های تقاطع دیگر نقطه سه است. شده داده نشان (١٠ (شکل در
به می شوند تبدیل نقطه یا خط به دایره ها از تا دو حالتی که در می توان را ژرگون حل روش
به تجانس خط هر قطب سه و اصلی مرکز باشند، امتداد یک بر دایره سه که حالتی در برد. کار
به وسیله را کلی حالت در دایره سه که کنیم توجه است کافی مشکل این رفع برای می رود. بینهایت
ژرگون ترسیم .[٣] کرد تبدیل هستند، امتداد یک بر آن مرکزهای که دایره هایی به می توان انعکاس،
دو حداکثر خط ها از هر کدام و می دهد دست به را تجانس نقطه های از شده تشکیل چهارخط تمام

است. ترسیم پذیر جواب هشت تمام صورت این در می دهند. دست به را جواب
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مماس دایره های .١٠ شکل

دیگر جواب یک .١١ شکل

،(x٢, y٢) ،(x١, y١) با را دایره سه مرکزهای مختصات چنانچه جبری. حل راه .٢ . ۶
دهیم، نشان rs با را جواب دایره شعاع و r١ ،r٢ ،r٣ با ترتیب به را آنها شعاع های (x٣, y٣)
دوم درجه معادله های شکل به جبری صورت به مفروض دایره سه بر جواب دایره بودن مماس شرط

می شود: بیان زیر

(xs − x٢(١ + (ys − y٢(١ = (rs − s١r٢(١,

(xs − x٢(٢ + (ys − y٢(٢ = (rs − s٢r٢(٢,

(xs − x٢(٣ + (ys − y٢(٣ = (rs − s٣r٢(٣,
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جواب دایره(های) این که حسب بر معادله ها راست سمت در sو٣ s١ ،s٢ عدد سه آن ها در که
دیگر معادله از معادله ها از یکی تفریق با است. −١ یا +١ برابر باشند، خارج یا داخل مماس
از ys و xs ترتیب بدین می مانند. باقی خطی جمله های تنها و شده حذف دوم درجه عبارت های

می آیند: دست به زیر شکل به معادله هایی

xs = A+Brs(⋆)
ys = C +Drs(⋆⋆)

یکی در ys و xs جانشانی با است. −١ یا +١ اعداد و دایره ها به وابسته D و C ،B ،A آن در که
rs دوم درجه معادله حل از پس می آید. دست به rs حسب بر دومی درجه معادله معادله، دو این از
s٢ ،s١ علامت های می آیند. دست به نیز ys و xs ،(⋆⋆) و (⋆) در جانشانی با آمده، دست به (ها)
می دهد دست به جواب دو علامت، انتخاب هر و شده انتخاب مختلف نوع هشت به می توانند s٣ و
مخالف علامت انتخاب با (−rs, xs, ys) باشد، جواب یک si انتخاب یک با (rs, xs, ys) اگر
داشت. خواهد وجود متمایز جواب هشت حداکثر بنابراین می دهد. دست به را جواب همان −si

جفت یک متناظر ریشه جفت هر باشد، متمایز ریشه دو دارای حاصل دوم درجه معادله اگر
دایره ای متناظر حاصل جواب باشند، برابر ریشه دو چنانچه متناظرند. انعکاس در که است جواب
یک خود مفروض، دایره های از یکی حالت این در است. منطبق خودش بر آن منعکس که است
تعداد باشد مختلط عددی جواب ها از یکی اگر می یابد. کاهش یکی جواب ها تعداد و است جواب
برابر نمی تواند جواب ها تعداد حال هر به که این توجه جالب نکته می کند. پیدا کاهش تا دو جواب ها
شرح بدهد. رخ می تواند بینهایت نیز و هشت تا صفر از دیگری تعداد هر هرچند .[١٩] باشد هفت

آمد. خواهد ٩ بخش در مورد این در بیشتر

انعکاسی باشند متقاطع مفروض دایره سه از دایره دو اگر هم مرکز. دایره های به تبدیل .٣ . ۶
دایره(های) جدید شرط های این با می کند. تبدیل هم مرکز دایره دو به را دایره دو این که دارد وجود
پارامتری یک خانواده دو به جواب ها بنابراین گیرند. قرار هم مرکز دایره دو بین طوق در باید جواب
می چرخد. طوق در و نکرده محصور را داخلی دایره جواب دایره (١٢ (شکل اول خانواده در دارند، تعلق
حالت در کرده اند محصور را مرکز هم داخلی دایره جواب دایره های (١٣ (شکل دوم خانواده در

می آید. دست به جواب هشت مجموع در که دارد وجود چهارجواب خانواده هر برای کلی
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١٢ شکل

١٣ شکل

حل سادگی به آپولونیوس مسئله باشند، مرکز هم مفروض دایره سه از دایره دو که حالتی در
است معلوم ناهم مرکز دایره تا مشترک مرکز از dnon فاصله نیز و دایره سه شعاع های می شود.
مشترک مرکز از dT و ds فاصله های و θ زاویه .rn شعاع از می توان را جواب دایره .(١٢ (شکل
جواب دایره اینکه حسب بر و است معلوم ds فاصله و شعاع یافت. نامشترک مرکز همچنین و
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داریم کسینوس ها قانون موجب به بنابراین dT = rs ± rnon داریم باشد خارجی یا داخلی مماس

cos θ =
d٢
s + d٢

non − d٢
T

٢dsdnon = C.

می توان است. منفی یا مثبت باشد خارجی یا داخلی مماس جواب، دایره اینکه حسب بر C مقدار
که گرفت نتیجه

θ = ±٢ arctan
(√١ − C

١ + C

)
.

انعکاس که آنجا از است هشت برابر جوابها تعداد که می یابیم در علامت ها به توجه با نیز اینجا در
می شود. پذیر ترسیم اولیه مرحله به برگشت از پس اصلی مسئله است، برگشت یک

جهت دار را Cو٣ C٢ ،C١ مفروض دایره سه نخست .CCP به CCC از تبدیل .۴ . ۶
فرض (چرا؟) می کند تبدیل نقطه یک به را دایره سه این از یکی که دارد وجود انبساطی می کنیم.
دایره های به C٣ و C٢ دایره های صورت این در شود. تبدیل C ′١ نقطه به و بوده دایره آن C١ کنیم
مماس C ′٣ و C ′٢ بر و گذشته C از١′ Cو٣ C٢ ،C١ بر مماس C جواب دایره و شده تبدیل C و٢′ C ′١
C ′١ از و بوده مماس C ′٣ و C ′٢ بر که C ′ دایره یافتن به آپولونیوس مسئله صورت این در است.

است. CCP حالت همان که می یابد، کاهش بگذرد
M و D ،C ترتیب به را مفروض نقطه و دایره دو CCP حالت در آپولونیوس مسئله حل برای
و انعکاس مرکز را M نقطه .(١۴ (شکل می کنیم رسم C دایره بر را MT مماس M از می نامیم.
منعکس می کنیم. مشخص را D و C منعکس های اینک می کنیم. اختیار انعکاسی قوت را MT ٢

رسم را C و D′ دایره دو مشترک مماس است. D′ دایره ،D منعکس و است منطبق خودش بر C
شود. مماس B′ و A′ در آنها بر تا می کنیم

M ،A از که دایره ای می کند. قطع B در را C دایره MB′ و A در را D دایره MA′ خط
دو بر است A′B′ مشترک مماس منعکس چون دایره این که زیرا است، جواب دایره بگذرد B و

می باشد. مماس مفروض دایره
را خود ویژه حل های راه گوناگون شکل بندی های و دایره و خط نقطه، دیگر حالت های تمام
که کنیم یادآوری نیست بی مناسبت است. خارج نوشته این حوصله از آن ها به پرداختن که دارند
بیان دبیرستان ریاضی ششم سال مخروطات» و «هندسه درسی کتاب در زمانی آپولونیوس، مسئله

.[١] است می شده حل و
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١۴ شکل
محوری انعکاس .٧

نام به اینک که کرد تعریف جهت دار خط های مجموعه بر را هندسی تبدیل یک ١٨٨٢ در لاگر١
نسبت انعکاس دوگان محوری انعکاس گفت می توان می شود. شناخته محوری انعکاس لاگریا تبدیل
راه حل های از یکی شده اند. مطرح جزئیات با [٢۶] در آن خواص از بسیاری است. دایره یک به

می پردازیم. آن به بخش این در که است تبدیل این از استفاده آپولونیوس مسئله زیبای
می کند. قطع M در را Ω جهت دار خط که باشد جهت دار خط یک NM کنیم فرض .٧ . ١ تعریف
می کنیم. رسم است مماس NM بر و کرده قطع α زاویه با را Ω که K ′ دلخواه جهت دار دایره یک
Ω خط (١۵ (شکل است. NM مبدل MM ′ یعنی می شود رسم K ′ بر M از که دیگری مماس

می نامیم. انعکاس محور را
موازی Ω با ω آن در و کرده قطع α زاویه با را ω خط که K ثابت و جهت دار دایره هر می توان
یکدیگر مجانس ١۵ شکل دو که است علت بدان این گرفت. نظر در K ′ برای مدلی عنوان به است
در که K بر مماس جفت دو هر نظیر باشد. ثابتی موقعیت در K مرجع دایره نیست لازم و هستند
مماس اند، آن بر جهت دار خط های این که K ′ یافتن برای دارد. وجود Ω مورد در می کنند تلاقی ω

است. مستقیم تجانس یک در Q به Q′ و M به M ′ نگاشت است لازم آنچه تمامی
١Laguerre
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١۵ شکل

مماس های به را K∗ جهت دار دایره یک بر جهت دار مماس های محوری انعکاس .٧ . ٢ قضیه
K و′ K∗اصلی محور انعکاس، محور آن بر علاوه می کند. تبدیل K ′ جهت دار دایره یک بر جهت دار

است.

انعکاس تحت می کنند قطع را ω که K بر جهت دار مماس های که می کنیم توجه ابتدا اثبات.
خط های جفت دارای محوری انعکاس هر پس .(١۶ (شکل می شوند تبدیل خودشان به محوری
A در را Ω که باشد جهت داری دایره K∗ کنیم فرض اینک است. (ثابت) متناظر خود جهت دار
که دیگری جهت دار دایره بر K∗بر جهت دار مماس بر مبدل که می دهیم نشان می کند. قطع B و

است. مماس شد، خواهد مشخص
محوری انعکاس یک در جهت دار خط های موازی که را N ′M و MN جهت دار مماس های
جهت داری دایره کنند. قطع M و′ M در ترتیب به را K∗ تا می کنیم رسم هستند ثابت شده داده
K ′ که می دهیم نشان و نامیده K ′ است مماس N ′M ′ ، MN بر و گذشته B و A از که را
می کنیم. اختیار اصلی جهت دار دایره عنوان به را K∗ جهت دار دایره .(١۶ (شکل است K∗مبدل
خط باشد. N ′M ′ و NM تلاقی نقطه P کنیم فرض است. انعکاس محور MM ′ = ω خط
است تجانسی در ،P متناظر α نقطه می کند. قطع α در را K ′ و γو βدر را K∗ ،P از گذرنده
قطبی که ω بر واقع U در γ و β در K⋆ بر شده رسم مماس های دارد. وجود K ′⋆ و K ′ بین که
مماس K⋆ بر βدر K ′ بر αدر مماس که آنجا از می کنند. قطع را یکدیگر است K⋆ به نسبت P
بر T بنابراین .|Tγ| = |Tα| که هستند چنان K ′ بر α در مماس و γ U تقاطع نقطه است،
جهت دار خط مبدل که می گیریم نتیجه بیدرنگ اینک دارد. قرار K∗و K ′ دایره دو اصلی محور AB

می کند. قطع T در را Ω و بوده βU موازی که است αT جهت دار خط ، K ′ ∗ طریق از ،Uγ
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١۶ شکل

مماس اند K ′ بر که جهت داری خط های به هستند مماس K∗ بر که جهت داری خط های بنابراین
□ می شوند. تبدیل
شده اند. مشخص می کنند قطع را Ω که جهت داری مماس های مبدل ٢.٧ قضیه اثبات در توضیح.
بررسی است. کدام است موازی Ω با که جهت داری مماس مبدل که می شود مطرح پرسش این اینک

می گذاریم. خواننده عهده به را مبدل این تعیین و

می کند. حفظ را مماسی فاصله محوری انعکاس .٧ . ٣ قضیه

و C ′ ترتیب به را D و C مبدل های باشند. جهت دار دایره دو D و C کنیم فرض اثبات.
را انعکاس محور و بوده مماس آنها بر Q و P در D و C مشترک مماس کنیم فرض می نامیم. D′

تبدیل Q′ و P ′ تماس نقطه های با D′ و C ′ مشترک مماس به مشترک مماس این کند. قطع T در
چون و |TP | = |TP ′| است C ′ و C اصلی محور Ω ،٣ . ۶ قضیه اثبات به بنا که آنجا از می شود.
□ .|PQ| = |P ′Q′| پس ،|TQ| = |TQ′| داریم هست نیز D′ و D مشترک مماس Ω
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می کند. تبدیل مماس جهت دار دایره های به را مماس جهت دار دایره های محوری انعکاس .۴ . ٧ نتیجه

تبدیل نقطه یک به را آن که دارد وجود محوری انعکاس یک جهت دار دایره هر برای .۵ . ٧ قضیه
می کند.

فرض (١۶ (شکل باشد آن از خارج نقطه ای L و جهت دار دایره یک K∗ کنیم فرض اثبات.
می شود. مشخص L نقطه دایره- و K∗ با که باشد محوری هم دستگاه اصلی محور Ω کنیم
جهت داری دایره کند. قطع B و A در را Ω که این تا می کنیم رسم K∗ بر L از مماس هایی
با محوری انعکاس که می دهیم نشان می نامیم. K است مماس LA بر و گذشته B و A از که را

می کند. تبدیل L به را K∗ انعکاس، محور عنوان به Ω و K جهت دار دایره
β و γ) کند قطع γ در را K∗ و β و α در را جهت دار دایره K ،L از گذرنده خط یک اگر
قطع V در را Ω ،K∗ بر γ در مماس اگر آنگاه هستند). L مرکز به تجانس در متناظر نقطه های
و α در K بر مماس های اگر است. L و K∗اصلی محور Ω که زیرا ،|V γ| = |V L| داریم کند،
|βQ| = |αQ| چون و است γV موازی BQ آنگاه کنند، قطع را یکدیگر Ω بر واقع ،Q در β
K∗جهت دار دایره بنابراین است. γV مبدل LV پس است، Qα موازی V L که گیریم می نتیجه
□ می کنیم. استفاده نیستند جهت دارای نقطه ها تنها که این از واقع در می شود. تبدیل L به

به محوری انعکاس یک با همزمان، طور به می توان را جهت دار دایره سه لاگر). (قضیه ۶ . ٧ قضیه
کرد. تبدیل نقطه سه

در که باشند مشترکی مماس های با جهت دار دایره سه K٣ و K٢ ،K١ کنیم فرض اثبات.
نقطه سه این می دهیم. نشان R و Q ،P با را تجانس مرکزهای شده اند. داده نمایش ١٨ شکل
انعکاس محور عنوان به را PQR خط دارند. قرار است تجانس خط همان که راست خط یک بر
را K١ جهت دار دایره می توان اینک نکند. قطع را دایره ها از یک هیچ می کنیم فرض و کرده انتخاب
خارج PQR و K١ با که است محوری هم دستگاه یک حدی نقطه ω١ که کرد تبدیل ω١ نقطه به
خط های به K١ بر مماس PB و AP جهت دار خط های محوری انعکاس این با است. K١ دایره
از مماس اند. نیز K٢ بر BP و AP دار جهت خط های می شوند تبدیل Pω١ امتداد در جهت دار
ω٢ نقطه به K٢ جهت دار دایره می شوند، تبدیل Pω٢ امتداد همان در جهت دار خط های به که آنجا
باشد. PQR خط بر K٢ مرکز از وارد عمود و Pω١ تقاطع محل بر باید نقطه این می شود. تبدیل
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١٧ شکل

١٨ شکل

تلاقی محل ω٣ به K٣ جهت دار دایره مماس اند. نیز K٣ بر QF و EQ جهت دار خط های
می شود. تبدیل PQR بر K٣ مرکز از وارد عمود و Qω٢
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جهت دار دایره ها اینکه نخست می کند. استفاده آپولونیوس مسئله حل برای قبل قضیه از لاگر
ω٢ ،ω١ نقطه های به آن ها تبدیل از پس باشند، جهت دار دایره سه Kو٣ K٢ ،K١ اگر می شوند.
K جهت دار دایره دو دایره، این می گیرد. نظر در می گذرند نقطه سه این از که را دایره هایی لاگر ωو٣
بنا برمی گردند. جهت دار دایره های به نقطه ها انعکاس این کارگیری به با می کند. مشخص را K ′ و
مماس Kو٣ K٢ ،K١ بر که جهت داری دایره های به K و′ K جهت دار دایره های ٧ . ٣ قضیه نتیجه به
□ برمی گردد. می شوند

شود. مراجعه [٢۶] به ۵ . ٧ قضیه نیز و لاگر قضیه جبری اثبات های برای توضیح:

دکارت قضیه .٨
مسئله (١٩ (شکل باشند مماس یکدیگر بر دو به دو آپولونیوس مسئله در مفروض دایره سه اگر
دیگر دایره دو هستند. شده داده دایره های همان آن جواب سه که است جواب پنج دارای آپولونیوس
از کدام هر می شوند. نامیده سدی١ دایره های و [٢٧] هستند محاطی و محیطی دایره های متناظر
نقطه شش در که می دهند تشکیل را دایره چهار از مجموعه یک مفروض دایره سه با سدی دایره های
است معروف دکارت قضیه به که زیر  رابطه در دایره چهار این شعاع های هستند. مماس یکدیگر بر

می کند: صدق
(k١ + k٢ + k٣ + ks)

٢ = ٢
(
k٢١ + k٢٢ + k٢٣ + k٢

s

)
دایره های خمیدگی های k٣ و k٢ ،k١ همچنین، است. جواب دایره شعاع rs و ks = ١/rs آن در که
بازهم و ،١٨۴٢ در در بیکرافت٣ توسط و ١٨٢٨ در ٢ اشتاینز توسط دکارت قضیه هستند. شده داده
به را خود یافته سدی است. شده مجدد کشف ١٩٣۶ در شیمی در نوبل جایزه برنده سدی توسط
و قضیه این اثبات برای است. رسانیده چاپ به [٢٣] در دقیق» «بوسه عنوان با شعری صورت

کرد. مراجعه [٩ ،٨] به می توان آن تعمیم های بعضی

بندی شکل رده های و جواب  ها شمارش .٩
هندسه مسئله یک واقع در آپولونیوس مسئله گوناگون انواع برای جواب ها شمارش مسئله
در مثال برای دهد. تغییر را جوابها تعداد می تواند شییء سه ترتیب هر .[١١ ،۵] است شمارشی
سه آن از که است دایره ای هم آن و دارد جواب یک تنها مسئله باشند نقطه سه شی، سه هر که حالتی
١F. Soddy ٢J. Steiner ٣P. Beecroft
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١٩ شکل

چنانچه ندارد. جواب مسئله باشد دایره ها از یکی داخلی مفروض دایره سه از یکی اگر می گذرد. نقطه
کسی نخستین مویرهد١ دارد. وجود جواب بینهایت باشند مماس یکدیگر بر نقطه یک در دایره سه هر
مورد مسئله این ١٩٧۴ در باردیگر، است. پرداخته مسئله این به کامل، طور به نه هرچند که است
با متمایز، حالت های تمام تعداد که شد مشخص ١٩٨٣ در سرانجام گرفت. قرار ٢ جرالد فیتز توجه
نمی کند تغییر انعکاس در وقوع ویژگی که آنجا از .[۵] است ٣٣ برابر شکل ها رده بندی به توجه
تبدیل یکدیگر به انعکاس ها ترکیب یا انعکاسی با که حالت هایی به باید حالت ها شمارش هرگونه
که ١٠ و ٨ ، ٩ ویژگی های به توجه با توانسته اند [۵] ویلکر۵ و فیشر۴ ، برن٣ یابد. کاهش نمی شوند
حالت های تمام و هستند مجزا دو به دو که را زیر فهرست است آمده انعکاسی) صفحه ) ٣ بخش در

آورند. دست به برمی گیرد در را شییء سه
نقطه، سه (١)

خط، یک و نقطه دو (٢)
مرکز، هم دایره دو و نقطه یک (٣)
متقاطع، خط دو و نقطه یک (۴)
موازی، خط دو و نقطه یک (۵)

دایره، −i یک و مرکز هم دایره دو (۶)
می کند، قطع را خط دو هر که دایره −i یک و متقاطع خط دو (٧)

١R. F. Muirhead ٢J.M. Fitz-Gerald ٣A. Bruen ۴J. C. Fisher ۵J. B. Wilker
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است، مماس خط دو هر بر که دایره −i یک و موازی خط دو (٨)

است. [۵] از برگرفته ٢ و ١ های جدول
١ جدول

٢ جدول

P∞ که اقلیدسی صفحه یعنی (موبیوس) انعکاسی صفحه در شمارش ها این که کرد توجه باید
شوند، گرفته نظر در جهت دار دایره ها و خط ها چنانچه است. گرفته انجام است شده اضافه آن به
است مدلی و هستند جهت دار دایره های و خط ها همان آن اولیه مفاهیم که لاگر صفحه در شمارش

.[١٢] می گیرد انجام لاگر، هندسه برای

تعمیم ها بعضی .١٠
این به آپولونیوس مسئله است صفر برابر هم بر مماس دایره دو بین زاویه که کنیم توجه اگر الف)
به کلی تر حالت در یا θ برابر زاویه ای مفروض دایره سه با که کنید رسم دایره ای می یابد: تعمیم شکل
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مماسی فاصله که باشیم داشته نظر در اگر دیگر طرف از بسازد. θو٣ θ٢ ، θبرابر١ زاویه هایی ترتیب
فاصله های که شود رسم جهت داری دایرۀ که است این دیگر تعمیم است، صفر برابر جهت دار دایره دو

.[٢۶] باشد مشخصی مقادیر جهت دار دایره سه با آن مماسی
مفروض کره چهار بر که است کره ای یافتن از عبارت بعد سه در آپولونیوس مسئله تعمیم ب)
می توان حتی را مسئله کرد. حل بعد دو در مشابه روش های با می توان را مسئله این باشد. مماس

باشد. مماس ابرکره d+ ١ بر که بیابید ابرکره ای داد: تعمیم نیز بعدی d فضای به
دوم درجه رویه های سایر و کره به انعکاسی صفحه یا اقلیدسی صفحه در آپولونیوس مسئله پ)
مماس کره روی بر واقع دایره سه بر که است دایره هایی یافتن هدف کره مورد در می یابد. تعمیم نیز
کرد. تبدیل اقلیدسی صفحه در مسئله های به نگاشتی گنج تصویر با می توان را مسئله این باشند.

آمد. خواهد دست به برگشت با آن متناظر حل

کاربردها .١١
ارائه (١۵٩٢) رومن١ فون ادریان توسط ابتدا که آپولونیوس مسئله راه حل های از یکی
هذلولی هاست. برخورد محل یافتن به مسئله تبدیل است، شده ساده تر نیوتن توسط سپس و
جواب دایره شعاع و r٣ و r٢ ،r١ را آنها شعاع های ،C٣ و C٢ ،C١ را مفروض دایره سه
داخل مماس یا خارج مماس جواب دایره یا C١ که این حسب بر می دهیم. نشان rs با را
همین به است. rs − r١ یا rs + r١ برابر d١ دایره، دو این مرکزهای بین فاصله باشد،
این رو از است. rs− r٢ یا rs+ r٢ برابر جواب دایره و C٢ مرکزهای بین فاصله d٢ شکل
بر احتمالی جواب دایره رو این از ندارد. بستگی rs به که ثابت است مقداری d١ − d٢
روش این است. صادق نیز C٣ و جواب دایره مورد در امر همین دارد. قرار هذلولی یک
این که می شود سبب اما نمی شود، منتهی خط ها و دایره ها برخورد به نهایت در هرچند حل
ستارگان مسیر یافتن در نیوتون جمله آن از کند. پیدا قسمت ها سایر در کاربردهایی مسئله

است. کرده استفاده آن از
فراگیر٢ موقعیت یابی سیستم در آن از استفاده آپولونیوس مسئله دیگر کاربردهای از

.[١٧] باشد داروسازی و بیوشیمی در مسئله این کاربرد جدیدترین شاید ،[١۴] است
١A. vanRoomen ٢Global positioning systems



٢۶ آپولونیوس ٢۶مسئله آپولونیوس ٢۶مسئله آپولونیوس مسئله

آخر سخن .١١
«ترسیم گویای همه از بیش جبری، حل بخش در خاصه پرداختیم، آن به تا کنون که آنچه
خط ها و دایره ها برخورد محل یافتن به نهایی حل که زیرا است؛ آپولونیوس مسئله پذیری»
مستلزم پیچیدگی بر افزون معروف، مسئله این حل گوناگون روش های طرفی از برمی گردد.
راستی به که می شود مطرح پرسش این اکنون است. بسیار کمکی دایره های و خط ها رسم

کرد؟ باید چه عمل عالم در
از می گذارد. رو پیش را زیبایی حل راه لاگر تبدیل و دایره ها و خط ها کردن جهت دار
دارای هندسه این اما هستند. لاگر» «هندسه اولیه مفاهیم جهت دار دایره های و خط ها طرفی
.[٢۶] و [۶] دارند اساسی نقش آن در قائم مخروط های که هست نیز بعدی سه الگوی یک
می نامند. جهت دار) دایره جای به (دور دورنگاشتی١ می کند یکریخت را الگو دو این که تبدیلی
روی هر به کرد. اثبات و تفسیر بیان، الگو این در می توان است، آمده ٧ بخش در که را آنچه
حل GeoGebra مانند افزاری نرم در شود، یادآوری که آوردیم سبب این به را مختصر این
.[٢۶] است دورنگاشتی تبدیل و الگو این از استفاده اساس بر آپولونیوس مسئله (رسم)
می شود. داده برگشت بعدی دو فضای به سپس شده، ترسیم و حل بعدی سه فضای در مسئله
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